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et  h  rÉcole  Centrale  des  Arts  et  Manufactnres, 

Ancien   Président  du   .Inry   d'admission   à   la   même  École, 

Ancien  Professeur  de  Mathématiques  spéciales  an  Collèfte  Chaptal. 
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AVERTISSEMENT 


Au  mois  de  juin  1889,  "^^^  avons  pu  faire  paraître  un 
premier  fascicule  de  ce  Volume,  complet  aujourd'hui,  et 
qui  est  à  la  fois  le  quatrième  tome  du  Cours  de  Mathé- 
matiques et  le  second  de  Y  Algèbre  supérieure  :  ses  six 
Livres  sont  consacrés  à  V Étude  des  quantités  imaginaires 
et  à  la  Théorie  générale  des  équations. 

En  considérant  les  quantités  imaginaires,  nous  avons 
pris  ces  quantités  à  leur  origine  même,  et  nous  nous 
sommes  efforcé  d'établir  leur  droit  de  cité,  au  même  titro 
que  celui  conquis  depuis  longtemps  par  les  quantités 
négatives. 

Nous  avons  la  conviction  que  l'avenir  ne  fera  qu'ac- 
croître l'utilité  des  quantités  complexes,  et  qu'elles  ré- 
servent encore  d'importants  résultats  aux  explorateurs 
de  ce  monde  nouveau. 

C'est  là  notre  excuse  pour  avoir  donné  au  sixième 
Livre  une  si  grande  étendue.  Nous  avons  voulu  montrer 
comment,  et  sous  quelles  réserves,  on  pouvait  étendre 
aux  fonctions  d'une  variable  imaginaire  les  développe- 
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ments  en  séries,  les  règles  de  la  diirérentiation  et  les 
premiers  principes  du  Calcul  intégral.  Cela  nt)us  a  paru 
indispensable  pour  établir  entre  les  quantités  réelles  et 
les  quantités  imaginaires  la  liaison  nécessaire,  et  pour 
aborder  la  Géométrie  analytique  avec  toute  la  généra- 
lité désirable. 

Les  pages  si  profondes  que  M.  î.  Bertrand  a  écrites  sur 
ce  sujet  dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul 
intégral  et  les  travaux  de  Briot  et  Bouquet,  extension 
(le  ceux  de  C.vuchy,  nous  ont  été  d'un  grand  secours  à 
cet  égard. 

Nous  avons  terminé  le  sixième  Livre  par  un  Appendice 
relatif  aux  fonctions  byperboliques. 

Les  cinq  Livres  suivants,  du  septième  au  onzième, 
renferment  la  Théorie  générale  des  équations. 

Nous  n'avons  pas  hésité  à  dépasser  les  programmes 
classiques  toutes  les  fois  que  cela  nous  a  paru  utile. 
Les  programmes  changent  assez  souv-ent,  pour  des  rai- 
sons diverses.  11  faut  tâcher  qu'un  Livre  reste  et  qu'on 
puisse  encore  le  consulter  plus  lard,  après  les  examens 
subis  ou  transformés.  C'est  notre  ambition  pour  TOu- 
vrage  que  nous  soumettons  actuellement  au  public. 

Ainsi,  par  exemple,  nous  nous  sommes  appesanti 
sur  la  résolution  algébrique  des  équations,  parce  qu'il 
y  a  là  un  point  capital  qui  a  changé  la  marche  de  la 
Science  et  ouvert  à  ses  recherches  d'autres  horizons. 
Mais,  si  nous  avons  démontré  le  théorème  d'AoEL,  sur 
l'impossibilité  d'une  résolution  générale  au  delà  du 
quatrième  degré,  nous  n'avons  pas  été  plus  loin,  et 
nous  nous  sommes  arrêté  aux  découvertes  de  Galois, 
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parce  que,  pour  nous,  avec  ces  découvertes,  c'est  une 
nouvelle  branche  de  la  Science  qui  prend  naissance. 

De  même,  nous  avons  exposé  en  détail  la  résolution 
des  équations  transcendantes,  sans  oublier  de  dire  un 
mot  du  cas  où  elles  peuvent  admettre  des  racines  ima- 
ginaires, parce  qu'on  rencontre  à  chaque  instant  ces 
équations  dans  les  applications  les  plus  simples  ou  les 
plus  élevées  des  Mathématiques,  et  qu'il  nous  a  paru 
impossible  de  laisser  ignorer  de  pareilles  notions  au 
lecteur.  Au  reste,  notre  première  édition  contenait  déjà 
sur  ce  point  un  Chapitre  moins  étendu  que  celui  qiu* 
nous  avons  rédigé  pour  la  présente  édition. 

Grâce  aux  développements  dans  lesquels  nous  n'avons 
pas  craint  d'entrer,  nous  espérons  que  notre  travail 
pourra  être  utile,  non  seulement  aux  candidats  à  nos 
«grandes  Écoles,  mais  encore  aux  auditeurs  des  Fa- 
cultés des  Sciences,  à  ceux  du  moins  qui  se  destinent 
à  la  Licence  es  Sciences  mathématiques. 

Comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  le  Tome  1*"  de  ce 
(3ours,  c'est-à-dire  en  Algèbre  élémentaire,  nous  avons 
employé  les  constructions  graphiques,  toutes  les  fois 
qu'elles  pouvaient  élucider  la  question  ou  abréger  les 
calculs.  C'est  un  procédé  si  fécond,  et  dont  l'emploi  est 
aujourd'hui  si  répandu,  qu'on  doit  se  familiariser  avec 
lui  aussitôt  que  possible,  et  qu'on  aurait  tort,  selon 
nous,  d'attendre  l'étude  de  la  Géométrie  analytique  pour 
pouvoir  l'appliquer  dans  toute  sa  rigueur. 

Un  coup  d'œil  jeté  sur  la  Table  analytique  des  ma- 
tières prouvera  au  lecteur  que  nous  avons  cherché,  pour 
le  Tome  IV  comme  pour  le  Tome  III,  à  être  aussi  com- 
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plet  que  possible  dans  les  llmiles  du  cadre  que  nous 
essayons  de  remplir  (').  Nous  avons  attaché  le  plus 
grand  prix  a  Tenchainement  logique  des  idées  et  à  ki 
clarté  des  démonstrations.  Puissions-nous  avoir  réussi. 
Nous  nous  reprocherions  d'achever  cet  Avertissementy 
sans  témoigner  à  nos  Éditeurs  et  amis  toute  notre  gra- 
titude pour  les  soins  qu'ils  ont  bien  voulu  apporter  à 
l'impression  des  deux  Volumes  de  V Algèbre  supmeun, 
où  le  nombre  des  formules  est  si  considérable. 

(•)  Voir  lîl  Préficc  du  Tome  I~,  3»  édUlioa  (l8^^ 
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199.  Ene aerarfktsifi«bbilede l'eveniit ici, trjês)»iiecinct&]i!i«ik4, 
sar  ée&  Bi&^iaûS;.  déjà,  établies^  (t.  \,,A5g,.  éiémi.},  afin  de  définir 
pltta-eocQ^plètemeiit  le  rdifce  dé  TAI^èhre'.. 

Goniiii>ef  DAus:  Kavoiiar  dit,  U  y  a  troûsckosassàdistinguer^an» 
la  Bésolurtion  d'un. prosMème' d'A^ébre*:  sa nuseeniéq^aialion^v 
kl  résolution  des.  é6|ualdonst  aÎDsîi  olitenues,  kt  d&soossicw  des- 
valeurs»  qu'eltesfoiHtniflsent  poorles  iaconuruiest 

La  niiae  en  égoatioiiis  n'estiquie  la  traduction; algdbriq<i]«'d)ës' 
relations  établies  pai!  Ténoncé  emtins  las  données' et  tes^racon^ 
niias  «hi  problème.  IVaiatire  pact,  lai  résoiialiion  des  équations 
eal.  sd«au<se  à;^  des  vëgles;  fixes.  Pat  con^éqcient,  si  aacRi«e' 
enteur  ne  &'est  gUasée-  dons;  la  raisie  en.  équatôons  et  dtains  la 
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résolution  qui  raccompagne,  les  valeurs  trouvées  pour  les  in- 
connues, quelle  que  soit  leur  forme,  doivent  nécessairement 
satisfaire  aux  équations  du  problème  ou  les  transformer  en 
identités;  et  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu. 

Mais  TÂIgèbre,  en  raison  des  symboles  généraux  qu'elle 
emploie,  conduit,  pour  les  valeurs  des  inconnues,  à  des  for- 
mules qui  correspondent  à  tous  les  cas,  possibles  ou  impos- 
sibles actuellement,  du  problème  qu'on  étudie.  Il  faut  donc 
discuter  ces  formules,  c'est-à-dire  en  déduire  les  conditions 
de  possibilité  du  problème  tel  qu*il  a  été  posé ^  chercher  entre 
quelles  limites  les  données  doivent  se  mouvoir  pour  que  ces 
conditions  soient  remplies,  et  interpréter  les  résultats  aux- 
quels on  parvient  lorsque  les  données  franchissent  ces  limites. 

C'est  ainsi  que  l'Algèbre,  après  avoir  indiqué  dans  ses  for- 
mules toutes  les  opérations  nécessaires  à  la  détermination  des 
inconnues,  sans  se  préoccuper  de  savoir  d'avance  si  ces  opé- 
rations pourront  ou  non  s'effectuer  directement  dans  certains 
cas,  nous  laisse  le  soin  de  rechercher  ce  que  les  diverses 
formes  de  résultats  peuvent  signifier,  suivant  la  nature  du 
problème  à  résoudre. 

800.  L'entière  généralité  des  formules  algébriques  n'est  ap- 
parue aux  géomètres  que  très  lentement.  Pendant  longtemps, 
les  racines  négatives  des  équations,  par  exemple,  ont  été  re- 
gardées comme  des  solutions  fausses. 

On  sait  aujourd'hui,  et  nous  sommes  entré  précédemment 
dans  de  longs  détails  à  ce  sujet  {Alg,  élém,,  199  à  203),  que, 
toutes  les  fois  qu'une  grandeur,  représentée  dans  ses  états 
successifs  par  des  longueurs  prises  à  une  échelle  déterminée, 
est  susceptible  d'être  comptée,  sur  une  même  ligne  et  à  partir 
d'une  certaine  origine  fixe,  dans  deux  sens  nettement  diffé- 
rents, le  changement  de  sens  est  lié  algébriquement  au  chan" 
gement  de  signe;  de  sorte  que,  si  Ton  regarde  comme  posi- 
tives, dans  la  mise  en  équations,  les  valeurs  de  cette  grandeur 
qui  sont  comptées,  à  partir  de  l'origine,  dans  un  certain  sens 
d'ailleurs  arbitraire,  les  résultats  négatifs  indiquent  ensuite 
simplement  des  valeurs  de  la  même  grandeur  comptées  en 
sens  contraire  à  partir  de  la  même  origine. 

On  voit  par  là  que  les  quantités  négatives  peuvent  être  tout 
aussi  admissibles,  tout  aussi  palpables,  tout  aussi  réelles  que 
les  quantités  positives.  £t  c'est  pourquoi  l'on  a  admis  d'abord 


r 
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que  CCS  deux  espèces  de  quantilés  constituent,  dans  leur  en- 
semble, les  quantités  dites  réelles. 

801.  On  comprend  facilement  quelle  extension  peut  prendre 
dans  les  applications  le  principe  fondamental  que  nous  venons 
de  rappeler.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point,  et  nous  ren- 
verrons à  l'Algèbre  élémentaire  et  à  la  Géométrie  analytique. 

Nous  rappellerons  seulement  qu'une  solution  négative  peut 
n'être  pas  acceptable  et  indiquer  une  impossibilité  complète 
de  satisfaire  à  la  question,  lorsqu'il  s'agit  de  grandeurs  non 
susceptibles  d'être  directement  opposées  ou  pour  lesquelles 
un  changement  de  sens  ne  modifie  en  rien  les  conditions  in- 
trinsèques du  problème  {Alg.  élém.,  204). 

Il  peut  en  être  de  même,  d'ailleurs,  d'une  solution  positive, 
lorsque  certaines  conditions  de  l'énoncé  n'ont  pu  être  expri- 
mées dans  la  mise  en  équations  {Alg".  élém,,  198). 

802.  Finalement,  il  importe  de  comprendre  que  l'Algèbre 
ne  crée  ou  ne  détruit  rien.  Elle  ne  fait  que  traduire  exacte- 
ment l'énoncé  de  la  question  qu'on  lui  soumet,  sans  modifier 
les  rapports  qui  en  résultent;  et  elle  se  borne  à  mettre  sous 
nos  yeux,  à  l'aide  de  ses  symboles  et  des  signes  adoptés,  le 
Tableau  des  opérations  qui  permettent  de  déduire  les  incon- 
nues des  données. 

Si,  par  suite  des  valeurs  attribuées  aux  données,  ces  opéra- 
tions présentent  quelques  particularités  inattendues  ou  quel- 
ques impossibilités,  l'Algèbre  nous  avertit  ainsi,  par  un  don 
merveilleux,  de  l'état  critique  de  la  question  et  sollicite  notre 
interprétation. 

En  un  mot,  les  quantités  confiées  à  l'Algèbre  conservent  en 
elles-mêmes  toute  leur  réalité;  mais  elles  peuvent,  lors  de  la 
résolution  des  équations,  se  trouver  engagées  dans  des  opéra- 
tions qui  deviennent  impossibles  au  point  de  vue  abstrait  ou 
au  point  de  vue  primitivement  adopté,  quand  les  données  re- 
çoivent certaines  valeurs.  Le  véritable  rôle  de  l'Algèbre  con- 
siste à  dénoncer  ces  impossibilités  par  les  formes  spéciales 
que  revêtent,  dans  ce  cas,  les  valeurs  des  inconnues.  A  nous, 
ensuite,  de  les  expliquer. 

Nous  allons  étendre  ces  considérations,  déjà  amplement 
vérifiées  à  l'égard  des  quantités  négatives,  aux  quantités  dites 
imaginaires. 
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Origine  des  quantités  imaginsores. 

803.  On  sait  (A/^.  é/CTw.,^35  let^aîv.)  que  l'équation  gêné- 
rafle  du  second  degrés  nne inconnue 

a  pour  expression  de  &es  racines 


La  quantité  b^ —  (\(^c  placée  .sous  Je  radical  d^  la  vateu^r  de  x 
pouvant  être  positive,  négati^ve  -ou  OiuJtte^  il  y  .a  trois  cas  k  dis- 
tinguer.. 

Si  Ton  a  h^ —  l^aoo^  ies  racines  .-sobA  néeUes  «et .inégales. 
Si  l'on  a  6*  — 4ac=ro,  elles  sont  réelles  et  égales.  Enfin,  si 
Ton  a  ** —  4ûfc<:  o,  elles  sont  dites  imaginaires. 

Cotte  eXipressîon  vient  de  <ce  «que,  'dans  oe  dernier  cas,  a«H 
cune  valonr  réelle. (800)  de  x  ne  peut  satii^faire  à  >i\èqnatîodii. 

lEn  .efifôt,  h^ — k^c  étant  une  quantité  m^égattive ,  on  poiftt 
poser^  en  désignant  .par  k  -unie  ifiiantité  «éeUîe  do^nt  le  caATé 
sera  fijécessairement  posititf!, 

)L*é(]na^fiin  âomiiée  ^eut  alors,  conoimye '«m  Ta  vu,  «e  mel^krc 
smis/la  fomie 

Son  premier  membre  étant  la  somme  de  deux  carrés  reste 
donc  posîlir  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x.  Par  consé- 
quent, aucune  valeur  réelle  de  x  ne  peut  î'annuler,  et  TÀI- 
gèbre  doit  avertir  de  cette  impossibîlilé  (802)  par  une  forme 
spéciale  que  nous  allons  préciser  el  simplifier. 
En  remplaçant  S'—  l\ac  par  —  Ar*,  on  a,  pour  les  racines, 


—  fedzv'-'A* 

X:=z . 

Or  la  racine  caiM^e  d*une  quantité  négaiJvo  —^A^  ne  peut  éVre, 
par  définition  (  130l,  2°),  .représentée  par  aucun  ré»nlt«at  réel.  E^ 
c'est  par  celte  impossibilité  équivalente  que  l'Algèlwe  répond 


à  celle  niMifestée  par  lu  forme tdQ)yi>eiiii«r  membre  de  Téqoa- 
lion. 

Mais  lies  règles  trouvées  pour  lesopériitioas  successives  de^ 
vant  rester  inimuables»  quelles  que  soient  les  quanlitis  qui  y 
sont  souflitses,  90qs  peine  d'enlever  à  1* Algèbre  son  caractère 
(bnd^iviealail  d'iuiiTersaUté»  il  faut  toujours  que  v^—  k*  élevée 
au  carré  reproduise  -—  ^K  II  fâul,  en  outre>  qiïe,  pour  élever 
un  produit  au  carré,  on  n'ait  qu'à  élever  chaque  facteur  au 
carré  et  que,  par  cooséquent,  poar  extraire  la  racine  carrée 
d'un  produit,  on  n'ait  qu'à  extraire  la  nadne  carrée  de  chaque 
facteur. 

Nous  écrirons  donc 

(i)  V~  ^**  —  V^'*  ë^O  —  ^'  V'^- 

Celle  iransforinaiion  a  Tavaniage  de  faire  porter  Yimagina- 
riié  sur  le  setil  symbole  \J—i.  Nous  disons  symbole^  parce 
qu'il  n'y  a  dans  —  A*  que  la  quantité  positive  A-'  soumise  à  une 
soustraction  indiquée  par  le  signe  moins,  de  sorte  que  y/—  ï 
revient  au  fond  \  un  signe  d'opération. 

D'ailleurs,  pour  qu'il  y  ail  identité  entre  les  carrés  des  deux 
membres  de  l'égalité  <i),  il  faut  que  le  carré  de  v/— i  soit,  lui 
aussi,  regardé  comme  étant  égal  à  —  i . 

Nous  poserons,  suivant  l'usage. 


sous  la  réserve  de  remplacer  toujours  dans  les  calculs  r*  par 
—  I. 

En  revenant  à  l'expression  des  racines,  nous  aurons,  d'après 
les  notations  précédentes. 


X  •=: 


ia 


b  k 

et,  en  posant =«,--=  p,  a  et  ^  étant  des  quantités 

réelles,  il  viendra  finalement 

a?  =  a  ±:  p  i . 

Telle  est  la  forme  générale  des  quantités  ou  des  expressions 
imaginaires  auxquelles  la  résolution  de  Vèquation  générale 
du  second  degré  à  une  inconnue  peut  donner  naissance* 
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Ces  expressions  comprennent  deux  quantités  réelles  asso- 
ciées par  le  signe  -4-  ou  par  le  signe  —,  la  seconde  de  ces 
quantités  étant  affectée  du  facteur  ou  du  signe  d'opération  /. 
On  a  proposé,  par  suite,  de  donner  aux  expressions  imagi*- 
naires  du  second  degré  la  dénomination  de  quantités  com- 
plexes. Et  celle  dénomination,  qui  supprime  le  mot  imagi- 
naire, sera  encore  mieux  justifiée  quand  nous  exposerons  le 
mode  de  représentation  géométrique  de  ces  quantités. 

Si  Ton  suppose  a:=o  (ou  b  =  o),  Timaginaire  complexe  se 
réduit  à  l'imaginaire  simple  (3/,  qui  répond  à  l'équation  du 
second  degré  privée  de  son  second  terme,  aj?*-hc  =  o, 
lorsque  les  racines  de  cette  équation  sont  imaginaires. 

80i.  Il  est  facile  de  vérifier  que,  si  Ton  applique  les  règles 
habituelles  de  calcul  en  tenant  compte  de  ce  qui  précède 
(803),  les  valeurs  de  l'inconnue  satisfont  à  Téqualion  pro- 
posée, aussi  bien  lorsqu'elles  sont  imaginaires  que  lors- 
qu'elles sont  réelles  (799). 

En  effet,  on  a,  dans  la  première  hypothèse,  en  prenant 
l'équation  sous  la  forme  correspondante  (803) 

{^ax  -^  by-{-  A-'rzo, 

et  en  substituant  les  valeurs  de  x  (803  s 

803.  On  peut  remarquer  que  toute  équation  du  second 
degré,  à  une  inconnue  et  à  coefficients  réels, 

répond  à  cette  question  :  trouver  deux  nombres  x'  et  x%  con- 
naissant leur  somme  réelle  S  et  leur  produit  réel  P  {Alg. 
élém.,  2V3). 
On  a  donc 


Il  en  résulte  que  les  racines  x'  et  x'  sont  réelles  tant  que 
le  produit  P  demeure  inférieur  au  carré  de  la  demi-somme 

-j  et  qu'elles  sont  imaginaires  dès  que  le  produit  P  devient 

supérieur  à  ce  carré. 
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L'Algèbre  indique  ainsi  qu'il  y  a  contradiction  entre  la  réa- 
gi 

lité  des  racines  et  la  condition  P  >  -7->  et  les  racines  ne  re- 

4 

vêtent  la  forme  imaginaire  que  par  suite  des  valeurs  spéciales 
substituées  aux  données  S  et  P  (  802). 
Si  l'on  a,  comme  on  vient  de  le  dire, 

x'-^x'^S,       x'x"  >  ^:!~t£! y, 

on  en  déduit  facilement 

(x'-^'r<o, 

inégalité  qui  ne  peut  être  satisfaite  par  aucunes  valeurs 
réelles  de  jc'  et  de  ^*. 

806.  On  a  essayé  d'interpréter  les  solutions  imaginaires  d'une  ma- 
nière analogue  à  celle  qui  a  réussi  pour  les  solutions  négatives  {^Ig- 
élém.y  199). 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer  (805),  les  deux  racines  x' 
et  jf^  lorsqu'elles  sont  imaginaires,  peuvent  évidemment  s'écrire  (803) 


De  même  que  l'on  rend  positives  les  racines  négatives  pour  les  in- 
terpréter par  comparaison,  il  a  pu  sembler  naturel  de  rendre  réelles  les 
deux  racines  imaginaires,  en  supprimant  dans  les  formules  ci-dessus 
le  signe  d'imaginarité  /— i,  et  de  chercher  ensuite  de  quelle  façon 
l'énoncé  de-  la  question  primitive  devait  être  modifié  pour  s'adapter  à 
ces  racines  réelles. 

Or,  la  somme  des  nouvelles  racines  obtenues  étant  toujours  S,  leur 
produit  devient  évidemment 

et  aucune  interprétation  ne  peut  être  déduite  de  cette  transformation. 
La  condition  do  réalité  des  racines  de  la  nouvelle  équation 

x«— Sx-f-  ~— P  =  o 

'2 

S'  Si 

est  simplement  rençersée,  et  elle  est  P  >  -r  au  lieu  d'être  P  <  -7-  •  C'est 

4  4 

ce  que  devait  faire  prévoir  la  suppression  du  facteur  /—  i . 


•S07.  11  était  évident,  a  priori,  'que  U  marche  conyenable  poor  les 
quantités  réelles  ne  pouvait  Tôtre  pour  les  quantités  complexes  qui  ne 
se  confondent  avec  les  premières  que  lorsque  la  quantité  réelle  affbct&e 
du  .facteur  / — i  s'annule. 

D'ailleurs,  on  n*a  pu  arriver  à  Interpréter  complètement  les  solu* 
lions  négatives  qu'en  introduisant  la  considération  concrète  du  change- 
ment de  sens  manifesté  par  le  changement  de  signe,  dans  Thypoilièse 
de  deux  directions  partant  du  même  point  et  nettement  opposées  (800). 
Et  c'est  aussi  par  une  représentation  concrète,  empruntée  à  la  Géo- 
métrie, que  nous  parviendrons  à  la  véritable  interprétation  des  quan- 
tités imaginaires,  comme  nous  le  montrerons  ]plii«  ioin. 


ÀUCâUWE   SV«>ÉlbIC«J.K&.  1  r 


CHAPITRE  IL 


OPÉRATIOxNS  ARITHMÉ13QUES  APWJQUÉES  AUX  QUANTITÉS 

L\LVGIN  AIRES. 


llenMBifWAB  ippâlimisaires. 

808.  Nous  nous  proposons  de  prouver  dans  ce  Chapitre 
que,  si  Ton  soumet  les  expressions  imaginaires  du  second 
degré,  c'est-à-dire  déduites  de  la  résolution  de  Téquation  gé- 
nérale du  second  degré  à  une  inconnue,  aux  six  opérations 
arithmétiques,  d'après  les  i^gles  démontrées  en  Algèbre  élé- 
mentaire, on  obtient  toujours  des  expressions  imaginaires  de 
même  espèce,  c'est-à-dire  pouvant  se  ramener  à  Ja  forme 

a  -h  bL 

a  et  b  sont  des  quantités  réelles  quelconques^  i  représente 
V' —  I  et  n'est,  à  proprement  parler,  qu'un  signe  d'opération 
qu'on  traite  néanmoins  comme  une  lettre  ordinaire:  seule- 
ment, oii  doit  toujours  remplacer  i}  par  —  i  (803). 

809.  L'exiwcBswynîmragmaire  a  -}-  M  est  évideimnent  racine 
de  l'équation  du  second  degré 

L'autre  racine  est  alors  nécessairement  (803) 

a  —  bi. 

Les  expressions  a  -h  6/  et  a  —  bi  sont  ce  qu'on  appelle  des 
imaginaires  conjuguées.  Elles  ne  diffèrent  que  par  le  chan- 
gement de  signe  de  b  (ou  de  z),  et  jouissent  de  pfopriétés  im- 
portantes ^ue  nous  signalerons  successivement. 

8  M.  I>e«x  qivaaAiHés  inur^naiia^es  comiNlieiLes  <<k+6/  et 
a' -4-  b'i  sont  égaies,  ilorsqtke  les  quaniôlés  a*éelies  qui  y  en- 
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Irent  sont  égales  deux  à  deux  et  dans  le  même  ordre,  c'est- 
à-dire  lorsqu'on  a  à  la  fois 

a  =1  a\         b^=  b'. 

Réciproquement,  on  ne  peut  poser  l'égalité 

a  -\-  bl  z=L  a'  -\-  b'  i\ 

que  si  l'on  sait  d'avance  que  les  conditions  a  =:  a-  et  ^  =  ^' 
soni  remplies. 

Addition  et  sonstraction. 

811.  Soit  à  ajouter  ou  à  retrancher  les  deux  expressions 

imaginaires 

a  -h  bi,     a'  -h  b'  i. 

On  a  immédiatement  {Al^'.  élém,,  15,  16),  en  prenant  en- 
semble les  signes  supérieurs  et  les  signes  inférieurs, 

{a  +  bi)  ±:  (a'-+-  b' i)  1=  (a  ±  a')  -4-  (6  =h  b')i, 

quantité  de  môme  forme  que  les  deux  imaginaires  ajoutées 
ou  retranchées. 

812.  S'il  s'agit  de  deux  imaginaires  conjuguées  (809),  il 
faut  faire  a'T:^a  et  ^'==:—  b. 

La  somme  de  deux  imaginaires  conjuguées  est  donc  réelle 
et  égale  au  double  2a  de  leur  partie  réelle;  leur  dijjérence 
est  une  imaginaire  simple  (803)  égale  à  26/,  de  sorte  que  le 
carré  de  cette  dijjérence  est  une  quantité  essentiellement  né- 
gative égale  à  —  4^^ 

Multiplication. 

813.  Soit  à  multiplier  les  deux  expressions  imaginaires 

a  -+-  bi^     a'  -f-  y  i. 

On  a  immédiatement  {Alg.  élém.,  25) 

{a  -+-  bi)  (a' 4-  b' i)  =  aa'  +  ba' i  4-  ab'i^-  bb' i} 

z=  {aa'—bb')  4-  {ab' -^^  ba')i, 

produit  de  même  forme  que  les  deux  quantités  imaginaires 
multipliées  et  indépendant  de  Vordre  des  deux  facteurs. 
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SU.  Si  l'on  a  à  multiplier  deux  imaginaires  conjuguées,  il 
faut  faire  a' =  a  et  6'  =  —  6.  Il  vient  ainsi 

(a  4-  bi)  {a  —  bi)  =  a'H-  ^*. 

Le  produit  de  deux  imaginaires  conjuguées  est  donc  réel 
et  égal  à  la  somme  des  carrés  des  quantités  réelles  a  et  b. 
•  • 

815.  On  aurait  trouvé  plus  rapidement  ce  résultat,  en  se 
rappelant  que  le  produit  de  la  somme  de  deux  quantités  par 
leur  diflférencç  est  égal  à  la  différence  des  carrés  de  ces  quan- 
tités {Alg.  élém.,  30,  II).  On  a  donc  immédiatement 

(a  -4-  bi)  {a  —  ^0  =  a»—  bW^  =  a*-^  b*. 

816.  Si  l'on  a  à  effectuer  le  produit  d'un  nombre  quel- 
conque de  facteurs  imaginaires  de  la  forme  a  +  bi  {Alg, 
élém.,  29),  on  calculera  le  produit  des  deux  premiers  facteurs 
comme  on  vient  de  l'indiquer  (813).  On  multipliera  ce  pro- 
duit par  le  troisième  facteur,  et  ainsi  de  suite.  IL  est  clair  que 
le  produit  défluitif  sera  encore  une  imaginaire  de  même 
forme. 

817.  Considérons  le  cas  de  trois  facteurs  imaginaires 

a  -h  bi,     a'  -h  b'iy     a"  H-  b"  i. 

Quel  que  soit  Tordre  des  deux  premiers,  nous  aurons  tou- 
jours (813) 

(a  H-  bi)  (a'-f-  b'i)  =  (a'+  b' i)  {a  -4  bi) 

^iaa'--  bb')-^{ab'-\-ba')L 

Nous  aurons  de  même 

{a  -^  bi)  {a' -^  b' i)  i^a" -^  b'  i) 
=  {a-hbi){a''-^b''i){a'-^-b'i) 
=1  {aa' a' -^  bb' a'  —  ab' b" -^  ba' b' ) 

(  ab'  a'  +  ba'  a'  -h  aa'  b'  —  bb'  b'  )  i. 


On  peut  donc  aussi,  sans  changer  le  produit  de  trois  fac- 
teurs imaginaires,  changer  l'ordre  des  deux  derniers  fac- 
teurs. 

Il  en  résulte  immédiatement,  et  on  le  prouvera  en  suivant 
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la  iQ^iae  mardis  qu'en  ArÂthmétiique  ^Aritkmi,  68),  q«ie, 
étant  donné  un  prodfuit  d' un  nantbre  quelconque  de^fèoeieuns 
imaginaires  de  la  forme  a  +  bi,  on  peut  intervertir  leur  ordre 
de  toutes  les  manières  possibles,  sans  que  le  produit  varie, 

818w  Toutes  Les  coaséq^uenaes  déduites,  ea  ArUliinétique  et 
en  Algèbre  du  théorème  fondamental  sur  le  changement 
d'ordi^e  des  facteurs  se  trouventi,  par  suite,,  étendues  aux 
q^uanllléa  imaginaires..  Nous  ni'énonceroxis  pas  ces  consé- 
quences; mais  nxuis  appeloxist  l'atlientiLûn.  du  Lecteui:  sur  ce 
point. 

819.  Avant  d'aller  piu«  loin,  nous  remarquerons  que  l'em- 
ploi des  quantités  imaginaires  permet  souvent  d'arriver, 
d'une  m^aiwère  sîmpte  et  rapide,  à*  des*  résultats  dont  ht  dé- 
monstration direKîte  pourrait  être  pémbrei.  C'est  ce  qut  aisra 
Meu  surtout,  lorsque  les  rel'ationa  quï  serviront  de  point  de 
départ  seront  fond'éessar  ndée  de  ïord're,  c'est-ît-cKre' sur 
un  sirap'le  fait  de  eombinaêson.  Nous  ail^on^  en  donner  un 
exemple,  en  nous  appuyant  sur  le  théorèiwe  précédant  (91T). 

Soit  un  produit  de  quatre  facteurs  imaginaires,  dont  les  deux  pre- 
miers sont  conjurés,  ainsi*  que  les  deux  dtsmiers,. 

P  =  (a  -h  bt)<{a  —  bi)  {c  -r-  di)  (c  —  dl). 

Si  Ton  muitiplLe  séparément  les.  doux,  ^remierâ  facteurs  et  séparé- 
ment les  deux  derniers,  ce  qui  est  permis  d'après  le  théorèma  ra^^poléj 
on  a (814) 

Si  Ton  multiplie  ensuite  séparément  le  premier  et  le  troisième,  puis 
le  second  et  le  quatrième  facteur,  il  vient  (813) 

P  ==  [{ac  -  bd)  -h  {nd  -+-  hc)i]  [{ac  —  bd)  —  (ad-^bc)i]y 
c'est-à-dire,  les  deux  nau veaux  facteurs  étant  conjugués, 

P  =  (acr—  bdy-^ (ad  -h  /w)«. 

Si  l'on  multiplie  esân  séparément  le  premier  et  le  quatrième,  puis  le 
second  et  le  troisième  facteur,  on  trouve  de  même 

P  =  [(rtc-f-  bd)  —  (ad  —  bc)i]  [{ac -^  bd)  -\-(ad  —  b€)L\, 

c'est-à-dire 

P'=  («û4r  bd^^'\'iad-'bo)K 
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En  rapprochant  les  tonoiB' valeurs  da  F,  oa  trooTO  alov8.c«lte  fbmnuie 
remarquable,  dans  le  second  membre  de  laquelle  les  signes  supérieurs 
et  infiôrieors  d^vent  étto  pdft  ensemble,. 

(rt«-h  ^») ('c« -h  «?*)  =  {ac  ±  bd)^-H(adqzbc)^. 

Ctïl»  fbrnraîe  exprime  que  le  produiï  de  deux  sommes  de  deux 
carré»  est  bw-mêne*  ^géii^  et  celti  dé  ckuat  manières  diff<frentes,  à  la 
somme  de-  dauac  oacrô,. 

Il  esl  très  «isé  de  panrsnir  dilireetomenl  à  oe  résumai  (^^^« 
éiém^  30,  iV  );  in»ijs  c«tte  application*  raionlTe*  néftmnoias  tout 
le  parti  qu'on  peut  tireiv  dans- 1»  Théewie  A*  membres^  d« 
rintroduction  des  imaginaires. 


BxL  module. 

820;  Or  appelle  module  de  l'expcessioa  ioiagsuDâire  a  -^hi 
le  nombre  réel  et  positif  -h  v/ô^-H  b^. 

Deux  expressions- imaginaires  conjuguées,  a  -h  de  et  a  —  bi, 
ont  même  module,  et  leur  produit  est  égal  au  carré  de  ce  mo^ 
dule(SV^). 

On  estime  Va  grandigur  ûf'wà^  quantifié  imaginaire-  a-^bi 
par  celle  de  son  module. 

Lorsque  le  module  devient  nul,  il  en  est  de  même  de  la  quan- 
tité  imaginaire,  et  réciproquement. 

D'ailleurs^  gouc  que  le  moduLeî  -h  v^a*  -b  6*  devieune  aul,  il 
Tant,  et  il  sufQi,  puisque  a^  et  b^  SQat.des.  quantités  esseniifei- 
lemenL  positives»^  qu'on  ajit  à  la.  fois 

arro,         6=:0. 

Le-  meduÙB'  d'une  quantifié  réelVs  est  cette  quantité'-  ellè^ 
même  pr  use- pomtiveinent. 

621.  I.  Le*mQdwled''anp9'ottuit?dèfbKtearsima'gm<jm*esest 
égaè  û^ui  produit  dbs  madoflès  cGes/actems, 

Soient  d'abord  les  deux  facteurs  a  -h  bi  ei  c  -h  dû  On  a  (813) 
(a  -h  bi){c  -^di)  =z{ac—  bd)  -h  {ad-^  bc)i. 


n 
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Le  module  du  produit  est  donc  égal  (820)  à 


Le  théorème  étant  ainsi  établi  dans  le  cas  de  deux  facteurs, 
on  rétend  facilement,  par  un  mode  de  raisonnement  connu  et 
déjà  souvent  employé,  au  cas  d*un  nombre  quelconque  de 
facteurs. 

Soit,  par  exemple,  le  produit  de  quatre  facteurs  imaginaires 
que  nous  désignerons,  pour  plus  de  rapidité,  par  les  lettres  a, 
(3,  y  y  i.  Nous  aurons  successivement 

mod(aPyd)  =  mod(a(3y).modd, 
mod (apy)   =:  mod(a(3).mody, 
mod  (  «p  )     =^  mod  a .  mod  (3, 

d'où,  en  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre  et  sim- 
plifiant, 

mod(aj3yô)  =i:  mod  a.  mod  (3.  mod  y.  mod  5. 

Ce  résultat  prouve  évidemment  que  le  produit  d'autcuit  de  sommes 
de  deux  carres  qu'on  voudra  est  encore  égal  à  la  somme  de  deux  carrés. 
C'est  la  généralisation  du  théorème  démontré  au  n"  819. 

822.  IL  Pour  qu'un  produit  de  facteurs  imaginaires  soit 
nuly  il  faut  et  il  suffit  que  Vun  des  facteurs  soit  nul. 

Le  théorème  est  évident  pour  un  produit  de  facteurs  réels. 
Il  s'agit  de  retendre  au  cas  de  facteurs  imaginaires. 

Or,  si  un  produit  de  facteurs  imaginaires  est  nul,  son  mo- 
dule Test  également  (820).  Ce  module,  étant  le  produit  des 
modules  des  facteurs  (821),  est  un  produit  de  facteurs  réels, 
et  même  positifs.  Il  ne  peut  donc  être  nul  que  si  l'un  de  ses 
facteurs,  c'esl-à-dire  le  module  de  l'un  des  facteurs  imagi- 
naires, est  nul.  Mais  alors  ce  facteur  imaginaire  est  nul  lui- 
même,  et  la  condition  indiquée  est  nécessaire.  Elle  est  d'ail- 
leurs suffisante;  car,  si  l'un  des  facteurs  imaginaires  est  nul, 
son  module  est  nul,  ce  qui  entraîne  la  nullité  du  module  du 
produit  el,  par  conséquent,  celle  du  produit. 


ÂLckonE  supÉRiEuni:.  i  " 


Division. 

823.  Diviser  l'expression  imaginaire  a  +  6x  par  l'expression 
imaginaire  c  -+-  diy  c'est  trouver  une  expression  de  même  forme 
qui,  multipliant  c  -+-  dî,  reproduise  a  ■+-  bi  {Alg,  élém,,  40). 

Représentons  le  quotient  cherché  par  œ  -f-jV,  oc  et  /  étant 
deux  quantités  réelles  à  déterminer.  Nous  devrons  avoir 

rt-H  ôi  =  {c  -{'di){x  -\-yi)  ■=■  {^cx  -—  dy)  -4-  {dœ  -^cy)i*^ 

ce  qui  entraîne  comme  conséquences  (810)  les  deux  équa- 
tions 

ex  —  dy^=.ay         dx  -hcy^z  b. 

On  en  déduit 

ac  -h  bd  bc  —  ad 

^—  c^^d*  '         ^*— TTIfT^* 

de  sorte  que  Ton  a 

a  H-  bl       ac  -h  bd       bc  —  ad  . 

I. 


c  -\-  di        c*-\-d*         c*  -h  û^ 

On  voit  que  le  problème  est  toujours  possible,  qu'il  n'admet 
qu'une  seule  solution  et  que  le  quotient  de  deux  imaginaires 
du  second  degré  est  une  imaginaire  de  même  forme. 

82i.  On  peut  arriver  plus  rapidement  au  résultat,  en  remar- 
quant qu'on  ne  change  pas  la  valeur  d*une  fraction  =t  à  termes 

imaginaires,  lorsqu'on  multiplie  ses  deux  termes  par  une 
même  quantité  réelle  ou  imaginaire,  telle  que  C.  El,  en  effet, 
si  Ton  représente  par  Q  le  quotient  imaginaire  qu'on  vient  de 
trouver,  on  a 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  C,  on 

a  (817) 

AC  =  BQC  =  BCQ 

ou,  en  divisant  de  part  et  d'autre  par  BC, 

BC      ^      Il 
On  peut  donc  écrire  immédiatement,  en  multipliant  les  deux 

De  c.  —  Cours.  IV.  a 
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termes  de  la  fraction  par  l'imaginaire  conjuguée  c  —  di  du  dé- 
nominateur c  -4-  di  (814), 

a  -\-  bi (cr  -h  bi)  {c  —  di) ac  ~\-  hd       bc  —  ad  , 

c  -hdi  ""  c*4-rf*  "~*  c*-h<i»  C'-h  d^ 

825.  Si  Ton  considère  une  équation  du  premier  degré  à  une 
inconnue  ^Ty  où  les  coefficients  soient  quelconques,  c'est-à-dire 
réels  ou  imaginaires,  on  peut  la  ramener  à  la  forme  habituelle 
Ax  =  B,  A  et  B  étant  des  quantités  imaginaires.  Il  résulte  de 
ce  qui  précède  que  celte  équation  admettra  pour  a:  une  valeur 
imaginaire^  et  une  seule;  ce  qui  suffit  pour  montrer  que  la 
théorie  des  équations  linéaires  n'est  pas  modifiée  par  l'exis- 
tence des  coefficients  imaginaires. 


Puissances. 


826.  Examinons  d'abord  les  puissances  successives  dey/—  i 
ou  de  i. 
On  a  d'abord  (803) 

On  a  ensuite 

et,  en  continuant, 

La  quatrième  puissance  t*  étant  égale  à  -+-i,  il  est  claie  que 
les  résultats  obtenus  pour  les  quatre  premières  puissances  de  i 
vont  se  reproduire  ainsi  périodiquement  et  indéfiniment,  de 
sorte  qu'on  peut  écrire  d'une  manière  générale,  p  étant  un 
entier  quelconque  (150), 

l^P      =z{i^)P—~^l,  i'^p^' =z  i^p  i  z=, -[- i, 

i^p^*'  _  f.p  £-«  —  —  1 ,        z-*/'^»  =  i^p  P  =  —  i. 

On  voit  que  les  puissances  paires  de  i  sont  réelles  et  égales 
à  db  i,  suivant  que  l'exposant  est  de  la  forme  4/?  ou  4/>-+-2, 
tandis  que  les  puissances  impaires  sont  imaginaires  et  égales 
à  ±:  i,  suivant  que  l'exposant  est  de  la  forme  4/? -M  ou  4/? -+-3. 


r 


{a 
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827.  m  étant  un  nombre  entier  positif,  passons  maintenant 
à  la  recherche  de  la  /n'*"«  puissance  de  l'imaginaire  a  h-  bi. 

Il  est  évident  qu'on  obtiendra  comme  résultat  une  imagi- 
naire de  même  forme,  puisqu'on  a  à  multiplier  entre  eux 
m  facteurs  égaux  h  a-\-  bi  (813). 

On  peut  d'ailleurs  effectuer  le  développement  de  (a4-6«)"* 
à  l'aide  de  la  formule  du  binôme  (253);  il  vient 

(a  -î-  biY"  =  a"'  -h  —  a"»-*  bi 

m{m—i)  /7i(m— i)(m  — 2) 

I .2  I .2.3 

1.2.0.4 

Si  nous  remplaçons  les  puissances  successives  de  /  par  les 
valeurs  trouvées  au  numéro  précédent,  c'est-à-dire  les  puis- 
sances paires  par  —  i  et  -hi,  et  les  puissances  impaires  par 
H-  «  et  —  /,  nous  aurons 

m         ...mim  —  i  )         ... 
^  I  1.2 

r. a'"-''  b^  i 

1 .2.3 

On  remarque  alors  que  les  termes  du  développement  sont  al- 
ternativement réels  et  imaginaires  et  que,  à  deux  termes  po- 
sitifs, succèdent  régulièrement  deux  termes  négatifs.  Si  l'on 
sépare  les  termes  réels  et  les  termes  imaginaires,  en  mettant 
dans  ces  derniers  i  en  facteur  commun,  les  signes  -h  et  — 
alterneront  dans  chaque  parenthèse,  et  nous  pourrons  écrire 
finalement 

, ..  r  m(m  —  i)         .  . „       m(fn  —  i )  (m  —  9.)  (m  —  '.))  ,  1 

L  '  •  ^  1 .  -2 . 3 . 4  J 

[m         ,,       m(m  —  i)(m  —  o.)  1. 

l  l.'i.i  J 

Les  parenthèses  représentant  deux  quantités  essentiellement 
réelles  A  et  B,  on  a  donc  bien 

{a-i-biy^^iA-hBi. 
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Le  développement  de  (o  —  bi)'^  ne  diffère  du  précédent  que 
par  le  changement  de  6  en  —  b  ou,  si  Ton  veut,  de  i  en  —  / 
(261).  Par  suite,  on  a  également 

£n  rapprochant  ces  deux  résultats,  on  peut  énoncer  cette 
remarque  importante  :  les  puissances  semblables  de  deux  ima* 
ginaires  conjuguées  sont  elles-mêmes  des  imaginaires  conju- 
guées. 

£n  multipliant  membre  à  membre  les  deux  relations  précé- 
dentes, on  trouve  encore 

(a* ~\-  b^Y"  nu  A»  4-  B^     [819,  821  ]. 

828.  Considérons  une  fonction  entière  de  x  (i47)  ou  un 
polynôme  entier  en  x  de  la  forme 

V{x)  —  AoX''«  -+-  A| .r'"-*  H-  Aï j:'"-«-h . . .  -h  A,„-.i X  -h  A,„, 

à  coefficients  quelconques,  réels  ou  imaginaires. 

On  a  souvent  à  remplacer  x  dans  un  pareil  polynôme  par 
une  valeur  imaginaire  a  -h  bi.  Il  est  clair  que  le  résultat  de 
cette  substitution  sera  encore  une  imaginaire  de  même  forme. 
£a effet,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  (827),  toute  puissance 
entière  de  a  +  bi  est  une  imaginaire  de  même  forme  et,  si 
on  la  multiplie  par  une  quantité  imaginaire,  le  produit  satis- 
fera encore  à  la  même  condition  (813).  En  réunissant  les 
résultats  obtenus  pour  chaque  terme,  on  aura  donc  finale- 
ment (811) 

¥{a^bi)  =  P-\-Qi, 

829.  On  peut  se  demander  si,  en  substituant  à  la  place  de  x, 
dans  F{x)y  Timaginaire  conjuguée  de  la  première  substitu- 
tion, c'est-à-dire  a  —  bi,  on  trouvera  un  résultat  conjugué  du 
précédent,  il  y  a  alors  deux  cas  à  distinguer. 

Si  tous  les  coejfficients  du  polynôme  considéré  sont  réels,  le 
terme  A^x'*,  par  exemple,  devient  simplement 

Ania  —  biy*     au  lieu  de    Ania-h  biy, 

et  les  deux  résultats  partiels  correspondant  à  chaque  terme 
sont  évidemment  conjugués,  de  sorte  qu'il  en  est  de  même  de 
leurs  ensembles. 


r 
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Mais,  si  le  polynôme  proposé  renferme  des  coefficients  ima- 
ginaires,  si  Ton  a,  par  exemple,  A^  =:  ««  -i-  p»/,  les  deux  ré- 
sultats partiels  à  comparer  sont 

et  ils  ne  sont  plus  conjugués,  puisque  i  ne  change  de  signe  que 
dans  Fun  des  facteurs  des  deux  produits.  Par  suile,  les  ensem- 
bles des  résultais  obtenus  ne  sont  pas  eux-mêmes  conjugués. 
Ce  n'est  donc  que  dans  le  cas  oà  tous  les  coefficients  du  po- 
lynôme proposé  sont  réels  que  les  valeurs  conjuguées  de  x 
donnent  des  résultats  conjugués  et  qu'on  peut  écrire 

F  (  a  -f-  60  —  P  -+-  0  ^         F  (  «  —  ^0  =  P  —  Q  ^ 
Cette  observation  nous  sera  utile  plus  tard. 

830.  Soit  une  fraction  à  termes  imaginaires 

a  -f-  hi 
c  -h  di 

Si  l'on  remplace  chaque  terme  par  l'expression  conjuguée,  la 

fraction  obtenue 

a  —  bi 

c  —  di 
est  conjuguée  de  la  première,  puisque  l'on  a  (82V) 

a  —  bi (a  —  bi)  ( c  H-  di) 

c  —  di  C-*  H-  d^ 

11  en  résulte  (829)  que,  si  l'on  considère  une  fonction  ration- 
nelle de  X  {khi)  de  la  forme 

et  si  tous  les  coefficients  de  la  fonction  sont  réels,  on  obtient 
deux  fractions  conjuguées  en  substituant  à  la  place  de  x,  dans 
la  fonction,  deux  imaginaires  conjuguées  a-^  bi  et  a—  bi. 

Racines. 

831.  Proposons-nous  d'abord  d'extraire  la  racine  carrée  de 
la  quantité  imaginaire  a -h  bi.  Il  faut  chercher  une  quantité 
imaginaire  x  -^yi  qui,  élevée  au  carré,  reproduise  a  -+-  bi.  On 
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doit  donc  avoir 

ou,  en  développant  le  carré  du  premier  membre, 

^*  —  r^  4-  2  ûcy  iz=a-}-  bi. 
Il  en  résuUe  (810) 

En  éliminant  y  entre  ces  deux  équations,  on  trouve,  par  la 
substitution  de  j=  - —  dans  la  première,  l'équation  bicarrée 

d'où 


.    ,       a  ±  \j'a^  -h  b' 


Comme  J?  et  j  doivent  avoir  des  valeurs  réelles,  on  ne  peut 
conserver  pour  x  que  les  deux  valeurs 


^,-^1  /^-+-V^'+^'. 


j,  à  son  tour,  admet  donc  les  deux  valeurs  correspondantes 

b  b 


y 


2X 


H-  . 


2 


V 


a  4-  v./a*  -t-  h 


■i 


ou,  par  des  transformations  faciles  {Alg.  élém.,  30,  II), 


7 


^v 


^~  a  -h  \J~a'  -4-  b'' 

2 


On  doit  assembler  les  signes  des  valeurs  de  x  et  de  j,  de 
manière  que  le  produit  xy  reproduise  -•  On  a  donc  finale- 
ment 

On  trouverait  de  même 
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Les  racines  carrées  de  deux  imaginaires  conjuguées  sont 
donc  elles-mêmes  conjuguées. 

[On  peut  comparer  ce  qui  précède  avec  la  marche  suivie 
en  Algèbre  élémentaire  {Alg.  élém,,  266).] 

832.  On  voit  que  la  quantité  imaginaire  a-^  bia.  toujours 
deux  racines  carrées  de  même  forme  qu'elle,  et  que  ces  ra- 
cines sont  égales  et  de  signes  contraires. 

Il  en  résulte  que  Téquation  du  second  degré  à  une  in- 
connue et  à  coeflicients  imaginaires  peut  être  traitée  absolu- 
ment comme  Téquation  à  coefficients  réels,  et  qu'elle  admet 
deux  racines  imaginaires  de  la  forme  habituelle. 

833.  L*équation  bicarrée 

ax^  -h  b  X'  -^  c  z=z  o 

a  pour  expression  de  ses  racines  {Alg,  élém.y  260,  261) 


a- = ±  1/''--^- ^^--'' "-^" 


'À  a 


Si  Ton  a  b^ — ^ac<zo,  les  quatre  racines  de  Téqualion, 
toujours  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  sont 
imaginaires  (831). 

x^  étant  une  quantité  imaginaire,  il  y  a  lieu  d'appliquer, 
pour  obtenir  a»,  le  calcul  indiqué  au  n*»  831  pour  extraire  la 
racine  carrée  de  Texpression  a  -h  bi.  On  arrivera  évidemment 
au  résultat  cherché  en  remplaçant,  dans  les  formules  du 

o«  j                      ^         I           s/^ac  —  b^         -,         c        b^ 
n^  831,  a  par et  t»  par ou  b^  par -r— ;• 

On  aura  ainsi 


.T  —  ±L 


a       \  [\a^      a      l\a^       .i   /  ia       \   [{a^      a      l\à^ 

2  —  y  2 


ou,  après  simplifications. 


X 


^Kv^-a-V^^V^^v^â)- 


834.  Si  l'équation  bicarrée  à  une  inconnue  a  ses  coeffi- 
cients imaginaires,  on  peut  la  traiter,  d'après  ce  qui  précède. 
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comme  Téquation  bicarrée  à  coefficienls  réels,  cl  Ton  est 
conduit  à  quatre  racines  imaginaires,  deux  à  deux  égales  et 
de  signes  contraires,  de  la  forme  habituelle. 

835.  Extraire  la  racine  m'*°»«  de  la  quantité  imaginaire 
a  4-  />!,  c'est  trouver  une  quantité  imaginaire  de  même  forme 
qui,  élevée  à  la  m**™«  puissance,  reproduise  la  quantité  pro- 
posée. 

Nous  résoudrons  complètement  cette  question  dans  le  Cha- 
pitre suivant,  qui  traite  de  l'introduction  des  rapports  trigo- 
nométriques  dans  les  expressions  imaginaires,  et  des  consé- 
quences qui  en  résultent  au  point  de  vue  de  la  facilité  des 
démonstrations  et  des  calculs. 
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CHAPITRE  III. 

liNTRODUCTION  DES  RAPPORTS  TRIGONOMÉTRIQUES  DANS  LES 
EXPRESSIONS  IMAGINAIRES.  -  CONSÉQUENCES. 


Forme  nouvelle  donnée  à  l'expression  imaginaire  a  +  bi. 

836.  Soil  l'expression  imaginaire  a  -i-  bi, 
r  étant  un  nombre  positif  et  a  un  certain  angle,  on  peut 
toujours  poser 

(i)  a^i/'COSûT,         6=:rsina. 

En  élevant  ces  deux  relations  au  carré  et  en  les  ajoutant 
membre  à  membre,  il  vient  {Trigon.^  34-) 

a* -h  Z^*=/'-(sin'a  -h  cos'a)  ==:  /**, 
d'où 


r  étant  connu,  les  relations  (i)  donnent 

,,v  a  a  ,  b  b 

(3)  cosa=i:-=z y         sina=:-=: ; * 

En  remplaçant  a  et  b  par  leurs  valeurs,  il  vient 

(4)  a  -+•  biz=:  r{cos(x-h  «sina). 

Telle  est  la  forme  nouvelle  qu'on  peut  donner  à  toute  ima- 
ginaire du  second  degré. 

Le  nombre  positif  r  =  -+-  y/a*  -t-  b*  est  le  module  de  la  quan- 
tité imaginaire  (820),  l'angle  a  est  son  argument. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  module  r  a  une  seule 
valeur,  parfaitement  définie  ;  mais  que  l'argument  a  est  sus- 
ceptible d'une  inQnité  de  valeurs. 
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En  effet,  Tangle  a  est,  d'après  les  relations  (3),  déterminé 
par  son  sinus  et  par  son  cosinus.  Il  a  donc,  en  le  supposant 
mesuré  sur  le  cercle  irigonométrique,  une  valeur,  et  une 
seule,  de  o  à  27r  (voir  la  Trigon,),  Mais  on  peut  ensuite,  sans 
modifier  Texpression  imaginaire,  faire  varier  a  d'un  multiple 
quelconque  de  27r  (  Trigon.^  12,  18).  En  désignant  par  «o  Ja 
première  valeur  de  a  entre  o  et  271,  et  par  k  un  entier  quel- 
conque positif,  négatif  ou  nul,  on  aura,  par  conséquent, 

(5)  a  =  aoH-  2A'r. 

837.  Pour  que  deux  imaginaires  sous  forme  trigonomé- 
trique  soient  égales,  il  faut  et  il  suffît  qu'elles  aient  même 
module  et  des  arguments  qui  soient  égaux  ou  qui  diffèrent 
d'un  nombre  entier  de  circonférences  2Âr7r  (810,  836), 

Pour  qu'une  imaginaire  trigonométrique  soit  nulle,  il  faut 
et  il  suffît  que  son  module  soit  nul  (820,  822). 

Deux  imaginaires  trigonométriques  sont  égales  et  de  signes 
contraires,  lorsqu'elles  ont  même  module  et  que  leurs  argu- 
ments diffèrent  de  tt  ou  d'un  nombre  impair  quelconque  de 
demi-circonférences  {Trigon,,  11,  17). 

Deux  imaginaires  trigonométriques  conjuguées  (809)  ont 
même  module  et  leurs  arguments  ont  une  somme  égale  à  271 
ou  à  un  nombre  entier  quelconque  de  circonférences  {Tri- 
gon,, 13,  19). 

838.  Les  imaginaires  trigonométriques  par  lesquelles  nous 
venons  de  remplacer  les  imaginaires  complexes  renferment 
les  quantités  réelles  et  les  imaginaires  simples  (803). 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  A  un  module  quelconque  (836), 
on  a  successivement 

-4- A   trr  A  (coso -h  /  sino), 
—  A    r=  A(cos7r -h  «sinTT), 


.    .      TT 

-h  A  £  =  A  I  cos  -      -f-  f  sin  -  1  ) 


A  i  =  A  (  cos  - 

.  .       .   /        Stt        .  .    SttN 
—  Ai  —  A  (  cos h  «  sin  —  ) 

V      2  2  ; 


839.  Nous  allons  reprendre,  au  point  de  vue  de  la  nouvelle 
notation  adoptée,  les  quatre  opérations  supérieures  sur  les 
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/ 


imaginaires.  Quant  à  radclitlon  et  à  la  soustraction,  nous 
n'avons  rien  à  ajouter  à  ce  qui  précède  (811),  et  nous  nous 
contenterons  de  démontrer  le  théorème  suivant,  qui  se  rat- 
tache à  ces  opérations. 

Module  d'une  somme  on  d'une  différence. 

8W).  Le  module  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux 
expressions  imaginaires  est  compris  entre  la  somme  et  la  dif- 
férence des  modules  de  ces  expressions. 

Soient  les  deux  expressions  imaginaires 

r  (cosa-f-  2sina),     r'(cosa'-i-  zsina'). 

La  somme  ou  h\  différence  de  deux  expressions  imagi- 
naires étant  une  expression  de  môme  forme  (811),  on  peut 
poser 

/•(cosa-+-  /sina)  ±: /'(cosa'-f  isina')  ^=iz  R(cosA -4- /sinA). 

On  en  déduil  immédiatement  (810) 

/cosazb  /'cosa'^iRcosA, 
/•  sin a  ±  r'  sin  a'  =  R  sin  A. 

On  tire  facilement  de  ces  égalités,  en  les  élevant  au  carré, 
en  les  ajoutant  ensuite  membre  à  membre  et  en  extrayant  la 
racine  carrée  du  résultat  (  Trigon.y  53), 


R  =  y//-* ±:  2/7*'  cos(a  —  a')  -h  r'*. 

On  a  donc,  pour  le  module  R  du  résultat,  quantité  essen- 
tiellement positive  (820,  836),  dans  le  cas  de  Taddition  comme 
dans  celui  de  la  soustraction,  et  les  limites  supérieure  et  in- 
férieure de  cos(a  —  a')  étant  h-  i  et  -  i. 


R^V(/-h/'}*        ou        RS/-i-r' 
et 

R>V^(r-  /•')"*        ou        R>=iz  (/•—/•'). 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  le  module  de  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  d'expressions  imaginaires  ne  peut  être 
supérieur  û  la  somme  des  modules  de  ces  expressions. 
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Maltiplication. 

841.  Soit  à  multiplier  les  deux  expressions 

r(cosa  -h  f'sina),     r'(cosa'-+-  isina'). 
Nous  obtiendrons,  en  remplaçant  toujours  £*  par  —  i, 
/•r'[(cosacosa'— sinasina')  H-  i(sinacosa'-H  cosasina')], 
c'est-à-dire  {Trigon.,  53) 

rr'[cos(a  4-  a!)  H-  «  sin(a  -h  a')]. 

Pour  multiplier  l* une  par  l'autre  deux  expressions  imagi- 
naires sous  forme  trigonométrique ,  il  suffit  donc  de  multi- 
plier leurs  modules  et  d*ajouter  leurs  arguments. 

Cette  règle  s'étend  sans  peine  à  un  nombre  quelconque  de 
facteurs.  Ainsi,  le  produit  d*un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs imaginaires  s'obtient  en  multipliant  leurs  modules  et  en 
ajoutant  leurs  arguments. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  : 

1°  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  change  pas,  lors- 
qu'on  change  d'une  manière  quelconque  l'ordre  des  fac- 
teurs (817); 

2°  Le  module  d'un  produit  de  facteurs  imaginaires  est  égal 
au  produit  des  modules  des  facteurs  (821). 

Division. 

8i2.  La  division  étant  Topération  inverse  de  la  multiplica- 
tion, si  Ton  a  à  diviser  Tune  par  Tautre  les  deux  expressions 

/  (cosa  4-  /sina),     /-'(cosa'-f-  f'sina'), 

le  quotient  est  évidemment  égal  à 

—,  [cos(a  —  (x!)  -H  I  sin(a  —  a')]. 

En  effet,  en  multipliant,  suivant  la  règle  précédente  (841  ), 
ce  résultat  par  le  diviseur,  on  retrouve  bien  le  dividende. 

Le  quotient  de  deux  imaginaires  trigonométriques  s'ob- 
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tient  donc  en  divisant  le  module  du  dividende  par  celui  du 
diviseur  et  en  retranchant  l'argument  du  diviseur  de  celui 
du  dividende. 

Puissances,  formule  de  Moivre. 

8^3.  m  étant  entier  et  positif,  on  veut  élever  à  la  puis- 
sance m  l'expression  imaginaire 

/•(cosa  +  /sina). 

Si  Ton  applique  alors  la  règle  trouvée  pour  la  multiplica 
tion  ifiki)  au  cas  de  m  facteurs  égaux  entre  eux,  il  vient 

[/•{cosa  -4-  £sin a )]'":=  /"'(cos/wa  -+-  /sinma). 

On  voit  que,  pour  élever  une  imaginaire  trigonométrique 
à  une  puissance  entière,  on  élève  le  module  à  cette  puissance 
et  ron  multiplie  l'argument  par  l'exposant  de  la  puissance. 

Si  Ton  suppose,  en  particulier,  le  module  r  égal  à  l'unité, 

on  a 

(cosa  -H  isina)'"  =  cosma  -+-  tsinma. 

Cette  égalité  remarquable  constitue  la  formule  de  Moiyre,  du 
nom  du  géomètre  français  qui  Ta  découverte  (1667-1704). 
Il  est  utile  de  remarquer  que  le  développement  de 

(cosa  —  esina)'" 

ne  peut  différer  de  celui  de 

(cosa  -f-  isina)'" 


que  par  les  signes  des  termes  qui  renferment  les  puissances 
impaires  de  c  (827).  On  a  donc  aussi 

(cosa—-  / sina)'"  =  cosma  —  i  sinma. 

8^4.  Quand  on  suppose  le  module  égal  à  l'unité  dans  une 
imaginaire  trigonométrique,  on  la  qualifie  d'expression  ré- 
duite. 

Le  produit  de  deux  imaginaires  conjuguées  étant  toujours 
égal  au  carré  de  leur  module  commun  (820),  si  Von  divise 
l* unité  par  une  expression  réduite,  on  a  pour  quotient  la  con- 
juguée  de  cette  expression' réduite.  Ainsi 


cosa-i-  i  sina 


t=  cosa  —  i  sma. 


n 
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Sk^.  La  formule  de  Moivrb,  élabiie  seulemenl  dans  le  cas 
d'un  exposant  entier  el  posilif  (843 ),  subsiste  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  et  commensurables  de  cet  exposant»  qu'il  soit 
entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif.  C'est  ce  que  nous 
allons  montrer. 

Puisque,  par  définition  (129),  la  racine  p'*"*"  d'une  expres- 
sion imaginaire  est  une  autre  expression  imaginaire  qui,  éle- 
vée à  la  puissance  77,  reproduit  la  première,  on  a  bien  (140,  liik3) 

(i)  (cosa-4-j;  sina)''=  cos  -  -hisin-- 

p  p 

£n  effet,  en  élevant  les  deux  membres  de  cette  relation  à  la 
puissance  entière  /?,  ce  qui  se  fera  pour  le  second  membre  en 

multipliant,  d'après  la  règle  précédente  (843),  l'argument  - 

par  /7,  on  trouvera  des  deux  parts  cos  a  4-  *  sina. 

De  même,  si  l'on  élève  à  la  puissance  entière  m  les  deux 
membres  de  la  relation  (i),  on  aura  encore  (143,  843) 

m 

(2)  (cosa-H  i^iwaY  =z  cos  — a  -h  «  sin  —  ol. 

P  P 

Enfin,  on  a  aussi  (145),  en  supposant /n  positif,  mais  entier 
ou  fractionnaire  d'après  la  relation  (2), 

(cosa  4-  i  sina)-'"  = 


(cos  a  -h  t  sia  «)'"       cos  moL-^-i  sin  m  a 

ou  (844) 

(cosa  H-  i  sina)~"*  =:  cos  m  oc  —  i  sin  m  oc, 

résultat  qui  revient  évidemment  [Trigonom.,  13,  19)  à 
(3)       (cosa  4-  f  sina)""*  =  cos( —  //la)  4-  /  sin(—  ma). 

La  formule  de  Moivrb  subsiste  donc  bien  pour  toutes  les  va- 
leurs réelles  et  commensurables  de  l'exposant,  en  remarquant 
que,  dans  le  cas  où  la  puissance  quelconque  indiquée  dans  le 
premier  membre  de  la  formule  serait  susceptible  de  plusieurs 
valeurs,  notre  démonstration  prouve  seulement  que  le  second 
membre  de  la  formule  est  l'une  de  ces  valeurs. 

Nous  allons  revenir  sur  ce  point  essentiel,  en  cherchant  à 
obtenir  directement  la  racine  d'ordre  quelconque  d'une  ima- 
ginaire trigonométrique  (835). 
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Racines. 

846.  Proposons-nous  d'extraire  la  racine  m**"»"  de  la  quan- 
tité imaginaire  a  -h  bi^  ramenée  à  la  forme  trigonométrique 
r(cosa  -h  i  sina),  où  a  est  la  plus  petite  valeur  de  l'argument, 
comprise  entre  o  et  27:  (836). 

Admettons  que  cette  racine  /n»*°»<»  soit  une  imaginaire  de 
même  formc^  que  nous  représenterons  par 

p(cosa)  -4-  «  sinci)). 

Si  Ton  élève  cette  dernière  expression  à  la  puissance  m,  on 
devra  reproduire  la  première.  On  aura  donc,  d'après  la  for- 
mule de  Moivre  (843), 

r(cosa  -f-  /'  sina)  =::  p"'(cosm&)  4-  tsin/nw). 

Pour  que  ces  deux  imaginaires  soient,  en  effet,  égales,  il  faut 
et  il  suffit  que  leurs  modules  soient  égaux  et  que  leurs  argu- 
ments soient  égaux  ou,  d*une  manière  générale^  diffèrent  d'un 
nombre  exact  de  circonférences  (836).  Nous  poserons,  par 
suite, 

(i)  p"*=zr        ou        p=:'y/7 

et 

.    .  .         .  a-\-2kr. 

(2)  m(,)=:<x -\- 2kTi        ou         w  = 

m 

Il  en  résulte  que,  pour  extraire  la  racine  m'"™"  d'une  ima- 
ginaire trigonométrique,  il  faut  extraire  la  racine  m**™«  du 
module  et  diviser  par  m  la  valeur  générale  de  l'argument. 
Ainsi,  nous  écrirons,  ce  qui  n'est  qu'une  transformation  de  la 
formule  de  Moivre, 


(3)    'v/^(cosa  -h  i  sin  a)  =  'v/r  f  cos  - 


«sin 


m  m 


et  c'est  bien  encore  une  imaginaire  de  même  forme. 

Il  faut  maintenant  démontrer  que  le  second  membre  de  la 
formule  (3)  a  exactement  m  valeurs  distinctes  et  n'en  a  pas 


davantage. 


D'abord,  le  module  r  est  une  quantité  essentiellement  po- 
sitive, et  il  doit  en  être  de  même  du  module  "sfr  qui  n'aura 
ainsi  qu'une  seule  valeur. 
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Cela  posé,  attribuons  à  l'entier  indéterminé  k  les  m  valeurs 
successives  o,  i,  2,  . . .,  m  —  i.  Nous  obtiendrons,  pour  l'argu- 
ment 

m 

a        2(/n  — 1)7: 


l-^ 

-4~  2A 
m 

—  > 

les 

m  V 

aie 

urs 

a 
m 

m 

•4- 

271 

in 

-h 

471 

m 

m  m 

Toutes  ces  valeurs  sont  distinctes  et  moindres  que  la  circon- 
férence 2  7r.  11  suffit  de  le  prouver  pour  la  plus  grande  d'entre 
eiles.  Or  on  a  bien 

a        2(m  — 1)7:  a  27: 

1 —     ou      —  4-2  7r <2  7r, 

ni  m  m  m 

puisque,  par  hypothèse,  a  est  moindre  que  27:. 

Les  m  premières  valeurs  de  l'argument  étant  ainsi  distinctes 
et  moindres  que  la  circonférence  27:,  aucun  de  ces  arcs  ne 
pourra  avoir  à  la  fois  le  même  sinus  et  le  même  cosinus  qu'un 
autre  d'entre  eux,  et  les  m  valeurs  correspondantes  du  second 
membre  de  la  formule  (3)  seront  elles-mêmes  distinctes. 

Si  l'on  donne  à  A:,  en  continuant,  les  valeurs  m,  m-hr, 
m  -h  2,  . . .,  on  obtient  des  arguments  qui  ne  peuvent  différer 
des  précédents  que  d'un  nombre  exact  de  circonférences.  On 
retrouve  donc,  indéfiniment  et  périodiquement,  les  mêmes  va- 
leurs pour  le  second  membre  de  la  formule  (3). 

Par  exemple,  pour  ^  =  m,  on  a 

a  H-  2/r7r        a        inn:        a 

— 1 =: h  271. 

ni  m  m  m 

On  trouvera  donc,  pour  cette  valeur  de  l'argument,  les  mêmes 
valeurs  du  sinus  et  du  cosinus  que  pour  —  >  et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  si  k  prend  les  valeurs  négatives  —1,-2,  —  3,  . . . , 
on  retrouve  encore,  pour  le  second  membre  de  la  formule  (3), 
les  mêmes  valeurs,  mais  en  ordre  im^erse. 

Par  exemple,  pour  A-  ==  —  i ,  on  a 

0L-{-  iki: a        27: 

ni  m        m 

qui  diffère  de  27:  de  l'arc 

a.        2{m  — 1)7: 

—  -H  • 

ni  m 
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Ainsi»  il  revient  au  môme  de  faire  /r  =  — i  ou  A:  =  m  — i, 
A"  =:  —  2  ou  A*  =1  m  —  2,  .... 

On  peut  donc,  si  l'on  veut,  à  partir  de  k  =z  o,  donner  à  k  des 
valeurs  successives,  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires, 
jusqu'à  ce  qu'on  ail  obtenu  m  racines  distinctes,  puisqu*il  n'y 
en  a  pas  davantage. 

En  résumé,  la  racine  d'une  quantité  imaginaire  présente 
autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  indice; 
et,  comme  les  quantités  imaginaires  comprennent  les  quantités 
réelles  (838),  cette  propriété  fondamentale  se  trouve  établie 
pour  les  quantités  réelles  (129),  auxquelles  la  formule  de 
Moivre  est  également  applicable.  On  peut  juger  par  là  des 
conséquences  fécondes  de  l'introduction  des  imaginaires  dans 
la  Science. 

Il  est  évident  que  si,  p  étant  un  autre  entier,  on  avait  à  ex- 
traire la  racine  m*«™«  de  Texpression 

[r(cosa-f-  /  sina)]''  =  rP{cospa  4-  «sin^a), 

on  aurait  de  même 

p 


'v^'[r(^cosa4-isina)]''=[r(cosa  H-  isina)]"' 

£[        poi^'^kr,       .    .    p(x-\-'}.kTi~\ 

=.  /•"*    cos h  i  sm , 

L  m  m        J 

et  que  Ton  obtiendrait  toutes  les  valeurs  distinctes  du  second 
membre  en  substituant  encore  à  rentier  indéterminé  k  les 
m  valeurs  o,  i ,  2,  3,  . . . ,  m  —  i . 


Racines  imaginaires  de  ranité. 

8i7.  La  formule  de  Moivre,  sous  la  forme  qui  convient  à 
l'extraction  des  racines  (846),  est 

(i)      vr(cosa-t- «sma)  =  y^rlcos hism ). 

Si  Ton  suppose  dans  celte  relation  r  =n  et  a  =  o,  c'est-à-dire 
cosa  =  I  et  sina  =  o,  elle  devient 

,    ^  mr-  2A-7r        .    .     2kn 

(2)  1/1  =:cos \-i  sm , 

m  m 

et  elle  fait  connaître  les  m  racines  m  «"*«'*  de  Vunité  positive. 

De  C.  —  Cours.  IV.  3 
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quand  on  donne  à  A:  les  valeurs  o,  i ,  2,3,  . . . ,  m  —  i ,  ou,  ce 
qui  revient  au  même  (846),  les  valeurs  o,  -hi,  —  i,  -i-a,  —2, 
-h  3,  —3,  ...,  jusqu'à  ce  qu*on  ail  obtenu  m  racines  dis- 
tincles. 

Mais  la  seule  différence,  lorsqu'on  fait  ^  =  /?  ou  Ar=i— /?, 
c'est  le  changement  de  signe  du  second  terme  du  second 
membre  dans  la  formule  (2).  On  peut  donc  encore  écrire 

(3)  VI  ==:  cos ±  i  sm , 

'  m  m 

et  donner  simplement  à  A%  en  tenant  compte  du  double  signe 
du  second  membre,  les  valeurs  positives  successives  o,  i,  2> 
3,  . . .,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  m  racines  distinctes. 
On  peut  distinguer  entre  m  pair  et  m  impair. 

I**  m  est  pair. 

On  pose  mz=2py  et  l'on  a 

,  ,  ^  m/-  klZ  .    ,      kTt 

(4)  VI  =  cos  —  ±:  f  sm 

P  P 

11  suffit  alors  de  donner  à  k  les  valeurs  o,  i ,  2,  3,  . . . ,  «  =  — 

2 

On  obtient  ainsi,  à  cause  du  double  signe,  2/?  -f-  2  ou  m  -h  2  ré- 
sultats; mais  les  deux  résultats  trouvés  en  faisant  A:  =  o  ou  en 
faisant  k^=Lp  n'en  font  qu'un  seul  à  cause  de  la  nullité  du 
sinus,  de  sorte  qu'on  n'a  en  tout  que  m  racines.  Les  résultats 
extrêmes  (pour  k=zo  et  k^=p)  sont  d'ailleurs  -f-i  et  — i. 
Toutes  les  autres  racines  sont  imaginaires  et  conjuguées  deux 
à  deux,  par  suite  réciproques  (81V). 

2"  m  est  impair. 

On  pose  m  =  2/?  -f- 1 ,  et  l'on  a 

(d)  V'— cos ±  £  sm 


m  —  I 


2/?  -t- 1  2/?  H-  I 

Il  suffit  alors  de  donnera  Arles  valeurs  o,  i,  2,  3,  ...,/?  = 

2 

On  obtient  ainsi,  à  cause  du  double  signe,  2/?  h-  2  ou  m  -+- 1  ré- 
sultats; mais  les  deux  résultats  trouvés  en  faisant  A'  =  o  n'en 
font  qu'un  seul  à  cause  de  la  nullité  du  sinus,  de  sorte  qu'on 
n'a  en  tout  que  m  racines.  Le  premier  résultat  (pour  Ar=ro) 


r 
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est  d'ailleurs  -f- 1.  Toutes  les  autres  racines  sont  imaginaires 
et  conjuguées  deux  à  deux,  c'est-à-dire  réciproques. 

ShS,  Si  l'on  suppose,  dans  la  relation  (i)  du  numéro  précé- 
dent, r=:i  et  a  =  TT,  c'est-à-dire  cos  a  =  —  i  et  sin  a  =  o,  elle 
devient 

{2  bu)        \/—i  =  cos- hfsin^ —y 

m  m 

et  elle  fait  connaître  les  m  racines  /n^*™«»  de  Vanité  né^atiçe 
quand  on  donne  à  k  les  valeurs  o,  i,  2,  . . .,  m  —  i  ou,  ce  qui 
revient  au  même  (8W),  les  valeurs  o,  4-1,  —  i,  -h  2,  —2,  -h  3, 
—  3,  . . .,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  m  racines  distinctes. 

Mais  la  seule  différence,  lorsqu'on  fait  k  =/?  ouÂr=— (/?h-i), 
c'est  le  changement  de  signe  du  second  terme  du  second 
membre  dans  la  formule  (2  bis).  On  peut  donc  encore  écrire 

(  3  bis)         V  —  I  ==  cos  ^^ —  ih  i  sm  ^^ — 

m  m 

et  donner  simplement  à  ky  en  tenant  compte  du  double  signe 
du  second  membre,  les  valeurs  positives  successives  o,  1,2, 
3,  . . .,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  m  racines  distinctes. 
On  peut  encore  distinguer  entre  m  pair  et  m  impair. 

!•  m  est  pair. 

On  pose  m,^=zipy  et  Ton  a 

/i^-x         "»/ (2Â:-f-i)7r    ,    .   .    (2A:-hi)7r 

{\bvs)         !/— i=cos-^ —±i%\x\- —   — — 

*^       '         ^  2/?  ip 

Il  suffit  alors  de  donner  à  k  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  ..., 

p —  13= I.  On  obtient  ainsi,  à  cause  du  double  signe,  ip 

ou  m  résultats  qui  sont  tous  imaginaires,  et  d'ailleurs  conju- 
gués deux  à  deux  ou  réciproques. 

2»  m  est  impair. 

On  pose  m  rrr  2/>  -4- 1,  et  l'on  a 

-,.v        «/ (2^-4-1)71    ,.   .    (2A:-hi)7: 

(5  bis)         s/—  I  =  cos^^ —  ±:  ism —' 

'         ^  2p-\-i  'ip-\- 1 

Il  suffit  alors  de  donner  à  A:  les  valeurs  o,  i,  2,  3, ,..,  p  — 
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On  obtient  ainsi,  à  cause  du  double  signe,  2/? -h  2  ou  m  -+- 1  ré- 
sultats; mais  les  deux  résultats  trouvés  en  faisant  Ar  =  /?  n'en 
font  qu'un  seul  à  cause  de  la  nullité  du  sinus,  de  sorte  qu'on 
n'a  en  tout  que  m  racines.  Le  dernier  résultat  (pour  k=^p) 
est  d'ailleurs  —  i.  Toutes  les  autres  racines  sont  imaginaires 
et  conjuguées  deux  à  deux  ou  réciproques. 

Racines  des  quantités  réelles. 

84-9.  D'après  ce  qui  précède  (8W),  la  racine  m»*"»®  d'une 
quantité  réelle  a  m  valeurs,  puisque  les  quantités  réelles  ne 
sont  qu'un  cas  particulier  des  quantités  imaginaires  (838). 

A  étant  une  quantité  réelle,  nous  avons  vu  (130)  que,  dans 
le  cas  de  m  impair,  'sfk  a  toujours  une  valeur  réelle,  et  une 
seule,  de  même  signe  que  A.  Toutes  les  autres  valeurs  de  VA 
sont  imaginaires.  Dans  le  cas  de  m  pair,  Va  admet  deux  va- 
leurs réelles  ou  n'en  admet  aucune,  suivant  que  A  est  une 
quantité  positive  ou  négative.  Toutes  les  autres  valeurs  de 
'v^  sont  imaginaires. 

Nous  allons  montrer  que,  les  racines  imaginaires  d'ordre  m 
de  l'unité  positive  ou  négative  étant  connues  (847,  8i8),  on 
peut  en  déduire  immédiatement  toutes  les  racines  imagi- 
naires de  Va. 

A  étant  une  quantité  positive,  posons 


y  —  \/:r:  A  ; 

y  sera  Tune  quelconque  des  racines  m'*»""  de  -f-  A  ou  de  —A. 
En  élevant  à  la  puissance  m  les  deux  membres  de  la  relation 
ci-dessus,  il  vient 

(i)  7'«=z=hA. 

Si  a  est  la  racine  m'*™«  arithmétique  de  A,  on  peut  poser 

yz=z  ax 

et  remplacer  A  par  a"\  L'équation  (i)  devient  alors 
c'est-à-dire 

(2)  J7'«=r±:i. 
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On  voit  que  x  n'est  pas  autre  chose  que  l'une  quelconque 
des  m  racines  m'*°*«"  de  -f- 1  ou  de  —  i  (847,  8i8),  suivant 
qu'il  s'agit  de  V+  ^  ^^  ^®  V— A. 

On  est  ainsi  conduit  à  ce  théorème  : 

Toutes  les  racines  m'*""'  d'une  quantité  positive  s'obtiennent 
en  multipliant  sa  racine  ;n**"»«  arithmétique  par  les  m  racines 
ffi^èmes  ^^  _|_  I  .  toutes  Ics  racincs  m'*'""  d*une  quantité  néga- 
tive s'obtiennent  en  multipliant  la  racine  m'*'"*  arithmétique 
de  la  quantité  positive  correspondante  par  les  m  racines 
jYiièmes  ^g  — |  {Alg.  élém.y  équations  hinômes,  267  et  suiv.). 

850.  On  peut  dire  d'une  manière  plus  générale  que,  dans 
tous  les  ordres,  les  racines  d'une  quantité  quelconque  s'ob- 
tiennent en  multipliant  l'une  d'elles  par  les  racines  corres- 
pondantes  de  l'unité. 

Soit  a  l'une  quelconque  des  valeurs  de  "\/A,  A  étant  une 
quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire.  Soient  i»  a,  |3,  y, 
ô,  ., .,  les  m  valeurs  de  ^i.  Formons  les  m  produits  diffé- 
rents 

a  X  I ,     axa,     a  x  (3,     a  x  y,     a  x  d,     

Us  représentent  les  m  valeurs  de  "\/Â;  car,  si  on  les  élève  à 
la  puissance  m,  on  obtient  m  résultats 

a'",     «"*«'",     a"*p"S     a'^y'»,     a'"3'",     ..., 

tous  égaux  à  A.  On  a,  en  effet,  par  hypothèse, 

a^'—X        et        a'«z=[3"»— y'«=:ô'«3i:...— I. 

851.  Cette  règle  s'appliquant  à  l'unité  elle-même,  on  peut 
dire  que,  lorsqu'on  multiplie  successivement  toutes  les  racines 
ffiièmes  fiç  Vunité  par  l'une  quelconque  d'entre  elles,  on  ne 
fait  que  les  reproduire  dans  un  ordre  différent. 

C'est  ce  que  nous  allons  vérifier,  par  exemple,  pour  les  ra- 
cines cubiques  de  l'unité. 
En  désignant  l'une  d'elles  par  x,  on  a 

Il  faut  donc  résoudre  l'équation 

d?'  —  I  =  o. 

Le  binôme  .r*  — i  étant  exactement  divisible  par  le  binôme 
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X—  I  (14),  elle  se  partage  immédiatement  en  deux  autres, 

X  —  i  =  o,         j?'-i-^-Hi=:0; 
d'où  les  trois  racines 

—  I  -4-  i\fi      —  I  —  i\J'd 


U 


2 


Les  deux  racines  imaginaires  sont  bien  conjuguées  et  ré- 
ciproques (847). 
Si  Ton  multiplie  les  trois  racines  par  la  dernière,  on  trouve 

_  ,  __  i^/l       (_  I  -+.  /y/3)  (_,__  ^^3 )  _ 
, —  i^ 

2  4 

—  I  —  'V^  V —  I  -+-  ^v^ 

2  /  2 

On  voit  en  môme  temps,  et  cette  remarque  est  importante, 
que  chacune  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  est 
le  carré  de  Vautre,  de  sorte  que,  si  l'une  de  ces  racines  est 
représentée  par  a,  Tautre  pourra  l'être  par  «'. 

Calcul  des  radicaux,  lorsqu'on  tient  compte  de  leurs  déterminations 

multiples. 

852.  Nous  n'avons  considéré  précédemment  que  ce  qu'on 
appelle  les  valeurs  arithmétiques  des  radicaux  (131),  et  nous 
avons  donné  (132etsuiv.)  toutes  les  règles  relatives  au  ca/ca/ 
de  ces  valeurs  arithmétiques.  Mais  un  radical  possédant  (lors- 
qu'on le  prend  dans  toute  sa  généralité)  autant  de  valeurs 
distinctes  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  indice,  il  est  essentiel 
de  revenir  ici  sur  le  calcul  des  radicaux  entendus  de  cette 
manière,  et  de  montrer  que  les  règles  connues  demeurent, 
en  général,  applicables,  les  indices  et  les  exposants  restant 
des  entiers  positifs  quelconques. 

853.  I.  Pour  multiplier  deux  {ou  plusieurs)  radicaux  de  même  in- 
dice, on  multiplie  les  quantités  placées  souf  ces  radicaux,  et  l'on  af- 
fecte leur  produit  du  radical  commun  (  133  ). 

Il  s'agit  de  démontrer  Fidentilé 

On  peut  dire  simplement  que,  en  élevant  le  premier  membre  de  celle 


(I) 
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relation,  quel  qu'il  soit,  à  la  puissance  m,  on  obtient  toujours  ÀB  (818). 
Ce  premier  membre  représente,  par  conséquent,  l'une  quelconque  dei 
racines  m^^°*^  de  AB  ou  des  valeurs  du  second  membre.  D'ailleurs, 
chacun  des  facteurs  V^  et  V5  a  m  valeurs  différentes,  comme  V^B. 
n  en  résulte  que,  si  Ton  multiplie  les  m  valeurs  de  "^X  par  Tune  quel- 
conque des  valeurs  de  V^i  on  obtiendra  les  m  valeurs  distinctes  de 

VÂB.  Et,  si  Ton  emploie  de  la  même  façon  les  autres  valeurs  de  V^, 
on  reproduira  nécessairement,  dans  un  autre  ordre,  les  m  valeurs  de 

7ÏB. 

On  voit  que  Tidenlité  posée  est  bien  vérifiée;  mais  que,  si  Ton  veut 
ne  pas  laisser  à  son  premier  membre  m*  valeurs,  qui  n*en  font  en  réa- 
lité que  m,  il  faut  spécifier  qu'on  fera  correspondre  à  chaque  valeur  do 
VÂ  une  valeur  spéciale  de  "^,  par  exemple,  la  première  à  la  pre- 
mière, la  deuxième  à  la  deuxième,  . . . ,  la  m^^'  à  la  m'*"**. 

On  peut  aussi,  pour  vérifier  l'identité  posée,  revenir  à  la  forme  trigo- 
nométrique. 

Soient 

A  =  r|(cos«i-4-isinai), 

B  =  rj(cosa2-i-  «  sinaj). 

On  aura,  d'après  la  formule  de  Moivre  (846),  et  /ri  et  kj  étant  des 
entiers  quelconques, 

V^A  =  \/f\  (  cos = h  i  sm 1  » 

"^  ^      \  m  m        I 

/B  =  //•,  ^cos h  i  sm ^^^  —  j . 

Par  suite  (841,133), 

D'autre  part,  on  a  (841) 

AB  =  rirj[cos(ai-+-  a») -h  /sin(ai-h  «t)] 
et  (846) 

(2)       v^=  v^^(^C0S-i _ -+.,8in y 

l  étant  un  entier  quelconque. 

Si  l'on  rapproche  les  résultats  (i)  et  (2),  on  a  évidemment,  en  raison 
de  l'indétermination  complète  des  entiers  ^i,  k^  et  /,  et  le  diviseur  m 
restant  le  même  (846), 

7î'ï/B  =  VÂS. 
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854.  11.  Pour  diviser  deux  radicaux  de  même  indice ,  on  divise  les 
quantités  placées  sous  ces  radicaux,  et  l'on  affecte  leur  quotient  du 
radical  commun  (iSti). 

Il  s*agit  de  démontrer  Tidentité 


VA  ^  .y Â 

'Ï/B      V  B' 


Ï/B 

En  élevant  le  premier  membre  de  celte  relation,  quel  quMI  soit,  à  la 
puissance  m,  on  obtient  toujours  ^  (823,  824).  Ce  premier  membre 

A 

représente,  par  conséquent,  l'une  quelconque  des  racines  /«''"•■  de  ^ 

ou  l'une  quelconque  des  valeurs  du  second  membre. 

Il  suffit  de  diviser  les  m  valeurs  de  '^X  par  Tune  quelconque  des 
valeurs  de  't/B  pour  obtenir,  sans  répétition,  les  m  valeurs  distinctes 

""'^  (833). 


</ 


B 

On  peut  aussi  présenter  la  démonstration  en  revenant  à  la  forme  tri- 
gonomélrique  (853).  Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

855.  III.  Pour  élever  un  radical  à  une  puissance^  il  suffit  d'élever  à 
cette  puissance  la  quantité  placée  sous  le  radical  (136). 

Il  s'agit  de  démontrer  Tidentilé 

Nous  supposerons  d'abord  m  et  p  premiers  entre  eux. 
Va  a  m  valeurs,  et  il  faut  prouver  que,  en  élevant  chacune  d'elles  à 
la  puissance  /?,  on  obtiendra  les  m  valeurs  de  VÂ^« 

Soit 

A  =  r{ cos a  -h  / sin a ). 

On  aura,  successivement  (8i(>,  136,  8i3), 

my-r  mr    l        a-haXir  .   ,    n -{- 'xk'KX 

y  k       ~  yr    (cos H- £  sm » 

\  m  m       ] 

(i)        (  v^A)'  =  ^rP  (  COS '- h  i  sm —    ? 

\  m  m         j 

\p  z=  rP  (  COS/)  a  -f-  i  sin/) a ), 

(a)        ^AP      =  v^rP    cos  ^- =—    -hism- —]* 

\  m  m         I 

» 

Le  diviseur  m  étant  le  môme  de  part  et  d'autre  et  les  entiers  Al  et  ^d 
complètement  indéterminés,  les  relations (i)  et  (a)  justifient  l'identité  à 
démontrer. 
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856.  Si  m  et  p  ne  sont  pas  premiers  entre  ea.r,  m  peut  èlre  multiple 
de  p  ou  présenter  avec  p  un  plus  grand  commun  diviseur  inférieur 
à  p. 

Dcuis  la  première  hypothèse ^  on  peut  poser  vn  =  np^  et  l'on  a 

(7Â)''=(TÂr=^. 

En  effet,  tonte  valeur  x  de  "y^,  élevée  à  la  puissance  np^  doit  re- 
produire A.  On  a  donc  x'*p=^A.  ou,  ce  qui  revient  au  môme  (150), 
{xpY=  a.  Les  valeurs  de  xp  ou  de  {'^^fkY  ^^  sont  donc  autre  chose 
que  les  valeurs  de  v^A. 

Dans  la  deiurième  hypothèse,  en  désignant  par  n  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  m  et  de  />,  on  peut  poser  m  =  A/i  et  />  =  i>i,  et  l'on  a, 
d'après  ce  qui  précède  et  d'après  le  n"*  855, 

Ainsi,  on  a  le  droit  de  rendre  premiers  entre  eux  l'indice  du  radical 
et  l'exposant  de  la  puissance  (138),  et  il  ne  reste  plus  ensuite  qu'à  ap- 
pliquer la  règle  du  n""  855. 

857t  IV.  Pour  extraire  une  racine  d'un  radical,  on  extrait  cette  ra- 
cine de  la  quantité' placée  souv  le  radical,  ou  l'on  multiplie  l'un  par 
l'autre  les  deux  indices  considérés  (137). 

Il  faut  démontrer  la  double  identité 

ywt = 7ï^  =  "7a. 

Or,  si  X  est  Tune  quelconque  des  racines  n^"^**  de  l'une  quelconque 
des  racines  m*^"  de  A,  on  a  x"  =  "^. 

Par  suite, 

(.r«)'«  =  (.r'«)''  =  x'»«=  A. 

11  en  résulte  que  x  ou  \VX  est  l'une  quelconque  des  racines  mn*^^* 
de  A.  D'autre  part  (855,  856), 

X  est  donc  aussi  l'une  quelconque  des  racines  m"''""*  de  l'une  quel- 
conque des  racines  /i''""  de  A,  et  l'identité  posée  est  complètement  jus- 
liGée. 

858.  V.  Pour  multiplier  ou  diviser  des  radicaux  d'indices 
différents,  il  faut  d'abord  les  ramener  au  même  indice;  puis, 
appliquer  les  règles  que  nous  venons  de  généraliser  (139). 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  transformation  aug- 
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mente  les  indices  des  radicaux  et,  par  conséquent,  le  nombre 
de  leurs  valeurs  distinctes.  Elle  est  donc,  en  général,  défec- 
tueuse. Cependant,  si  Ton  a  soin  de  réduire  toujours  au  plus 
petit  indice  commun'  {Alg.  élém.y  77),  les  résultats  obtenus 
sont  exacts. 

859.  Soit,  par  exemple,  à  multiplier  ios  deux  radicaux  d'indices  dif- 
férents 

Va,   n. 

Nous  supposerons  d'abord  les  indices  m  et  n  premiers  entre  eux.  Il 
s'agit  de  démontrer  l'identité 

Admettons  qu'on  ait 

A  =  ri(cosai-H/sinai),         B  =  r,(cosai-h  i  sinsi). 
On  en  déduit  successivement 

</ A  =  \/ri  1  cos h  i  sm  — —  )  » 

\  '/*  m        j 

/B  =  )/ri  {  cos  — h  «  sm u 

/A  f  B  =:     y/rfr^  I  cos  ^ \ j 

-+- 1  sm  ( i 


ou 


(!) 


72 a.   H-  m aj  -f-  î/'Atit:  -v  'xink^TZ 

cos 

ma 


i  VÂ  7b  =  '"7/^  ( 


i  sin — 

mti 


D'autre  part,  on  a 

A"  =  r'{  (  cos  /I  «  1  H-  i  sin  /«  ai  ),         B'"  =  r  J'  (  cos  m  «s  +  i  sin  m  a  j  ), 
A"  B'"  =  ri  rj*  [ cos ( /* ai  -i-  w  a,  )  -h  t  sin  (// «i  -+-  maj  )], 


VÂ^^B^^^'i/rîTf^cos- 


/7l/* 


f  "h  «  sin ^ ) . 

v  nui  / 

Les  expressions  (i)  et  (2),  en  raison  du  diviseur  commun  mn  et  de 
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rindétermiaatîoQ  des  enliers  ki^  Ai  et  /,  sont  bien  équivalentes,  et 
ridentité  est  justifiée. 
On  a,  par  exemple,  exactement, 

860.  Si  les  i/tdices  m  et  n  ne  sont  paf  premiers  entre  eiix,  ils  admet- 
tent un  plus  grand  commun  diviseur  d,  et  Ton  petit  poser  m  =  y^c^, 
n  =  qd,  p  el  q  étant  premiers  entre  eux.  Il  faut  démontrer  l'identité 

Or  on  peut  écrire  (837) 


"^Â  =  V  VA,       '"v'B  =  'yJ'^B. 

U  en  résulte,  l'indice  d  étant  commun  et  />  et  ^  étant  premiers  entre 
eux(8S3,  889,  837), 


L*identité  posée  est  donc  encore  justifiée. 
On  a,  par  exemple,  exactement, 

et  les  vingt-quatre  déterminations  du  premier  membre  se  réduisent  aux 
douze  déterminations  du  second. 

861.  S'il  s'agissait  de  diviser  des  radicaux  d'indices  différents,  on  em- 
ploierait le  môme  modo  de  démonstration,  en  réduisant  toujours  au 
plus  petit  indice  commun. 

862.  Dans  la  pratique,  on  peut  avoir  à  considérer  tantôt  les 
valeurs  arithmétiques  des  radicaux,  tantôt  leurs  valeurs  gé- 
néraiesy  c'est-à-dire  l'ensemble  de  leurs  déterminations, 
tantôt  une  seule  de  ces  déterminations.  Quelques  auteurs  ont 
proposé  d'adopter  pour  chaque  cas  une  notation  spéciale. 

Mais  cela  nous  semble  inutile,  à  la  condition  que  le  lecteur 
soit  prévenu  et  prenne  lui-même  les  précautions  nécessaires 
pour  éviter  toute  confusion. 
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Application  des  imaginaires  à  la  généralisation  et  à  la  démonstration 

des  formnles  trigonométriqnes. 

863.  I.  Rapports  trigonométriqubs  de  la  somme  d'un  nombre 

QUELCONQUE  D'aRCS. 

Nous  avons  vu  {Trigon.,  54.)  comment  on  pouvait  calculer 
(le  proche  en  proche  les  rapports  trigonométriques  de  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  d'arcs,  quand  on  connaissait  les  rap- 
ports trigonométriques  de  chacun  d'eux.  Nous  nous  proposons 
ici  de  trouver  directement,  à  Taide  des  imaginaires,  les  for- 
mules générales  qui  résolvent  cette  question. 

Considérons  n  imaginaires  réduites  (8U),  d'arguments  «i, 
«s,  a,,  ...,«„.  D'après  la  règle  connue  (84-1  ),  leur  produit 
aura  pour  expression 

(i)    cos(a, -h  ûtj-+-  a3H-...-hart)H-  tsin(a|-l-  a, -t-  a, -h...-f- «„). 

On  peut  l'obtenir  sous  une  autre  forme  en  employant,  pour 
chaque  facteur  imaginaire,  la  transformation 

cosajH-  i  sinai  =  cosa,  (i  -h«  langaj. 

Le  produit  a  alors,  pour  seconde  expression, 

icosai  cosocscosas . . .  cosa/i(i  -h  i  langai) 
X  (n-  I  tangaj)  (ï  -h  i  tangaj) . . .  (i  4-  e  tanga^). 

Mais,  si  l'on  désigne  par  P;^  la  somme  des  produits  kkk  des 
tangentes  des  arguments  considérés,  k  variant  de  i  à  /i,  le 
produit  des  facteurs  binômes  de  la  forme  i  +  «  langaj  pourra 
s'écrire  (826  et  Alg.  éléni.,  29) 

i-P,4-P4-...4-/(P,-P3  4-P5-...). 

Par  conséquent,  en  substituant  ce  résultat  dans  l'expression  (a) 
et  en  égalant  ensuite  cette  expression  à  l'expression  (i),  on 
aura 

COS(a,-+-  «ï-h  «3  +  . .  .-h  a,n)  +  *  sin(a,-}-  «j-h  a, -h. .  .-h  a„) 

•=:  cos aj  cos a,  COS  «a  . . .  cos  a,,  [l  —  Pj  4-  Pv  — . . .  H-  /(Pt  —  P3  -h  Pj  — . . .)]' 
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Il  en  résulte  immédiatement  (810) 

j  cos(a,-f-  a,-h  «3  +  . .  .4-  ««) 

l     =r  cosai  cosascosa, . .  .cosart(i  —  PfH  P*  — . .  .)> 

(  sin(ai-ha,-H«3H-...-4-a„) 

(      =cos«i  cosascosaj . . .  cosa„(Pi--  Ps-hP,  — . .  .)• 

Si,  dans  les  seconds  membres  des  formules  (3)  et  (4)  qui  ré- 
solvent la  question  pour  le  cosinus  et  le  sinus  d'une  somme, 
on  fait  passer  le  produit  des  cosinus  dans  la  parenthèse  qui 
renferme  les  tangentes,  ces  dernières  disparaissent,  et  le  co- 
sinus ou  le  sinus  d'une  somme  d'arcs  se  trouve  exprimé  en 
fonction  des  sinus  et  des  cosinus  de  ces  arcs. 

En  divisant  les  formules  (4)  et  (3)  membre  à  membre,  il 
vient,  pour  la  tangente  d'une  somme  d'arcs,  exprimée  en  fonc- 
tion des  tangentes  de  ces  arcs, 


P.-P34-PS 
P4 


(5)     tang(a,  H-  a, -f-  «j -h . . . -f-  a„ )  = 


86^.  II.  Rapports  trigonouétriques  d'un  multiple  quelconque 
d'un  arc. 

Nous  avons  montré  également  {Trigon.y  61,  62)  comment 
on  pouvait  calculer  de  proche  en  proche  les  rapports  trigono- 
métriques  d'un  multiple  quelconque  d'un  arc,  quand  on  con- 
naissait les  rapports  trigonométriques  de  cet  arc.  Nous  allons 
trouver  directement,  à  l'aide  des  imaginaires,  les  formules 
générales  qui  résolvent  cette  question. 

La  formule  de  Moivre  (843)  nous  donne 

(cosaH-  i  sina)'"  =  cosmoc-h  /sinma. 

Or,  si  l'on  développe  le  premier  membre  comme  on  a  déve- 
loppé (a  -t-  ^0''*[827],  on  pourra  ensuite  (810)  égaler  la  partie 
réelle  de  ce  développement  à  cosma  et  le  coefficient  de  «dans 
ce  même  développement  à  sin/na.  On  aura  ainsi  immédiate- 
ment, en  se  reportant  au  n®  827, 

7w(/n  — i)        ,„  ,      .   - 
cos  m  «  =  cos"'  a ^ cos"*-~'  a  sm*  a 

1 .2 

(•) 


I 


/?i(m  — ï)(m  — 2)(/n  ■— 3)        ,^   .       .    . 
I .2.3.4 


H ^ -^ — TT-F— cos"»-*  a  sm*  a  — . . 


(a) 
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et 

sinma  =—  cos'^-^asma ^^ -— cos'^-'asin'a 

I  1.2.3 

m(m^ï)(m  —  2)(m  —  3)(m  — 4)        „  .      .   « 


1.2.3.4-5 

Les  formules  (i)  et  (2)  font  connaître  le  cosinus  et  le  sinus 
d'un  multiple  quelconque  d'un  arc,  en  fonction  du  sinus  et  du 
cosinus  de  cet  arc.  II  est  utile  de  remarquer  que  cosma  peut 
toujours  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  cosa, 
tandis  que  sinma  ne  le  peut  jamais.  D'autre  part,  pour  que 
cosma  puisse  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  sina, 
il  faut  que  m  soit  pair;  et,  pour  que  sinma  puisse  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  sina,  il  faut  que  m  soit  impair 
(Trigon.,  Z\). 

En  divisant  les  formules  (2)  et(i)  membre  à  membre,  puis 
en  divisant  par  cos"»a  les  deux  termes  de  la  fraction  trouvée, 
il  vient 

m{m  ~-  i){m  —  0.) 


[  m  .  ml  m  ~-  i){m  —  7.)  ^       , 


(3)    tang/na  =  —  * 


^  —-^ ^  tang*  a  — ...  ] 


m(/n  —  I  )         .          m{m~    i)  (m  —  2)  (/w  —  3  ) .        . 
1 ÎL /  tang*  a  H i^ -— tang*  a  — . 

On  voit  que  tang  ma  s'exprime  toujours  rationnellement  en 
fonction  de  tanga. 

865.  III.  Puissances  des  rapports  trigonométriques  d'iîn  arc. 

Comme  dernière  application,  proposons-nous,  m  étant  un 
entier  positif,  de  calculer  cos"*a  et  sin"»a,  connaissant  les  co- 
sinus et  les  sinus  de  a  et  des  arcs  multiples  de  a. 

Prenons  les  deux  expressions  imaginaires  conjuguées  qui 
correspondent  à  a,  et  posons 

cosa  -h  f  sina=  w, 
cosa  —  /  sina=^  r. 

11  en  résulte,  par  addition  et  soustraction, 

2  cosar=:  M -f- r,        2tsina  =  w— T. 
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Nous  aurons  donc,  en  élevant  ces  deux  relations  à  la  puis- 
sance m, 

Si  Ton  développe  les  seconds  membres  par  la  formule  du  bi- 
nôme, il  vient  (255,  261) 

(  2"*  cos'"  a      =1  m"»  h —  M"*-*  <>  H ^^^  !/"«•"'  ('*  4- . . . 

1  I  1.2       ^ 

(0    . 

m 
I 

/w         .         m  (m  —  i)         .. 
I  1 .2 

(2)  < 

Mais,  dans  ces  développements,  les  termes  à  égale  distance 
des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux  en  valeur  absolue  et 
peuvent  être  groupés  deux  à  deux. 

Considérons  la  relation  (i). 

En  supposant  d*abord  m  pair,  on  pourra  l'écrire 

i  2'»cos'"a=:(«"'-i-r"») -4-  ^  wr (</"»-* -h  p'«~2) 

i  m{m  —  I )    -   - , 

(  H f/VCa"*-*-!-  i^'^-M-h..., 

1.2 

et  le  dernier  terme  du  second  membre,  qui  sera  alors  le  terme 
du  milieu  dans  le  second  membre  de  la  relation  (i),  se  pré- 
sentera sous  la  forme  (262) 

/n(m  — i)(m  — 2). . .  ( hij    m  m 

TmÂ ^«*«'*- 

I .2.3.  . .  1  —  j 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  Ton  a  d'abord  wt'  =  i,  puis- 
qu'il s'agît  d'imaginaires  conjuguées,  et  ensuite,  d'après  la 
formule  de  Moivre  (843), 

w*-l-  ('*^ii2cosAra, 


n 
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il  vient,  dans  le  cas  de  m  pair,  en  divisant  tout  par  2, 

2"*-  *  cos"'  a  =^  cos  m  a  H cos  (m  —  2)  a 

I  ^  ' 

,iv    ,  H ^^ ^  cos(w--- 4)a-l-. . . 

(A)    (  1.2  ^  ' 

m{in  —  i)(/w  — 2)...  f h  I 

■    Il  ■  ■      ■  Il      II     I  ■  ■     —   ■■  ■  ■      ^^  .^^  ■■■  —      » 

I  .2.3.  .  ./?l 

Si  Ton  suppose  m  impair^  la  seule  différence,  c'est  que  le 
dernier  terme  du  second  membre  de  la  relation  (3)  est  alors 
la  somme  des  deux  termes  du  milieu  dans  le  second  membre 
de  la  relation  (i).  Ce  dernier  terme  se  présente  donc  sous  la 
forme  (262) 

m  {m  —  i)(/w  —  2)...  ( 


2 


m—!    m  — ï 


m  —  I 


M   *    p   *    («/  -h  r)« 


Comme  a  -h  i^  =  2  cos  a,  on  peut  alors  diviser  tous  les  termes 
par  2,  et  il  vient,  dans  le  cas  de  m  impair  y 

!         ,  m        ,  ^ 

2"*-*  cos"*a==:cosma  H cos  (m  —  2)  a 

I 

^ ^ cos(m  —  4)a4-.  . . 

(V)  /'  ''^ 

mi  m  —  i)  {m  —  2)...  (  1 

^^ cos  a. 

r.        m  —  I 

I  >2«0.  .  •  — — ^— — 
2 

Considérons  à  présent  la  relation  (2). 

En  lui  appliquant  la  même  analyse  et  en  supposant  d'abord 
m  pair  y  on  pourra  récrire 

m 
2"'  t"»  sin'"  a  =  (  u'"  -h  i"" ) «f  (  W" -*  -\-  r"»-») 

H î^ ^  w*  r'  (  M"*-*  -4-  p'«-M  — . . . , 

1.2  ^  ^ 

et  le  dernier  terme  du  second  membre,  qui  sera.a/o/vs  le  terme 
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du  milieu  dans  le  second  membre  de  la  relation  (2),  se  pré- 
sentera sous  la  forme 

/n(m  — i)(w  — 2).  ..  f hl)     m    m 

±  — ^M*P*. 

2 

7)1 

Le  signe  -h  correspond  évidemment  à  —  pair  et  le  signe  —  à 

m  . 

—  impair. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  m  pair,  on  a,  en  divisant  tout  par  2, 

^m-iim  sin'^a  =  cosma cosCm  —  2)a 

(B)  ^  H — —  cos(m— 4)a— ... 


m{m  —  i){m  —  2)...( hi) 


1 . 2 . 3 ...  m 

Si  Ton  suppose  m  impair,  les  coefficients  des  termes  à  égale 
distance  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  au 
lieu  d'être  égaux  et  de  même  signe,  de  sorte  que  la  relation  (2) 
peut  s'écrire 

1  2"*/"'sin'«a--=(w"'— (^'")  — '^  uç{u"'-^— v'"~-) 
iiàis)  ' 

\  1.2 

et  le  dernier  terme  du  second  membre,  qui  est  alors  la  somme 
des  deux  termes  du  milieu  dans  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (2),  se  présente  sous  la  forme 


(m  —  i)  (/w  —  2) . . .  ( 


m 

mCm  —  I)  (771  —  2)  .  .  .  I    I      m-i    m-\ 


zh ^^ —u  *    p   *    (u  —  v). 


Le  signe  -4-  correspond  évidemment  à  pair  et  le 

,   /w  —  I  . 
signe  —  a  impair. 
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D'ailleurs,  d'après  les  valeurs  de  u  et  de  sf  et  la  formule  de 

Moivre,  on  a 

u^—  r*  =:  2  /  sin  ka. 

Par  suite,  m  —  p  =  2 1  sin  a,  et  Ton  peut  diviser  tous  les  termes 
par  2  i.  \\  vient  donc,  dans  le  cas  de  m  impair , 

'  fît 

^fn-\^m-\  sin'^a  ~  sinma sin(/n  —  2)a 

I 

H -sin(m  — 4)a — ••• 

m  (m  —  i){ni  —  2)...( J 

±1 ^ — ^sina. 

m  — I 

I  «StO»  •  • 


Dans  le  premier  membre  de  la  formule  (B),  m  étant  pair, 

m  m 

on  peut  remplacer  /"»  par  («*)*  ou  par  (—  i)*.  De  môme,  dans 
le  premier  membre  de  la  formule  (B'),  m  —  i  étant  pair,  on 

m  —  1  m —  1 

peut  remplacer  «'"-*  par  (/*)   *    ou  par  (—  i)  *  .  Toute  trace 
des  expressions  imaginaires  employées  disparaît  donc. 
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CHAPITRE  IV. 

REPRÉSENTATION  ET  INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE 

DES  QUANTITÉS  IMAGINAIRES 

ET  DES  OPÉRATIONS  SUR  CES  QUANTITÉS. 


Notions  préliminaires. 

866.  Comme  nous  l'avons  rappelé  (800),  les  quantités  né- 
gatives ont  été  d'abord  regardées  comme  de  purs  symboles. 
Ce  n'est  que  par  une  interprétation  concrète  qu'on  a  pu  leur 
restituer  la  réalité  qui  leur  appartient  et  leur  faire  dans  la 
Science  leur  véritable  place.  Il  en  a  été  de  même  des  quan- 
tités imaginaires,  qui  n'ont  pu  acquérir  un  sens  réel  que  lors- 
qu'on est  arrivé  à  les  représenter  géométriquement. 

Il  convient  de  dire  ici  que  la  théorie  algébrique  des  imagi- 
naires a  été  fondée  surtout  par  les  travaux  de  d'Alembert, 
d'EuLER  et,  en  dernier  lieu,  de  Caughy. 

Quant  à  leur  interprétation  concrète,  on  doit  sans  doute  en 
faire  remonter  l'honneur  à  R.  Argand  (*),  à  G.-V,  Mourey  (*), 
et  à  Cauchy  (')  lui-même,  qui,  en  adoptant  les  vues  de  ses 
devanciers,  leur  a  donné  la  consécration  de  son  génie. 

La  règle  relative  aux  solutions  négatives  (800)  ne  peut  être 
directement  démontrée,  mais  elle  se  vérifie  d'une  manière 


(*)  R.  Aroand,  Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités 
imaginaires  dans  les  constructions  géométriques  (i8o6).  a"  édition,  1874  ; 
Gauthier-Villars. 

(*)  G.-V.  MouRBYj  La  vraie  théorie  des  quantités  négatives  et  des 
quantités  prétendues  imaginaires  (1828).  a*  éditioni  1861;  Mallet-Bachelier. 

(»)  Cauchy,  Anciens  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathéma- 
tique, t.  IV  (voir  les  Œuvres  complètes  de  Cauchy,  publiées  sous  la 
direction  scientifique  de  rAcADÉxis  des  Sciences  et  sous  les  auspices  du 
Ministre  db  lInstruction  publique.  —  Gauthier-Villars.) 
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constante  dans  toutes  les  branches  des  Sciences  mathémati- 
ques. Nous  croyons  qu'il  en  est  de  même  de  la  règle  que  nous 
allons  faire  connaître  et  qui  sert  de  fondement  à  la  représen- 
tation géométrique  des  quantités  imaginaires. 

867.  Reportons-nous  aux  premières  notions  établies  en 
Algèbre  élémentaire  {Alg.  élém.y  312  et  suiv.)  sur  la  repré- 
sentation graphique  des  variations  correspondantes  d'une 
fonction  et  de  la  variable  dont  elle  dépend.  Ces  notions  nous 
ont  déjà  permis  de  définir  les  rapports  trigonométriques  d'une 
façon  complètement  générale  {Trigon.y  4,  5,  6  et  suiv.). 

Traçons  dans  un  plan  {Jl^.  21)  deux  axes  rectangulaires 

FIg.  ai. 

y 


0 


y 


^-^'y  yy'y  formant  un  système  d*axes  coordonnés  dont  le  point 
0  est  l'origine. 

Si  Ton  donne  une  expression  imaginaire  de  la  forme  a  +  bi, 
il  est  facile  de  construire  le  point  M  dont  l'abscisse  OP  repré- 
sente la  partie  réelle  a  de  l'imaginaire  et  dont  l'ordonnée  PM 
représente  la  quantité  réelle  b  associée  à  i. 

Toutes  les  fois  qu'on  connaîtra  l'imaginaire  par  ses  éléments 
a  et  b,  le  point  M  correspondant  sera  ainsi  déterminé  dans  le 
plan;  et,  réciproquement,  toutes  les  fois  qu'on  marquera  le 
point  M  dans  le  plan,  une  certaine  expression  imaginaire,  et 
une  seule,  lui  correspondra,  cette  imaginaire  ayant  pour  partie 
réelle  la  valeur  de  l'abscisse  OP  et,  pour  coefficient  de  1,  la 
valeur  de  l'ordonnée  PM. 

Pour  identifier  entièrement  le  point  M  (qualifié  alors  de 
point  imaginaire)  et  l'expression  imaginaire  a  -h  biy  il  suffit 
de  convenir  que  l'expression  imaginaire  est  la  somme  de 
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Tabscisse  et  de  l'ordonnée  du  point,  cette  dernière  étant  mul- 
tipliée par  I. 
Hais,  l'ordonnée  étant  perpendiculaire  à  l'abscisse,  cette 

assimilation  exige  que  le  signe  d^opération  i  ou  sj—  i  soit 
l'équivalent  algébrique  de  la  perpendicularité  géométrique. 
C'est  ce  que  l'on  admet  aujourd'hui. 

868.  Si  l'on  joint  l'origine  0  au  point  M  {fig.  21),  ona, 
dans  le  triangle  rectangle  OPM,  en  désignant  par  a  l'angle 
j?OM  de  OM  avec  Oj?, 

OM=:iV^a*-h  6*,         cosflc=  ->         sina  = 


\Jà^  -+-  b^  v/a*  -h  6» 

On  voit  (836)  que  OM  représente  le  module  de  l'expression 
imaginaire  dont  il  s'agit  et  que  l'angle  a  est  son  argument. 

Considérer  OM  au  lieu  de  considérer  le  point  M,  c'est  donc, 
pour  l'imaginaire  a +  61,  passer  de  la  forme  algébrique  à  la 
forme  trigonomé trique. 

On  parvient  de  la  sorte  à  un  second  mode  de  représentation 
géométrique,  qui  est  celui  que  nous  adopterons  ici. 

a  est  la  projection  de  OM  sur  l'axe  xx\  b  est  la  projection 
de  OM  sur  l'axe  yy'y  et  cette  dernière  projection  doit  être 
affectée  du  signe  ou  du  facteur  t,  Taxe  yy'  étant  perpendicu- 
laire à  l'axe  xx'.  L'expression  imaginaire^  représentée  trigo^ 
nométriquement  par  OM,  est  donc,  algébriquement,  la  somme 
des  projections  de  OM  sur  les  deux  axes. 


Mode  de  représentation  géométriqae  des  quantités  imaginaires. 

869.  Soit  l'expression  imaginaire  trigonométrique 

r(cosa  -t-fsina). 

D'après  ce  qui  précède,  nous  tracerons  dans  un  plan 
ijlg-  22)  les  deux  axes  coordonnés  rectangulaires  xx'y  yf. 
De  l'origine  0  comme  centre,  avec  le  module  r  pour  rayon, 
nous  décrirons  un  cercle.  L'expression  imaginaire  proposée 
sera  figurée  par  le  rayon  OM  de  ce  cercle  qui  fait  l'angle  a 
avec  la  partie  positive  Ox  de  l'axe  xx^^  c'est-à-dire  que  sa 
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représentation  géométrique  dépend  immédiatement  de  son 
module  et  de  son  argument  (*). 

On  compte  Tangle  a,  positivement,  à  partir  de  0:r,  en  tour- 
nant dans  un  sens  convenu.  Ce  sera,  comme  en  Trigonomé- 
trie, celui  de  0^  vers  Oy  ou  de  droite  à  gauche.  Cet  angle  a 


.T' 


Fig.  33. 


— n 1^"*^ 1-  -■■ 


pourra  prendre  toutes  les  valeurs  entre  -hoo  et  —  x;  mais  le 
module  /*,  essentiellement  positif,  ne  pourra  varier  que  de  o 
à  -4-00. 

Cette  représentation  admise»  on  voit  que  les  quantités 
réelles  et  les  imaginaires  simples  ne  sont  que  des  cas  parti- 
culiers des  imaginaires  complexes  (803,  838). 

Si  l'on  aa  =  ooua  =  o-h  aÂTr,  k  étant  un  entier  quelconque, 
la  quantité  imaginaire  se  réduit  à  la  quantité />o5iïeVe  r,  repré- 
sentée par  le  segment  OA  {Jlg.  22) ^  compté  à  partir  de  l'ori- 
gine sur  la  partie  positive  de  Taxe  xx'. 

Si  Ton  a  a  — tt  ou  «  =  (aA*  4- i)7r,  la  quantité  imaginaire 
se  réduit  à  la  quantité  négatUe  —  /*,  représentée  par  le 
segment  OA',  compté  à  partir  de  Torigine  sur  la  partie  néga- 
tive de  Taxe  xx\ 

Si  Ton  a  a=-ou  a=  -4-  2A7:,  la  quantité  imaginaire  se 

réduit  à  4-/v,  imaginaire  simple  positi^^e,  représentée  par  le 
segment  OB,  compté  à  partir  de  l'origine  sur  la  partie  positive 
de  l'axe  j/',  lui-môme  perpendiculaire  à  Taxe  xx'  dont  la 
partie  Ox  sert  de  point  de  départ  aux  arguments. 


(')  Moiirey  appelait  verseur  l'angle  que  nous  appelons  argument. 
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Enfin,  si  Ton  aa  =  —  oua  = h  2X7:,  la  quantité  imagi- 
naire se  réduit  à  —  /i,  imaginaire  simple  négative,  repré- 
sentée par  le  segment  OB',  compté  à  partir  de  Torigine  sur 
la  partie  négative  de  l'axe  y/. 

En  résumé^  on  peut  dire  que  Vaxe  xx'  étant  Vaxe  des  quan- 
tités réelles,  Vaxe  yy'  est  celui  des  quantités  imaginaires 
simples  positives  ou  négatives,  tandis  que  les  quantités  imagi- 
naires  complexes  sont  représentées  par  les  rayons  intermé- 
diaires de  tous  les  cercles  qu'on  peut  tracer  dans  le  plan  des 
axes  autour  de  l*  origine  0.  Et  il  apparaît  ainsi  que  la  forme 
générale  des  quantités  est,  au  point  de  vue  où  nous  nous  pla- 
çons, la  forme  imaginaire, 

870.  Le  segment  OM,  transporté  parallèlement  à  lui-même 
en  (oiJL  {fig.  22),  co  étant  la  nouvelle  origine,  représente  la 
même  expression  imaginaire,  puisque  ce  transport  n'altère  ni 
le  module  ni  l'argument . 

Deux  segments  rectilignes  de  môme  longueur,  de  mémo 
direction  et  de  même  sens,  c'est-à-dire  deux  segments  paral- 
lèles, égaux  et  de  même  sens^  représentent  donc  deux  imagi- 
naires égales;  et  réciproquement.  (Les  modules  sont  alors 
égaux;  les  arguments  sont  égaux  ou  diffèrent  d'un  nombre 
exact  de  circonférences.) 

871.  Si  Ton  prolonge  OM  en  sens  inverse  suivant  OM' 
(flg.  22),  on  augmente  de  tt  l'argument  a,  et  l'expression 
imaginaire  représentée  par  OM'  est 

/•[cos{7:  -I-  a)  -h  isin  (tt  -h  a)]  —  r(  —  cosa  —  /sina), 

c'est-à-dire  qu'elle  est  égale  et  de  signe  contraire  à  celle 
représentée  par  OM. 

D'une  manière  générale,  deux  imaginaires  égaies  et  de 
signes  contraires  sont  donc  représentées  par  deux  segments 
parallèles,  égaux  et  de  sens  contraires. 

872.  Si  l'on  considère  (Jig.  22)  le  rayon  OMi,  symétrique 
du  rayon  OM  par  rapport  à  l'axe  xx\  l'argument  a  change  de 
signe,  et  Texpression  imaginaire  représentée  par  OMj  est 

/•  [cos  (  —  a)  -f-  isin  (  —  a)]  =  /•  (cosa  —  t  sina), 

c'est-à-dire  qu'elle  est  la  conjuguée  de  celle  représentée 
par  OM. 
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Deux  imaginaires  conjuguées  sont  donc  représentées  d'une 
manière  générale,  par  deux  segments  égaux,  également  incli- 
nés de  part  et  d'autre  de  l'axe  xx\ 

873.  La  grandeur  d'une  quantité  imaginaire  s'estime  par 
la  longueur  absolue  de  la  droite  OM  qui  la  représente,  c'est- 
à-dire  par  la  grandeur  même  de  son  module,  h-  ^a*-i-  6*  (820). 

Lorsque  le  module  s'annule,  il  en  est  de  même  de  la  quan- 
tité imaginaire,  qui  se  réduit  à  l'origine  0  dont  les  coordon- 
nées sont  n  uUes.  La  nullité  de  la  quantité  imaginaire  correspond 
donc  à  a  =  o,  ô  =  o  (867). 

87ii^.  Càuchy  a  appelé  quantité  géométrique  toute  droite 
donnée  en  grandeur  d'abord,  et  en  direction  ensuite,  en  par- 
tant de  l'une  de  ses  extrémités  dite  extrémité  initiale^  et  en 
marchant  vers  l'autre  extrémité  dite  extrémité  finale  j  de  sorte 
que  la  direction  ainsi  entendue  comprend  à  la  fois  la  direction 
et  le  sens. 

D'après  le  mode  de  représentation  que  nous  venons  d'indi- 
quer (869),  on  voit  que  les  quantités  géométriques  comprennent, 
dans  leur  ensemble,  les  quantités  réelles  et  les  quantités  ima- 
ginaires. 

Une  quantité  géométrique  étant  déterminée  par  son  mo- 
dule r  et  par  son  argument  a,  on  peut  la  représenter  commo- 
dément par  la  notation 

à  laquelle  correspond  la  dénomination  souvent  employée  de 
vecteur. 

Les  quantités  géométriques  jouissent  de  propriétés  impor- 
tantes qu'on  peut  démontrer  facilement  {Géom.y  Questions 
proposées,  n*  235),  dont  on  retrouve  l'emploi  dans  toutes  les 
'branches  concrètes  des  Sciences  mathématiques,  et  que  nous 
allons  appliquer  aux  opérations  sur  les  quantités  imaginaires 
fîgurées  géométriquement. 

Addition  et  sonstraction. 

875.  Soient  les  deux  quantités  imaginaires  a -h  bi,  a' -h  b'i, 
représentées  géométriquement  {fig.  23)  par  OA  et  OB.  Trans- 
portons le  segment  OB  parallèlement  à  lui-même  en  AD,  il 
représentera  toujours  la  même  quantité  imaginaire  (870). 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  57 

Considérons  maintenant  le  segment  OD,  résultante  des 
segments  OA  et  OB  qui  sont,  réciproquement,  ses  compo^ 
santés  {loc.  cit.).  D'après  un  théorème  connu  {Trigon.,  W),  la 
projection  de  OD  sur  chacun  des  axes  xx\  yf  est  la  somme 

Fig.  23. 


des  projections  de  OA  et  de  AD  ou  de  OA  et  de  OB  (  Tri- 
gon,,  hS)  sur  les  mêmes  axes.  La  projection  de  OD  étant 
ainsi  égaie  à  a  4-  a'  sur  Taxe  xœ'  et  à  b-^  b'  sur  Taxe  yy\ 
OD  représente  (868)  la  quantité  imaginaire 

{a-\-a')'h{b'i-b')i, 

c'est-à-dire  (811)  la  somme  des  imaginaires  proposées. 

Pour  ajouter  géométriquement  deux  quantités  imaginaires, 
on  n'a  donc  qu'à  former  le  triangle  OAD  ou  le  parallélogramme 
OADB  de  ces  imaginaires  :  leur  somme  est  alors  représentée 
par  le  côté  OD  du  triangle  ou  par  la  diagonale  OD  du  paral- 
lélogramme. (C'est  le  théorème  du  triangle  ou  du  parallélo- 
gramme des  imaginaires,  analogue  au  théorème  du  triangle 
ou  du  parallélogramme  des  vitesses  ou  des  forces  en  Méca- 
nique.) 

Si  Ton  remarque  que,  dans  le  triangle  OAD,  le  côté  OD  est 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres  et  plus  grand  que 
leur  différence,  on  arrive  immédiatement  à  ce  résultat,  déjà 
connu  :  le  module  de  la  somme  de  deux  quantités  imaginaires 
est  compris  entre  la  somme  et  la  différence  des  modules  des 
parties  (840). 

876.  On  peut  étendre  immédiatement  les  considérations 
précédentes  à  l'addition  d'un  nombre  quelconque  de  quantités 
imaginaires. 


58 


ALGEBRE    SUPÉRIEURE. 


Si  Ton  a  à  ajouter  des  quaniités  imaginaires  représentées 
géométriquement  par  OA,  OA',  OA",  OA'^  (fig.  a4),  on  n'a 
qu'à  former  le  contour  polygonal  OABCD,  dont  les  côtés  leur 
sont  respectivement  égaux,  parallèles  et  de  môme  sens.  La 

Fig.  i\. 


3C' 


A"h 


droite  OD  qui  ferme  ce  contour,  résultante  des  quantités 
géométriques  proposées,  représentera  géométriquement  la 
somme  des  imaginaires  correspondantes.  (C*est  le  théorème 
du  polygone  des  imaginaires.) 

La  droite  OD  étant  au  plus  égale  à  la  somme  des  côtés  du 
contour  OABCD,  on  voit  que  le  module  d'une  somme  ne  peut 
iamais  surpasser  la  somme  des  modules  des  parties  (840). 

877.  La  soustraction  élant  Topération  inverse  de  Taddition, 
il  est  facile  de  construire  géométriquement  la  différence  de 
deux  quantités  imaginaires. 

Fiç.  î5. 


y 


!     n 


/ 


u 


a' 


0 


y 


X 


Soient  ces  quantités  représentées  {fig.  25)  par  OD  et  par 
OB  :  on  veut  retrancher  la  seconde  de  la  première. 
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Si  Ton  ajoute  à  OD,  d'après  la  règle  précédente  (875),  la 
quantité  imaginaire  —  OB,  en  prenant  le  segment  DA  égal  et 
parallèle  à  OB,  mais  de  sens  contraire  (871),  la  résultante  OA 
représentera  la  différence  cherchée;  car,  si  Ton  ajoute  à  OA 
la  quantité  soustraite  OB,  en  prenant  AD  égal  et  parallèle  à 
OB,  et  de  méme*sens,  on  retrouve  OD  comme  résultante  ou 
comme  somme. 

Hultiplication  et  division. 

878.  Nous  avons  vu  (841, 8^2)  que  le  produit  ou  le  quotient 
de  deux  quantités  imaginaires  a  pour  module  le  produit  ou  le 
quotient  de  leurs  modules  et,  pour  argument,  la  somme  ou 
la  différence  de  leurs  arguments. 

Supposons  d'abord  que  OA  et  OB  {fig.  26)  représentent 
géométriquement  deux  quantités  imaginaires  à  multiplier 
Tune  par  Tautre.  Voici  quelle  sera  la  représentation  géomé- 
trique de  leur  produit. 

Fig.  26. 


r 


y 

Le  multiplicateur  devant  toujours  être  considéré  comme 
abstrait,  on  multipliera  la  longueur  OA  par  le  nombre  abstrait 
qui  mesure  la  longueur  OB.  On  obtiendra  ainsi  une  longueur 
OC,  comptée  spr  OA  à  partir  du  point  0.  Il  restera  h  faire 
tourner  la  longueur  OC  d'un  angle  COD  égal  à  Tangle  ^OB, 
et  OD  représentera  géométriquement  le  produit  OA.OB. 

Cette  construction  s'étend  évidemment  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  facteurs. 

Si  Ton  emploie  la  notation  indiquée  (874)  et  si  l'on  pose 

OA  =z  /•«,        OB  =  /v, 
on  a,  évidemment, 

OD  =  (/•/•' )a4.a'. 
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879.  Si  Ton  a  à  multiplier  les  deux  imaginaires  conjuguées 
représentées  {fig.  27)  par  OB  et  OBi  (872),  comme  leurs 
modules  sont  égaux,  on  obtient  d'abord  sur  OB  une  longueur 
OC  correspondant  au  carré  du  nombre  qui  mesure  OB.  Puis, 


il  s'agit  de  faire  tourner  OC  de  Tangle  négatif  ^OB,;  ce  qui 
ramène  cette  longueur  sur  Ox.  Le  produit  de  deux  imagi- 
naires conjuguées  est  donc  le  carré  positif  de  leur  module 
commun  (820). 

880.  La  division  étant  l'opération  inverse  de  la  multiplica- 
tion, si  Ton  a  à  diviser  l'imaginaire  représentée  par  OD  par 
l'imaginaire  représentée  par  OB  {fig*  36),  on  divisera  d'abord 
]a  longueur  OD  par  le  nombre  abstrait  qui  mesure  la  longueur 
OB,  et  l'on  obtiendra  comme  quotient  une  certaine  longueur 
(qui  sera  égale  à  OA),  comptée  sur  OD  à  partir  du  point  0.  Il 
restera  à  faire  tourner  cette  longueur,  dans  le  sens  négatif, 
d'un  angle  égal  à  l'angle  a^OB,  et  l'on  retombera  sur  OA  comme 
représentation  géométrique  du  quotient  de  OD  par  OB. 

Puissances  et  racines. 

881.  Ce  qu'on  vient  de  dire  pour  la  multiplication  d'un 
nombre  quelconque  de  facteurs  (878)  s'applique  nécessaire- 
ment à  toute  puissance  entière  et  positive  d'une  quantité 
imaginaire.  On  arrive  ainsi,  dans  cette  hypothèse,  à  la  repré- 
sentation géométrique  de  la  formule  de  Moivre  (843) 

[r(cosa4-  /sina)]"*=  /'"(cosma  4-  /sin/na). 

882.  Si  l'on  veut,  en  particulier,  former  les  puissances  de  «, 
on  sait  (869),  en  supposant  le  module  r  égal  à  l'unité,  que  i 
est  représenté  par  une  longueur  OB  {fig,  28),  égale  à  l'unité, 
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et  portée  sur  la  .partie  positive  de  Taxe  yy\  puisque  Targu- 

ment  correspondant  est  -  • 

Pour  multiplier  <par  i^  il  faut  alors  porter  la  môme  longueur 
égale  à  l'unité  perpendiculairement  à  OB,  afin  d'ajouter  les 
arguments;  ce  qui  donne  l'^zOA'^:— i. 

Fig.  a8. 


On  obtient  de  même  i»=OB'  =  — t  et  /*=:0A  =4-1.  Et 
ces  résultats  se  reproduisent  indéfiniment,  d'une  manière  pé- 
riodique (826). 

883.  m  étant  entier  et  positif,  pour  obtenir  géométrique- 
ment la  puissance  m  de  l'imaginaire  représentée  par  OAi  =  r^, 
on  peut  opérer  comme  il  suit. 

Soit  {fig'  29)  01  l'unité  positive  mesurée  sur  Qa\  Con- 

Fig.  29. 


0 


y 


struisons  sur  OAi  un  triangle  OAjAz,  semblable  au  triangle 
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OlÂi,  les  côtés  homologues  dans  les  deux  triangles  étant  OAt 
et  01.  Construisons  successivement,  dans  les  mêmes  condi- 
tions, les  triangles  OAtA,,  0AsA4y  ...,  tous  semblables  au 
premier  triangle  01A|.  Il  est  clair,  pour  OA4  par  exemple, 
que  rargument  xOAi,  est  égal  à  ^sc.  On  a,  de  plus, 

01       OAi       OA,       OA, 


OA4 


•  9 


OAi  ""  OA,  ~  OA3 

et  il  en  résulte 

OA,=  (Mt*=(ra)S 
OA,=  OA,.OAi  =(/'«)», 
0A4-^0A,.0A,=:(r«)S 

884-.  Nous  avons  vu  (846)  que  Texlraclion  delà  racine  m'*™* 
d'une  quantité  imaginaire  correspond  à  la  formule 


V^/-(cosa -h  fsma)  =:  v^/l  cos 


ism 19 

m 


-") 


et  que  celte  racine  w'«"»«  présente  m  valeurs  distinctes  qu'on 
obtient  en  donnant  à  l'entier  k  les  m  valeurs  o,  1,2,  . . . ,  m  —  i , 

Il  est  facile  de  figurer  géométriquement  ces  m  valeurs  de 
la  racine  m'*"*. 

On  n'a  qu'à  décrire  un  cercle,  de  Torigine  0  comme  centre, 
avec  "s/r  comme  rayon  (/e^.  3o);  puis,  à  prendre  d'abord,  à 


Am— I 


partir  de  son  point  d'intersection  A  avec  Ox,  un  premier  arc 


a 


AAo  égale  à  — 


m 


Cela  fait,  on  divise,  à  partir  de  Ao,  la  circonférence  en  m 


P3— -■»—»- 
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parties  égales  AoAj,  Ai  Aj,  AjAa,  . . .,  A,„_iAo.  Il  est  évidenl, 
d'après  ce  qui  précède,  que  les  rayons  qui  aboutissent  aux  m 
points  de  division  A©,  Ai,  Aj,  A3,  . . . ,  A,»-!,  représentent  res- 

peclivement  les  m  racines  de  même  module  sjr  et  d'argu- 
ments successifs  (846) 


m 


1 j H  -^-  5 

m        m        m        m 


m  m 


Interprétation  des  solutions  imaginaires. 

885.  Nous  terminerons  ce  sujet  en  remarquant  que  le 
mode  de  représentation  géométrique  des  quantités  imagi- 
naires permet  de  les  interpréter  comme  solutions  des  pro- 
blèmes, en  entendant  Ténoncé  primitif  dans  un  sens  plus  gé- 
néral, comme  on  Ta  fait  d'ailleurs  dans  le  cas  des  solutions 
négatives. 

Pour  en  donner  un  exemple  simple,  reportons-nous  au 
problème  de  la  moyenne  et  extrême  raison  {Alg,  élém,^  256). 

Lorsqu'on  place,  sur  la  droite  donnée  AB  =  a  qu'on  veut 
partager  en  moyenne  et  extrême  raison,  le  point  de  division  C 


entre  les  points  A  etB  {fig.  3i),  en  posant  AC  =  x,  l'équation 
du  problème  est 


;r*=a(a  —  x) 
et  l'on  trouve  pour  racines 


ou 


x^-^ax  —  a*r=o. 


2        2  '^ 
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L'une  est  positwe  et  répond  au  point  C;  Tautre  est  négative, 
elle  s'interprète  comme  à  Tordinaire  et  répond  à  un  point  C! 
situé  à  gauche  de  BA  ou  du  point  A. 

Si  Ton  essaye  de  placer  le  point  de  division  en  Cy  à  droite 
de  AB  ou  du  point  B,  Téquation  du  problème  devient 

x^z=ia{x  —  a)         ou         x^ — ad?-ha*=:o, 

et  Ton  trouve  pour  racines  les  deux  imaginaires  conjuguées 

a       .a  /x- 

2  2^ 

Ce  résultat  indique  Timpossibilité  de  répondre  à  la  question 
telle  qu'elle  a  été  posée,  impossibilité  évidente  a  priori,  puisque 
C'A  surpasse  à  la  fois  AB  et  C'B. 

Pour  aller  plus  loin,  construisons  les  deux  racines  imagi- 
naires (867,  868),  en  prenant  le  point  A  pour  origine  et  la 
droite  AB  pour  axe  xx'.  Cette  construction  sera  facile,  puisque 

a   f 

-  yS  est  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  cercle 

de  rayon  -  • 

Par  le  point  I,  milieu  de  AB,  élevons  donc  à  Taxe  xx'  une 

perpendiculaire,  sur  laquelle  nous  marquerons,  de  part  et 

a    /~ 
d'autre  du  point  I,  des  longueurs  ly  =:  Iyi=  -  y/3,et  les  deux 

imaginaires  conjuguées  seront  représentées  par  les  longueurs 


3<?* 


11  en  résulte  que  les  points  symétriques  y  et  y^  sont  les 
sommets  des  deux  triangles  équilatéraux  symétriques,  que 
Ton  peut  construire  sur  AB,  dans  le  plan  considéré. 

Pour  pouvoir  accepter  les  solutions  ou  les  points  imagi- 
naires, y  et  yi,  il  suffit  donc  de  modifier  l'énoncé  primitif,  en 
disant  que  Ton  veut  trouver,  dans  un  plan  passant  par  AB, 
soit  sur  cette  droite,  soit  en  dehors  de  cette  droite^  un  point 
dont  la  distance  au  point  A  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  sa  distance  au  point  B  et  la  droite  AB. 

On  a  bien,  en  effei,  puisque  Ay  —  y  B  =  a, 

Ây'^^AB.yB. 
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On  peut  mettre  les  deux  racines  imaginaires  sous  la  forme 
trigonométrique  (836) 

xmzaf-dz/— 1  =  af  COS-5  ±  isin-s  j, 

et  l*on  voit  que,  si  l'on  fait  tourner  le  plan  de  la  figure  autour 
de  la  droite  AB,  le  problème  de  la  moyenne  et  extrême  raison 
n'a  que  les  deux  solutions  réelles  répondant  aux  points  C  et 
C\  tandis  qu'il  admet  un  nombre  illimité  de  solutions  imagi- 
naires. Ces  solutions  imaginaires  sont  représentées  par  les 
génératrices  d'un  cône  de  révolution  de  sommet  A,  dont  Taxe 
est  la  droite  AB  et  dont  la  base  est  le  cercle  décrit  sur  yyi 
comme  diamètre,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  AB.  ' 


«•*•• 


De  c.  —  Cours.  IV. 
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CHAPITRE  V. 

DES  FONCTIONS  DE  VARIABLES  IMAGINAIRES. 


Définitions  et  notions  préliminaires. 

886.  Les  définitions  données  précédemment  relativement 
aux  fonctions  (/ipdO  et  suiv.,  kk6  et  suiv.)  s'appliquent  aux  cas 
où  la  variable  indépendante  reçoit  des  valeurs  imaginaires. 

Si  z  est  la  variable  indépendante,  réelle  ou  imaginaire, 
toute  fonction  entière  de  s  est  un  polynôme  de  la  forme 

F(-5)  =11  Ao:s'«-+- A,i;'«-»-4-A,s"*-'-+-. .  .-h  A;„_,^  +  A, 


^my 


m  représentant  un  entier  positif  et  Ag,  A,,  Ai,  . . .,  A^y  des 
nombres  constants,  réels  ou  imaginaires,  mais  indépendants 
de  z. 

Le  quotient  de  deux  pareilles  expressions  est  une  fonction 
rationnelle  de  z,  à  laquelle  on  donne  souvent  le  nom  de  frac- 
tion rationnelle. 

Toute  racine  d'une  fonction  rationnelle  de  z  constitue  une 
fonction  irrationnelle  de  la  même  variable. 

Ces  différentes  fonctions  sont  dites  algébriques. 

Toutes  celles  qui  ne  rentrent  pas  dans  les  défmitions  pré- 
cédentes sont  qualiQées  de  transcendantes. 

887.  Lorsqu'on  remplace,  dans  une  fonction  algébrique 
u—.(f{z),  la  variable  z  par  une  expression  imaginaire 

nous  avons  démontré  (811  et  suiv.)  qu'on  obtient  toujours 

pour  résultat  une  expression  de  même  forme.  On  peut  donc 

écrire 

£/=:  (p(a?  -^yi)  =  P  4-  Qi, 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  réelles  de  a?  et  de  y. 
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On  peut  mettre  Timaginaire  ^  +  7/ sous  la  forme  trigono- 
métrique  (836),  en  posant 

a?:=rcos«,        j^irsina, 

de  manière  à  avoir 

z  -=.  r(cosa  +  <:  sina). 

Dans  cette  hypothèse,  P  et  Q  sont  des  fonctions  réelles  des 
variables  r  et  a.  On  peut  d'ailleurs  écrire  aussi 

M  =  P4-  Qi  =  p(cosw-l-  {'sino)), 

le  module  p  et  l'argument  &)  dépendant  de  r  et  de  a. 

D'après  le  double  mode  de  représentation  géométrique 
indiqué  précédemment  (867,  868),  à  chaque  valeur  de  z  ré- 
pond un  certain  point  du  plan  où  l'on  a  tracé  les  axes  rectan- 
gulaires xx'  Qi^y;  et  les  coordonnées  de  ce  point  détermi- 
nent les  valeurs  correspondantes  de  P  et  Q,  c'est-à-dire,  en 
général,  la  valeur  de  la  fonction  9  pour  la  valeur  attribuée  à  z. 

Si  a:  et/  ou  r  et  «  varient  d'une  manière  continue  (456), 
le  point  déterminé  par  chaque  valeur  de  z  décrit  une  cer- 
taine courbe  dans  le  plan  xOy,  et  l'on  dit  que  z  varie  d'une 
manière  continue. 

Sî,  dans  ce  cas,  les  valeurs  de  la  fonction  u  varient  égale- 
ment d'une  manière  continue  (et  sans  ambiguïté),  ce  qui 
exige  que  cette  même  condition  soit  remplie  parles  quantités 
P  et  Q  ou  p  et  &>,  la  fonction  u  est  continue  dans  Tintervalle 
considéré.  Le  point  (z)  décrivant  une  courbe  dans  le  plan 
xOy,  le  point  {u)  décrit  alors  une  autre  courbe  dans  le  même 
plan  ou  dans  tout  autre  plan  auquel  on  veuille  rapporter  ses 
coordonnées  P  et  Q. 

888.  Il  est  nécessaire  d'examiner  spécialement  le  cas  où,  la 
fonction  proposée  étant  s'",  m  est  un  exposant  fractionnaire 

à  termes  entiers  de  la  forme  -  • 

On  a,  dans  cette  hypothèse,  en  désignant  par  k  un  entier 
quelconque, 

5  =  r(cosa4-f  sina)  =  r[cos(a4-2Â:7r)  H-  isin(a  4- 2^-7:)]; 
puis,  par  la  formule  de  Moivre  (843  et  suiv.)  et  ^  pouvant  lou- 
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jours  ôtre  supposé  positif, 

Pour  chaque  syslème  de  valeurs  attribuées  à  relh  a,  c'est- 

p 
à-dire  pour  chaque  valeur  de  z,  la  fonction  5"»  ou  z*f  sera  sus- 
ceptible de  q  valeurs  distinctes  qu'on  obtiendra  en  donnant  7 
valeurs  successives  à  l'entier  A- (8^6),  par  exemple,  les  valeurs 
o,  I,  2,  ...,  q—i.  Il  en  résulte  que,  à  une  valeur  déterminée 
de  la  variable,  ne  répond  pas  une  valeur  déterminée  de  la  fonc- 
tion. La  fonction  complexe  5"*  n'est  donc  pas  complètement 
déQnie,  lorsque  m  est  fractionnaire. 

889.  Quand  on  suppose/  — o  dans  la  fonction  complexe 

on  obtient  la  fonction  réelle  o{^t).  Il  faut  donc  que  la  fonc- 
tion complexe  ne  soit  que  la  généralisation  de  cette  fonction 
réelle  et  qu'elle  jouisse  de  ses  propriétés  caractéristiques. 
Les  déilnitions  adoptées  devront  donc  nécessairement  se 
prêter  à  cette  généralisation,  de  manière  que  les  propriétés 
générales  des  fonctions  réelles  appartiennent  également  aux 
fonctions  complexes  correspondantes.  C'est  là  une  remarque 
qu'il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue. 

Pour  pouvoir  passer  commodément  des  fonctions  réelles 
élémentaires  aux  fonctions  complexes  de  même  espèce,  nous 
étudierons  d'abord  les  séries  dont  les  termes  sont  imagi- 
naires. 

Des  séries  à  termes  imaginaires. 

890.  Nous  ferons  observer  en  premier  lieu  que  la  fonction 
représentée  ou  définie  par  une  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  la  variable,  réelle  ou  imaginaire, 
est  véritablement  une  fonction  transcendante,  puisque  la  dé- 
finition d'une  fonction  entière  exige  que  le  polynôme  corres- 
pondant ait  un  nombre  limité  de  termes  (350). 

Cela  posé,  voici  comment  on  définit  la  convergence  d'une 
série  à  termes  imaginaires. 

Admettons  que  les  termes  d'une  série  soient  de  la  forme 
générale  u  h-  *»/,  uei  v  étant  des  quantités  réelles.  Si  les  deux 


r 
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séries  à  termes  réels 

(2)  i'o»     <'l,     t'î,     .■■,     ^n-lf     <'«,     .... 

sont  convergentes  et  ont  respectivement  pour  ^sommes  S  et  T, 
on  dit  que  la  série  à  termes  imaginaires 

est  convergente  et  qu'elle  a  une  somme  égale  à  Texpression 
imaginaire  S  +  T/. 

Si  les  séries  (i)et  (2)  ne  sont  pas  toutes  deux  convergentes^ 
la  série  (3)  est  considérée  comme  divergente  (ou  indéter- 
minée). 

On  voit  que  Tétude  d'une  série  imaginaire  est  ainsi  ramenée 
à  celle  de  deux  séries  réelles. 

Le  théorème  suivant  permet  souvent,  en  revenant  à  la 
forme  trigonométrique,  de  se  borner  à  Texamen  d'une  seule 
série  à  termes  réels. 

Il  est  entendu  d'ailleurs  (889)  que  les  théorèmes  relatifs 
aux  séries  imaginaires  s'appliquent  aux  séries  réelles. 

891.  1.  Lorsque  les  modules  des  termes  d'une  série  forment 
une  série  convergente,  la  série  proposée  est  elle-même  conver- 
gente. 

On  peut  toujours  mettre  le  terme  général  u^  de  la  série 
donnée  sous  la  forme 

r„  (  cos  a„  H-  i  sin  a„  ), 
de  sorte  que  cette  série  devient 

ro(cosaoH-  isinao)  -+-ri(cosai+  isinai) 

-h  /*ï(cosa,-f-  «sinaO 


-V-rn(COS(Xn-}-  iSÏïKXn) 
4- 

Or,  si  la  série  des  modules 

(1)  ro-+-  Tj-f-  r,-}-. .  .4-r„-i-. . . 

est  convergente,  il  est  clair  que  les  deux  séries 

2)     rocosao+  r,cosai4-  r,cosai4-. .  .-+-r„cosa„4-. . ., 
(3)     Tp  sinao-4-r,  sinai-4-  risinai-h. .  .-h  r„sina;>4-. . ., 


H.' 


t 


\k 
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le  sont  a  fortiori  (367,  V,  VI).  Par  suite,  la  série  proposée 
Test  aussi  (890). 

892.  II.  Lorsque  la  série  des  modules  est  divergente,  on 
reste  dans  le  doute  sur  la  convergence  de  la  série  correspon- 
dante, 

• 

En  effet,  la  série  (i)  [891]  étant  divergente,  ses  termes  peu- 
vent ou  non  tendre  indéfiniment  vers  zéro  (363). 

Dans  le  premier  cas,  il  n'est  pas  impossible  que  les  séries 
(2)  et  (3)  [891]  soient  convergentes,  puisque  leurs  termes 
peuvent  n'être  pas  de  même  signe  et  que  ces  termes  tendent 
d'ailleurs  indéfiniment  vers  zéro  (362).  On  reste  donc  dans  le 
doute  à  l'égard  de  la  série  proposée. 

Dans  le  second  cas,  les  séries  (2)  et  (3)  ne  peuvent  être 
toutes  deux  convergentes  (362);  car,  si  r^  ne  tend  pas  vers 
zéro,  il  est  impossible  {Trigon.)  que  les  termes  r^cosa»  et 
résina»  y  tendent  à  la  fois.  La  série  proposée  est  donc  alors 
divergente  (ou  indéterminée)  [890]. 

893.  III.  Multiplication  des  séries.  —  Soient 

(1)  Wq,    M],    M2,     ...,    U„-if    M,j,     ..., 

(^*)  <'o»    ^^»    ^'a*    •••»    <'/i-i»    ^'/t> 


■     • 


deux  séries  convergentes,  réelles  ou  imaginaires,  ayant  res- 
pectivement pour  sommes  U  et  V.  Si  les  deux  séries  sont 
réelles,  on  suppose  qu'elles  demeurent  convergentes  lors- 
qu'on ne  considère  que  les  valeurs  absolues  de  leurs  termes. 
Si  les  deux  séries  sont  quelconques,  on  admet  que  les  modules 
de  leurs  termes  forment  des  séries  convergentes. 
Cela  posé,  la  série 

dont  le  terme  général  t^  a  pour  expression 

(4)      /„=  Moi',» -h  Wit^n-i-^-  Wît^n-l  +  .  .  .-4-  "«-li'i  +  "«i^o» 

est  alors  convergente  et  a  pour  somme  T  le  produit  UV  des 
sommes  des  deux  séries  considérées, 

i<*  Supposons  d'abord  réelles  les  séries  (i)  et  (a)  et  admet- 
tons que  leurs  termes  soient  tous  positifs. 

Représentons  par  U„ ,  V^jT^,  comme  à  l'ordinaire,  les  sommes 
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respectives  des  n  premiers  termes  dans  chacune  des  séries 
(i),  (a),  (3).  Nous  aurons 

U„=r  «0-4-  «,  -f-  U^-\-  .  .  .-^  W„_j-f-  ««-I, 
V„  -  i'o  -H  r,  -h  ('î  -t  .  .  .  h  (^._3  -h  i'«_,, 
Tn  ^^  ^0    "+~  ^l   ^-  ^2   -5-   •  .  ■  -H-  ^«— î    -h  ^«-1, 

OU,  d'après  la  condition  (4), 

-4-  (  Mo  <'«-!  -I-  Wi  ï^,,_2  4-  //,  t>n^j  -f-   .  .  .  -h  Z/„-i  Tq  /'• 

Le  produit  U«V„  renferme  évidemment  tous  les  termes  de  ï«, 
plus  d'autres  termes  positifs.  On  a  donc 

U  V   >T 
D'autre  part,  si  Ton  désigne  par  k  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  -  (lequel  sera  -  si  /i  est  pair  et si  n  est  im- 

pair),  il  est  clair  que  tous  les  termes  du  produit  U;tVjfc  sont 
contenus  à  leur  tour^  avec  d'autres  termes  positifs,  dans 
T«  (*),  de  sorte  qu'on  a  aussi 

U,-V;,<T,,. 

Hais  k  tend  vers  l'infini  en  même  temps  que  n.  Par  suite,  si 

Ton  fait  tendre  n  vers  l'infini,  1}^  et  U^  tendront  vers  leur 

limite  commune  U,  de  môme  que  V^  et  V>t  vers  leur  limite 

commune  V.  La  somme  T^  demeure  donc  comprise  entre 

deux  produits  qui  convergent  l'un  et  l'autre  vers  la  même 

limite  UV,  lorsqu'on  fait  croître  n  indéfiniment.  Il  en  résulte 

nécessairement 

T=iliml\=ilJV. 

2»  Les  séries  (i)  et  (2)  étant  toujours  réelles  et  conver- 
gentes, admettons  qu'elles  aient  des  termes  positifs  et  des 
termes  négatifs,  mais  qu'elles  restent  convergentes  quand  on 
prend  tous  leurs  termes  positivement. 

(*)  Pour  n  ~  5f  par  exemple,  il  faut  faire  k  —  2,  et  l'on  a,  à  la  fois, 
et 


IS-. 
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On  a,  d'après  ce  qui  précède  (i**), 


u„  y„  -  T, 


(5) 


I   ^n 


Un-l^n-ï  ■+-  (Wn-l<'/i-2-H  W/i-J<'«-l) 


car  on  peut  remarquer  que,  dans  la  valeur  de  T»,  les  diffé- 
rents produits  sont  tous  ceux  où  les  indices  de  «  et  de  c.  ont 
une  somme  variant  de  o  à  /i  —  i,  tandis  que,  dans  la  valeur  de 
U„V;„  les  différents  produits  sont  tous  ceux  où  les  indices  de 
il  et  de  c'  ont  une  somme  variant  de  o  à  2  /i  —  2. 

Nous  venons  d'ailleurs  de  démontrer  (i*)  que,  lorsque  les 
séries  (i)  et  (2)  ont  tous  leurs  termes  positifs,  la  différence 
Vn^n  —  '^n  tcnd  vors  zéro  à  mesure  que  n  croît  indéfiniment. 
La  limite  du  second  membre  de  Tégalité  (5)  étant  ainsi  zéro 
lorsqu'on  prend  positivement  tous  les  termes  des  séries  (i) 
et  (2),  cette  limite  restera  telle  (389),  lorsqu'on  rendra  aux 
termes  négatifs  des  deux  séries  le  signe  moins  qu'ils  possèdent 
en  réalité.  De  plus,  les  séries  (i)et(2)  étant  toujours  conver- 
gentes, Urt  et  \n  présenteront  toujours,  pour  /i  =  oo,  des 
limites  déterminées  U  et  V,  de  sorte  que  de 


on  déduira  encore 


lim(U„V„-T«)=L.o 


Tr=UV. 


11  ne  faut  pas  oublier  que  la  démonstration  que  nous  venons 
de  donner  repose  expressément  sur  la  condition  que  les 
séries  (i)  et  (2)  demeurent  convergentes,  lorsqu'on  prend 
tous  leurs  termes  positivement. 

3<>  Supposons,  enfin,  les  séries  (i)  et  (2)  imaginaires  et 
convergentes,  et  admettons  que  les  séries  formées  par  les 
modules  de  leurs  termes  soient  aussi  convergentes. 

Représentons  par 


(i  bis) 
(2  bis) 


^Qy    'l>    'î?     •••»    ^n—if    ^nj     •  •  •  ■> 
^0>     ^1>     '^î)      •  •  •»    ^n  —  \)    ^/if     •  •  •» 


les  séries  convergentes  et  de  sommes  R  et  S,  formées  par  les 
modules  des  termes  des  séries  (i)  et  (2),  et  par 


i^bis) 


Vof    ^1>    "2»     •  •  •»    ^n—i9    ^ny     •  •  •> 


n 
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la  série  dont  le  lerme  général  a  pour  expression 

D'après  ce  qui  précède  (i°),  la  série  (  3  bis)  est  aussi  conver- 
gente,  et  elle  a  pour  somme  6  le  produit  RS  des  sommes 
des  séries  (i  bis)  et  (a  bis). 

Désignons  respectivement  par  U^,  V^,  T^,  les  sommes  des 
n  premiers  termes  des  séries  (i),  (2),  (3),  et  par  R^,  S»,  0^,  les 
sommes  des  n  premiers  termes  des  séries  (1  bis),  {2  bis),  (3  bis). 

Nous  aurons,  à  la  fois,  en  appliquant  l'égalité  (5)  [2'']  aux 
deux  groupes  de  séries  considérés, 


(5  bis) 


Comme  le  module  d'un  produit  est  égal  au  produit  des 
modules  des  facteurs  (821,  841),  le  second  membre  de 
l'égalité  (5  bis)  est  la  somme  des  modules  des  termes  qui 
composent  le  second  membre  de  l'égalité  (5).  Or,  le  module 
d'une  somme  étant  inférieur  ou  au  plus  égal  à  la  somme  des 
modules  des  parties  (8i0),  et  le  second  membre  de  l'égalité 
(5  bis)  tendant  vers  zéro  par  hypothèse  quand  n  croît  indéfi- 
niment, le  module  du  second  membre  de  l'égalité  (5)  tend 
aussi  nécessairement  vers  zéro;  ce  qui  entraîne,  à*  la  limite, 
la  nullité  du  premier  membre  de  cette  égalité  (820,873).  On 

a  donc  encore 

T  =  UV. 

8%.  IV.  Des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières, 
positives  et  croissantes  de  la  variable.  —  Etant  donnée  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et 
croissantes  d'une  variable  imaginaire,  on  peut  s'assurer  de  sa 
convergence  comme  il  suit  : 

Il  est  évident  d'abord  que,.«  l'on  multiplie  les  termes  d'une 
série  imaginaire  convergente,  à  termes  positifs,  par  des 
nombres  positifs  inférieurs  à  un  nombre  déterminé  A,  on 
obtient  une  nouvelle  série  convergente. 

Car,  soit 

«0  -H  «1  4-  Wj  4-  . . .  4-  W;,  4-  .  . . 


r*' 


1  »••• 
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la  série  proposée»  dont  la  somme  des  n  premiers  termes 
est  Sn  el  dont  la  limite  est  S.  Si  Ton  désigne  par  a^y  a^y  a,,  . . . , 
^„,  . . . ,  des  nombres  positifs  moindres  que  A,  la  nouvelle  série 
sera 

«0  "o  -^  ^i  "i  4-  aj  w,  -h  . . .  4-  fl/i  W/t  -h  ...  ; 

si  Ton  représente  par  S^  la  somme  de  ses  n  premiers  termes, 

on  a 

S;<AS«    ou    S;<AS, 

quel  que  soit  n.  La  seconde  série  a  donc  une  limite  et  est 
convergenle. 

Cela  posé,  si,  pour  une  valeur  de  la  variable,  dont  le 
module  est  /*,  les  modules  des  termes  d'une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  cette 
variable,  demeurent  inférieurs  à  un  nombre  déterminé  A,  la 
série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable 
dont  le  module  est  moindre  que  r. 

En  effet,  soit  la  série 

(i)  «0  -t-  a,x;  -»-  a,-s*  -h  ûEj^'  4-  .  . .  -H  a„5"  4-  .  .  ., 

où  z  est  la  variable  imaginaire  et  où  a^,  aj,  a,,  . . .,  a„^  . . ., 
sont  des  constantes  réelles  ou  imaginaires.  Appelons  /'o,  ^i, 
/•„  . . .  /•„,  . . . ,  les  modules  de  ces  constantes.  On  suppose  que, 
le  module  de  la  valeur  donnée  à  z  étant  r,  les  modules  des 
termes  de  la  série  (i),  qui  forment  (821)  la  série 

(  2  )  /"o  -h  /•,  /•  -^  /'î  /•*  -f-  /'a  /•'  -4-  .  .  .  4-  r„  /•"  4-  .  .  . , 

sont  moindres  que  A.  Donnons  maintenant  à  la  variable  z  une 
valeur  dont  le  module  r'  soit  moindre  que  r.  La  série 


<')        -7 -(9'- (7) 


/' 


progression  géométrique  indéfiniment  décroissante,  sera  con- 
vergenle. Si  l'on  multiplie  alors  respectivement  les  termes 
de  la  série  (3)  par  les  termes  de  la  série  (2),  moindres  que  A 
par  hypothèse,  on  obliendra,  d'aprùs  la  remarque  préliminaire, 
une  nouvelle  série  convergenle 


(4)  /•o4-  r,r'4-  r,r'*4-  r^r'^  4-  . . .  4-  r«/ 


'In  _u 

I     •  *  •  1 


qui  sera  précisément  la  série  des  modules  des  termes  de  la 
série  (i),  pour  la  valeur  de  5  dont  le  module  eslr'.  La  série  (i) 


►■ 


r 


r 
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sera  donc  elle-même  convergente  pour  cette  valeur  de  z  (891) 
et  le  théorème  est  établi. 

On  n'aura  donc  qu'à  attribuer  à  la  variable  z  des  valeurs 
dont  le  module  aille  en  croissant  à  partir  de  zéro,  et  à  vérifier 
si  les  modules  des  termes  de  la  série  conservent  alors  des 
valeurs  finies,  c'est-à-dire  moindres  qu^un  certain  nombre 
déterminé.  Si  cette  dernière  condition  reste  toujours  remplie, 
la  série  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z.  Si  cette 
condition  n'est  remplie  que  jusqu'à  une  certaine  valeur  de  5, 
cette  valeur  est  une  limite  au  delà  de  laquelle  la  convergence 
de  la  série  n'existe  plus. 

Nous  allons  préciser  cette  notion  si  importante,  en  démon- 
trant dans  tous  ses  détails  le  théorème  extrêmement  remar- 
quable dû  à  Abel. 

895-  V.  Théorème  d'Abbl.  —  Une  série  étant  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  d'une 
variable  imaginaire  -s,  si  cette  série  est  convergente  (pu  diver- 
gente) pour  une  valeur  de  z  dont  le  module  soit  égal  à  r,  elle 
demeure  convergente  {ou  divergente)  pour  toute  valeur  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  {ou  supérieur)  à  r. 

Soit  la  série 

(  i)  ao-h  a^z  -{-  a^z*  -\-  a^z^  -h  .    .  4-  ««-'*  -h  .  . ., 

où  z  est  une  variable  imaginaire  et  où  «o»  ^u  ^2»  . . . ,  a„,  . . ., 
sont  des  constantes  réelles  ou  imaginaires. 

i«  Cette  série  étant  convergente,  par  hypothèse,  lorsque  le 
module  de  z  est  égal  à  r,  ses  termes,  à  mesure  que  n  augmente 
indéfiniment,  devront  tendre  vers  zéro  (362,890).  Il  en  sera 
donc  de  même  (820,  873)  de  leurs  modules 

Poi    pi'    Pî'     •  •  •  ï    p//»      .  .  •  . 

Désignons  par  M  le  plus  grand  de  ces  modules,  quantité  finie. 
Attribuons  maintenant  à  la  variable  z  une  valeur  Si  dont  le 
module  r,  satisfasse  à  la  condition 

r,  <  r. 

Nous  obtiendrons  une  nouvelle  série 


^ 
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qui  pourra  s'écrire 

(2  bis)    ( 

Si  nous  représentons  par  fx  le  module  du  rapport  ~,  égal  à 

-7  (84^2)  et  moindre  que  Tunité,  les  modules  des  termes  de  la 
série  ('2)  ou  (3  bis)  formeront  (Sil)  une  série 

(  3 )  po -t-  pi f^  -h  pî ft*  -f-  P3 fx»  -f- . . .  +  p,4fx'*  -h . .  . , 

dont  les  termes  seront  respectivement  inférieurs  à  ceux  de 
la  progression  indéfinie  décroissante 

La  série  (3)  est  donc  convergente  (367,  V),  et  il  en  est  de 
même,  par  conséquent,  de  la  série  (2)  [891]. 

2<>  La  série  (i)  étant  divergente,  par  hypothèse,  lorsque  le 
module  de  z  est  égal  à  r,  elle  est  divergente  pour  toute  va- 
leur Zi  de  la  variable  z^  dont  le  module  /'i  satisfait  à  la  con- 
dition 

En  eiîet,  si  la  nouvelle  série  était  alors  convergente,  elle  le 
resterait  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  ayant  un  mo- 
dule inférieur  à  r,  (1°),  et  en  particulier  pour  la  valeur  de  z 
dont  le  module  est  r,  ce  qui  est  contre  Thypothèse  admise. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 
Si  Ton  considère,  par  exemple,  la  série 

on  voit  qu'elle  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z 

dont  le  module  est  inférieur  à  i,  et  divergente  pour  toutes  les 

valeurs  de  z  dont  le  module  est  supérieur  à  i  (353,  891,  892). 

Pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  égal  à  l'unité, 

c'est-à-dire  qui  correspondent  à  des  imaginaires  réduites  de 

la  forme 

cosaH-  /sina, 

il  est  clair  que  la  série  proposée  est  divergente  (ou  indéter- 


r 
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minée),  puisque  les  termes  de  la  série  des  modules  de  ses 
termes  ne  peuvent  pas  tendre  vers  zéro  quand  n  croît  indéfi- 
niment (892). 

896.  Cercle  de  convergence.  —  Chaque  valeur  imaginaire  de 
;;  répond  à  un  certain  point  dans  le  plan  des  axes  rectangu- 
laires choisis  (867,  868). 

Soit  R  une  valeur  du  module  de  z  telle  que,  pour  toute  va- 
leur moindre  de  ce  module,  la  série  (i)  [895]  soit  convergente, 
et  que,  pour  toute  valeur  plus  grande,  elle  soit  divergente. 

Si  Ton  décrit  un  cercle,  de  Torigine  des  axes  comme  centre 
avec  R  pour  rayon,  tous  les  points  situés  à  l'intérieur  de  ce 
cercle  répondent  à  des  valeurs  de  la  variable  imaginaire  ren- 
dant la  série  proposée  convergente,  tandis  que  tous  les  points 
situés  à  l'extérieur  répondent  à  des  valeurs  de  la  variable  ima- 
ginaire rendant  la  série  proposée  divergente  (895).  On  peut 
donc  dire  que  la  circonférence  R  partage  le  plan  xOyen  deux 
régions  de  convergence  et  de  non-convergence  de  la  série. 
C'est  pour  cette  raison  que  le  cercle  R  a  reçu  le  nom  de  cercle 
de  convergence  de  la  série. 

Pour  les  valeurs  de  z  qui  répondent  au  module  R  ou  pour 
les  points  de  la  circonférence  R  elle-même,  ily  a  doute.  Si,  z 
ayant  pour  module  R,  les  modules  des  termes  de  la  série  ne 
tendent  pas  vers  zéro,  elle  est  divergente  pour  tous  les  points 
situés  sur  la  circonférence  R  ou  pour  toutes  les  valeurs  ima- 
ginaires correspondantes  de  z  (892).  Si,  :;  ayant  pour  module 
R,  les  modules  des  termes  de  la  série  tendent  vers  zéro,  on 
ne  peut  rien  affirmer  (892),  et  la  série  proposée  peut  être 
convergente  ou  divergente  pour  tous  les  points  de  la  circon- 
férence R,  ou  pour  certaines  parties  de  cette  circonférence. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que,  pour  les  points  situés  à  l'inté- 
rieur du  cercle  de  convergence,  la  série  formée  par  les  mo- 
dules des  termes  de  la  série  proposée  est  convergente  comme 
cette  série  elle-même  (895,  i°). 

897.  On  voit  que,  si  R  est  nul,  la  série  considérée  ne  peut 
être  convergente  que  pour  cette  valeur  spéciale  de  R,  et  que, 
si  R  est  infini,  la  série  considérée  ne  peut  jamais  être  diver- 
gente. 

Prenons,  par  exemple,  la  série  indiquée  au  n<»  895, 


-2-1-  -3 -U  -U  z"  ■\- 


1  "T"  Z  — T—  Z    -j~  Z   —H  .  .  •  ~i~ 
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Elle  est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i,  divergente 
hors  de  ce  cercle  et  sur  sa  circonférence. 
Soit  la  série 

I-4-I.>3-hï.2.5*-hI.2.3.5'.-|-...4-I.2.3.../l.5'*H- 

Elle  est  évidemment  divergente,  lorsqu'on  donne  à  s  une 
valeur  quelconque  différente  de  zéro,  la  suite  des  modules  des 
termes  tendant  vers  l'infini  (820).  La  série  n'est  donc  conver- 
gente que  pour  la  valeur  ^  =  o,  et  son  cercle  de  convergence 
a  un  rayon  nul. 

Au  contraire,  la  série 


-1 


^3 


3 

I        I .a        1 .2.0 


^n 


-i-..  .4- 


1.2.3. . .n 


est  toujours  convergente^  quel  que  soit  ^,  la  série  des  modules 
des  termes  demeurant  évidemment  toujours  convergente, 
pourvu  que  le  module  de  z  ne  soit  pas  infini  (366,  399,  891). 
On  peut  donc  regarder  le  rayon  du  cercle  de  convergence 
comme  égal  lui-même  à  l'infini,  et  la  série  comme  conver- 
gente dans  toute  l'étendue  du  plan  des  axes. 

898.  Continuité  de  là  fonction.  —  La  fonction  f{z)  repré- 
sentée par  la  série 


(■) 


-3 


ao-h  a|5  -h  a,5--i-  aa5*  +  . .  .-{-a^z'* -h. . . 


reste  continue  dans  le  cercle  de  convergence  de  cette  série, 
c'est»à-<iire  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  in- 
férieur au  rayon  R  de  ce  cercle. 

En  considérant  une  valeur  quelconque  de  z  située  dans  le 
cercle  de  convergence  R,  nous  désignerons  par  9(js)  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  série  (i)  et  par  ^{z)  le  reste  cor- 
respondant de  la  série.  On  aura,  en  même  temps, 


(p  (5)  =  flo -h  a, ^ -+-  aj-ô 


.2 


-\- . . .  -+-  a^—i  z 


i\,{z)=za^z^ 

/(5) —9(5)4.^(5). 

Il  faut  prouver  (887)  que,  z  ou  son  module  prenant  un  ac- 
croissement infiniment  petit,  l'accroissement  de/(^)  ouïe 
module  de  cet  accroissement  (820)  est  lui-même  infiniment 
petit. 


r 
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De  Torigine  des  axes  comme  centre,  avec  un  rayon  r 
moindre  que  R,  décrivons  un  cercle  :  a  étant  une  quantité 
aussi  petite  qu'on  voudra,  on  peut  toujours  prendre  n  assez 
grand  pour  que  le  module  du  reste  ^^z)  soit  moindre  que  a 
pour  toute  valeur  de  z  non  extérieure  au  cercle  r.  Il  suffit 
pour  cela  que  n  satisfasse  à  la  condition 

/•'*  modâf;,  4-  /•'*"*■*  niod  a„4.,  -+-...<«, 

toujours  réalisable,  puisque  la  série  (i)  demeure  convergente 
par  hypothèse  dans  le  cercle  de  rayon  r  et  sur  ce  cercle.  Le 
module  du  reste  ^(^z)  étant,  d'après  un  théorème  connu  (8&0), 
moindre  que  la  somme  des  modules  de  ses  parties,  sera  a 
fortiori  moindre  que  a. 

Si  Ton  donne  alors  à  z  deux  valeurs  suffisamment  voisines, 
z^  et  ^1,  situées  à  l'intérieur  du  cercle  r,  on  aura  à  la  fois 

/{-i)  =  ?(-t)  +  4'(^i).        ./(-»)  =  ?(-=«)  H- +(-2); 

d'où  Ton  déduit 

©(«)  étant  un  polynôme  entier  en  js,  de  degré  /i  —  i,  est  une 
fonction  continue  de  la  variable  z  (886,  887).  On  peut  donc 
choisir  un  nombre  p  assez  petit  pour  que,  quelle  que  soit  la 
position  du  point  (-5,)  à  Tintérieur  du  cercle  décrit  du  point 
(5,)  comme  centre  avec  p  pour  rayon,  le  module  de  la  diffé- 
rence 9(5,)  —  (p(-îi)  soit  aussi  moindre  que  a.  Comme  les 
modules  des  restes  ^(^s)  et  ^(^1)  sont  eux-mêmes,  pour  n 
assez  grand,  comme  on  vient  de  l'établir,  moindres  que  a,  le 
module  de  leur  différence  est  moindre  que  aa  (8(^0). 

Finalement,  le  module  du  premier  membre  /(^j)  — /(^i) 
de  l'égalité  précédente  sera  moindre  que  3a  ou  aussi  petit 
qu'on  voudra,  pour  toutes  les  positions  du  point  {z^)  à  Tinté- 
rieur  du  cercle  p,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  z^ 
suffisamment  rapprochées  de  z^.  C'est  en  cela  que  consiste 
précisément,  comme  nous  l'avons  rappelé,  la  continuité  de  la 
fonction/(>2)  dans  le  cercle  de  convergence  R. 

899.  La  fonction /(«)  ne  peut  d'ailleurs,  dans  ces  mêmes 
limites,  correspondre  qu'à  un  seul  développement  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives  et  crois- 
santes de  ;;  (422). 


l'*- 


r) 


i. 


80  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

En  effet,  si  un  second  développemenl 

était  possible,  il  devrait  être  égal  au  premier  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  connprises  dans  le  cercle  de  convergence  et,  par 
conséquent,  pour  5  =  0,  d'où  l'on  conclurait  «0=  ^o- 

En  supprimant  ces  deux  termes  égaux  et  en  divisant  par  c, 
il  resterait 

égalité  qui  devrait  être  encore  vérifiée  par  toutes  les  valeurs 
convenables  de  z  et,  par  conséquent,  par  -c  =  o,  d'où  l'on  dé- 
duirait a^  =  6,,  et  ainsi  de  suite. 

De  la  fonction  exponentielle  dans  le  cas  d'une  Variable  imaginaire. 
900.  Nous  venons  de  voir  (897,  898)  que  la  série 


"2  ^3  ^n 


■  •  • 


(1)  IH 1 i H-.  .  .H ^^ 

I  1.2  1.2.0  1.2.3.  ../J 

est  convergente  et  continue  dans  toute  l'étendue  du  plan  des 
axes,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  z.  Elle  tend  donc 
vers  une  limite  qui  est  une  fonction /(;;)  de  la  variable  -s,  et 
qu'on  peut  désigner  par  e=.  En  effet  (  889  ),  lorsque  z  reçoit  une 
valeur  réelle  x y  la  série  (i)  représente  le  développement  de  la 
fonction  exponentielle  e^,  telle  que  nous  l'avons  considérée 
dans  la  première  partie  (418,  693). 
Nous  poserons  donc 


5*                   z'' 

\                         1 

1 

1                  .,      1    . 
I  .2           I  .2.3 

1.2.3... 

{\)f{z)—e'—\  H h 

I  1.2         \  ,1,6  I  .  2 .  o .  .  .  /J 

et  e^  sera  la  fonction  exponentielle  générale, 

901.  La  propriété  caractéristique  de  la  fonction  exponen- 
tielle e*  consiste  dans  la  relation  (W6) 

On  doit  pouvoir  l'étendre  (889)  à  la  fonction  complexe  e". 
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En  donnant  à  la  variable  les  valeurs  Zi  et  s^y  on  a 


*1 


/(5i)  =  i-+-  T-+-  7~  -^T-T-5  -+-•••  + 


I  1.2  1.2.3  '         1.2.3.  ../2 

/(;?,)  =  1-4-  -J  H-  .r^  -H  -^^i--  -h...  H ^ 

"^  I  1.2  1.2.3  1.2.3.  ../i 

Ces  deux  séries  demeurant  convergentes  quand  on  remplace 
chaque  terme  par  son  module,  on  peut  leur  appliquer  le  théo- 
rème relatif  à  la  multiplication  des  séries  (893,  3<>).  La  nou- 
velle série  obtenue,  dont  le  premier  terme  est  i  et  dont  le 
terme  général  ou  de  rang  /i  -h  i  a  pour  expression 

^t  *n  ^, 


1.2.3.  ../l  I     I.2.3...(/l  —  l) 


-.1  ^n-i  -n 

...    I 


1.2    1.2. 3.  ..(/l  —  2)  '*  1.2.3.  ../l     * 

sera  elle-même  convergente,  et  elle  aura  pour  somme  le  pro- 
duit /(5,)/(s,)- 

Mais  le  terme  général  de  cette  nouvelle  série  revient  évi- 
demment (255) à 

1  . 2  . 3 . . .  /i 

de  sorte  qu'elle  représente  /(^i-i^^i),  et  qu'on  a  bien 

(2)       /(«i)/(-2)  =/(-!+ -î)         OU         e=.  e->  —  tf =.-+-=.. 

Il  en  résulte  que  toutes  les  règles  de  calcul  relatives  aux  ex- 
posants (150)  s'appliqueront  également  aux  quantités  com- 
plexes de  la  forme  e^  et  aux  quantités  réelles  de  la  forme  e*. 

902.  Réciproquement,  en  partant  de  la  relation  (2)  qu'on 
vient  d'établir,  on  peut  prouver  que,  dans  le  cas  où  la  variable 
imaginaire  devient  une  quantité  réelle,  la  fonction /(-s)  se 
réduit  bien  à  la  fonction  exponentielle  réelle. 

£n  donnant  à  z  les  valeurs  successives  quelconques  ^1,  ^2» 
^3,    •  •  >  ^m^  cette  relation  (2)  permet  évidemment  d'écrire 

/(«t)  /(-^O  /(«s) . .  .  /(s^)  =  /(^i  +  5, 4-  53 -h , . .  H-  -s,„)  ; 
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puis,  en  supposant  ^i  rr  ^,  =  53  =  ...=::  J5;„  =  Z, 


(3) 


[/(Z)]-==/(mZ), 


m  étant  un  entier  positif  quelconque. 
Si  Z  devient  une  fraction  positive  ou  négative  représentée 

par  ±:  — >  on  aura  donc,  d'après  (3), 


(4) 


K=^^)]'=/(^^)=/[^')]- 


D  ailleurs,  si,  dans  la  formule  (a)  [901],  on  suppose  «1  =  1 
et  5,  =  —  I,  on  trouve,  d'après  la  relation  (1)  [900], 


c'est-à-dire 


d'où 


/(0/(-0=/(o)-i, 


[/(~0]'  =  [/(!)]-'. 


La  relation  (4)  devient  ainsi,  en  prenant  ensemble  les  signes 
supérieurs  et  les  signes  inférieurs, 

Or  (900,  401), 

I  I 


/(l)  =  H 1 . 

"^  ^    '  1  1.2  I  .2.3 


I  .2.3.  .  ./l 


On  a  donc  enfm 


W  ^)]"= 


>±/ 


et,  en  extrayant  la  racine  m>*°»«  arithmétique  des  deux  membres. 


ou 


(6) 


/(-^)=«- 


/(Z)=«^ 


ce  qui  justifie  complètement  l'interprétation  adoptée  au  n"  900. 


"S 
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Des  fonctions  circolaires  directes  dans  le  cas 
d'une  variable  imaginaire. 


903.  Soient  les  séries 


-«t 


(>) 


<2)  I- 


.2  ^V 


3/  '  '  '  t 

•    » 


qui  sont  convergentes  dans  toute  J'étendue  du  plan  des  axes» 
quelle  que  soit  la  valeur,  réelle  ou  imaginaire,  attribuée  à  ;; 
(389,  397,  3«;  891).  Elles  tendent  alors  vers  des  limites,  qui 
sont  des  fonctions  de  la  variable  z  et  qu'on  peut  désigner  res- 
pectivement par  sin5  et  par  cos5.  En  effet,  lorsque  z  reçoit 
une  valeur  réelle  j:,  les  séries  (i)  et  (2)  représentent  les  dé- 
veloppements de  sinjT  et  de  cosjr,  tels  que  nous  les  avons 
considérés  dans  la  première  partie  (702).  Nous  poserons  donc 
(889) 


^3 


Sin  5  --■ rr      ,  •*     /     e 

I  I.2.J  1.2.0.4.5 

COS-  =  I h 


1.2  1.2.3. 


/ 


et  nous  aurons  ainsi  les  fonctions  sinus  et  cosinus  générales. 
Tous  les  termes  de  la  fonction  sinus  sont  de  degré  impair, 
tous  les  termes  de  la  fonction  cosinus  sont  de  degré  pair. 
D'une  manière  générale,  une  fonction  d'une  variable  z  est  im- 
paire ou  paire,  suivant  qu'elle  change  ou  non  de  signe,  en 
conservant  la  même  valeur  absolue,  lorsqu'on  remplace  z  par 
~  z\  sinjs  est  donc  une  fonction  impaire,  tandis  que  cos^  est 
une  fonction  paire. 

Nous  définirons  d'ailleurs  les  autres  fonctions  circulaires 
directes  générales  par  les  formules  {Trigon.,  3i) 

sins  ^         C0S3 

tang5  ==  y  C0t5  ~  — : > 

^         C0S5  sm5 

seccrr y        cosec5  = 


cosjs  sm;; 


On  voit  que  sécii  est  une  fonction  paire,  tandis  que  tangs, 
cot;;,  cosécz  sont  des  fonctions  impaires. 


Cv>      * 
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Liaison  entre  les  fonctions  circulaires  directes  et  les  fonctions 
exponentielles  générales.  ^  Gonséqnences. 

904.  Prenons  Tégalilé  (900) 

I  1.2  I  .2.0  I  .2.3.4 

et,  dans  cette  relation,  remplaçons  successivement  z  par  ;;/ 
et  par  —zi.  11  viendra  évidemment  (826) 

azi  —  (  I __  jL_  ^ r _\^i(i :: , r_ _ . .     ) 

\       1.2      1.2.3.4         /       \i      1.2.3      1.2.3.4.^  • 

/  5*  3^  \  /z  5'  5*  \ 

\  1.2  1.2.3.4  /  \'  1.2.3  1.2.3.4.^  ••-y» 

c'est-à-dire  (903) 

e-'    —-  cos  z  -h  i  sin  :; , 

e-^^ ~  cos 5  —  «sin 3. 

Ces  relations  ont  été  données,  pour  la  première  fois,  par 
EiLKR.  On  en  déduit  successivement  (903) 


C0S5  =:; ,  Sin  Z  =i 


2  21 

sin  5          e^'  —  e~^^              e^' -- e  ^' 
tanfiT"  —  — ^— ^  — ——  ^_ / 

COS 5     '  i{e^^  -h  e~^^)  g='-+-e--' 

Les  fonctions  exponentielles  générales  peuvent  donc  s'ex- 
primer par  des  fonctions  circulaires  directes  générales,  et,  ré- 
ciproquement, ces  dernières  peuvent  être  remplacées  par  des 
fonctions  exponentielles. 

On  vérifle  (903)  que  la  valeur  de  cos^  ne  change  pas  quand 
on  change  zen—Zf  tandis  que  la  valeur  de  sin 2  change  de 
signe  ainsi  que  celle  de  tang^.  On  a  donc 

cos(— 5)  =  cosr,    sin(—  c)=i— sine,    tang(— 5)r-—  tange, 
comme  en  Trigonométrie  (19,  13, 24). 

905,  D'après  la  formule  (904) 

c='=:cos-5  4-1  sine. 
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toute  imaginaire  trigonométrique  (836) 

/•(cosa-T-  /  sina) 
peut  être  mise  sous  la  forme  très  simple 

r  étant  son  module  et  ol  son  argument. 

k  étant  un  entier  quelconque  et  le  module  étant  l'unité,  on 
a,  en  particulier» 


gwl 

— — 

C0S7r-+- 1  smTT 

ici 

TU 

COS  - 

2 

-4-  i  sin 

2 

ICI 

e    ' 

cosi - 

-i^U 

• 

■  £ 

=  -h  l. 


Ces  résultats  permettent  de  généraliser  immédiatement  d'im- 
portantes formules. 

Dans  la  valeur  de  sin^  (OOi)»  remplaçons  ;];  par z.  Nous 

aurons  successivement  (901) 

sin( z 


2  /  2i  2i 

-s/ 

—  :=:  COS-. 


->'         *  •/  •/  <•/ 


2f  2 

On  trouvera  de  la  même  manière  {Trigon.,  8) 

cosf s)  =sin;5,        tangl z\  nrcot:;. 

Dans  la  valeur  de  sin  ^  (904),  remplaçons  encore  z  parr 
Il  viendra 


sin(7r  —  z)  =z 


11 


:=  sinr. 


21  21 

On  trouvera  de  la  même  manière  {Trîgon.,  11,  17,  22) 
cos(7r  — ^)  =  —  cosx:,        tang(7:  —  c)=i  — tangc 


.-■^■iV 


■h»:^ 
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906.  Les  fondions  générales,  considérées  jusqu*  ici,  sont  pé- 
riodiques. 

On  a,  en  effet,  d'abord,  d'après  la  propriété  caraclérislique 
de  la  fonction  exponentielle  (901)  et  d'après  la  remarque  qui 
précède  (905), 

Ainsi  la  fonction  exponentielle  générale  est  périodique,  el  sa 
période  est  2  7rf. 

D'après  la  même  propriété  caractéristique  et  les  relations 
établies  au  n**  90ii',  on  a  ensuite 

^(^+-211)/  _^  ^-{z-k-l'K)i  gzi  ^  g— =' 

C0S(5  -h  271)  = =  "  C0S5, 

2  2 

sin(5  -f-  2  7r)  — : = -. =  sins, 

'  2£  21 

^(s-+-ir)i ^-(5-4-71)/  gzi  _^  Q-^i 

lang(5  +  71)=::  -— -•: — -  -  z=i -. — -  -— -  nztangs. 

Les  fonctions  circulaires  directes  générales  sont  donc  aussi 
périodiques  :  la  période  est  27r  pour  le  cosinus  et  le  sinus,  et 
elle  est  tt  pour  la  tangente. 

907.  Reprenons  la  formule  (901) 

Si  Ton  y  remplace  successivement  z^  et  -32.  d'abord  par  z^i  et 
32 2,  et  ensuite  par  —  s,  i  el  —  5,«,  il  viendra,  d'après  les  rela- 
tions du  n'»  904, 

^(5,+s,)i__  ^,Qs(^^_|.  ^^j  _^  /sin(5|H-  ^î)  --  f?^'e=»' 
r=  (cos3i-4-  f  sinc,)(cos3,H-  i  sin;;2), 

~  (cos5i —  «sinxî,)(cos32—  /sins^). 

En  ajoutant  et  en  retranchant  ces  deux  égalités  membre  à 
membre,  en  laissant  de  côté  les  exponentielles,  on  trouve, 
après  réduction, 

cos(5,-f-  Cj)  =^  cosiîi  cos^,^ —  sin5,  sin^s, 
sin(^i-h52)=^  sin-vi  cos5j4-cos5|  sin^,. 
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Ce  sont  là  les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie 
générale.  Elles  ont  lieu  quelles  que  soient  les  quantités  js,  et 
3„  et  toutes  les  relations  qui  peuvent  en  découler  en  Trigo- 
nométrie, lorsqu'on  considère  une  variable  réelle,  se  trouvent 
par  cela  même  généralisées  et  sont  également  applicables  au 
cas  d'une  variable  imaginaire. 

Supposons,  par  exemple,  dans  la  première  de  ces  formules, 
J35=r — 5,.  Le  premier  membre  se  réduira  à  cosoou  à  Tunité^ 
et  le  second  membre  (905k)  à  cos*i;,-+- sin'^i.  On  a  donc, 
comme  en  Trigonométrie, 

sin'5, -h  cos*5,—  I. 

On  retrouverait  aussi  facilement  toutes  les  autres  formules 
usuelles. 

908.  La  formule  de  Moivre  (Si'S  et  suiv.)  a  été  établie  en 
supposant  l'argument  réel.  Ce  qui  précède  permet  de  l'étendre 
à  tous  les  cas. 

On  a,  en  effet  (901,  905),  en  désignant  par/?  et  m  deux 
entiers  positifs, 


m 


Si  l'on  remplace  z  par  ;;£  dans  les  deux  membres  extrêmes, 
on  a (905) 

[■Jff IL  -■     Îjfr^Nl"* 


r        fp  2kTi\_^.   .    (p  2/:7r\1'« 

=-    cos    —  5  H ±:  £  sin     -  <3  H 

L        \nx  m  J  \m  m  J  \ 

ou,  en  extrayant  la  racine  /n^«™«  de  la  deuxième  et  de  la  qua- 
trième expression, 

_^    .    .       vS  fp  2A'7T\    .     .    .     fp  lk' 

(cosc  ±t  sm^)"*=  cos    —  5H ±:«sm    -  z  '\ 

\m  m  J  \m  m 


C'est  la  formule  de  Moivre,  dans  le  cas  d'un  exposant  frac- 
tionnaire quelconque  —  et  d'une  variable  ou  d'un  argument 

quelconque  z.  Le  second  membre  admet  toujours  m  valeurs 
distinctes  qu'on  obtient  en  donnant  à  l'entier  indéterminé  A- 
les  m  valeurs  o,  i ,  2,  3,  . . . ,  m  —  1 . 
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De  la  fonction  logaritlmiicnie  dans  le  cas  d'une  variable  imaginaire. 
909.  Si  Ton  pose 

M  et  5  étant  des  quantités  quelconques,  z  est  le  logarithme 
népérien  de  Timaginaire  u  ou  la  fonction  inverse  de  la  fonc- 
tion exponentielle  {kki).  C'est  ce  qu'on  peut  indiquer,  d'après 
Cauchy,  par  la  notation 

la  double  parenthèse  servant  à  distinguer  les  logarithmes  des 
quantités  complexes. 
L'imaginaire  u,  mise  sous  la  forme  trigonométrique 

r{cosO  -h  «sin^), 
équivaut  (905)  à 

tandis  que,  si  Ton  a  ;;i=j?  +  y/,  l'expression  e"  équivaut 

(901)  à 

e^ey'\ 

On  peut  donc  écrire  l'égalité 

Il  en  résulte  (810,  837,  904.) 

e^zn/*        et        cosy-{-isinj^=zco$9-his\n0, 
c'est-à-dire  (505) 

a::=^lr        et        y  z=id -h 'iki:. 
On  a  finalement 
(A)  z  —  l{{u))  —  lr-h{0-^2kTi)i. 

On  voit  que,  à  chaque  valeur  de  m,  répondent  une  infinité 
de  valeurs  de  s  formant  une  progression  arithmétique  dont  la 
raison  est  271/,  et  chacune  de  ces  valeurs  est  un  logarithme 
népérien  de  u. 

Une  quantité  imaginaire  a,  par  conséquent,  une  infinité  de 
logarithmes  népériens  imaginaires,  et  la  fonction  logarith- 
mique n'est  pas  complètement  déterminée. 
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910.  Cauchy  a  appelé  \dile\iv  principale  de  /((«))  celle  qu'on 
obtient  en  faisant  A*=o  dans  la  formule  (A).  Cette  valeur 
principale, 

est  parfaitement  déterminée,  puisque  0  représente  la  plus 
petite  valeur  absolue  de  l'argument  (836). 

911.  Lorsque  u  est  une  quantité  réelle  et  positive,  on  a 
^  m  o  et  K  =  r.  Il  vient  alors 

(A')  5  rr /((/•))    zlr-^-^krJ. 

Si  u  est  une  quantité  réelle  et  négatis^e,  ona0=^7rettt=— r 
(838).  On  a,  dans  ce  cas, 

(A")  Z  =:  /((—  r))  r-  //•  4-  (2  A-  -h  1)71 /•. 

Une  quantité  positive  na  donc  qu'un  seul  logarithme  réel 
(qui  est,  pour  A:  =  o,  son  logarithme  ordinaire)  et  une  infinité 
de  logarithmes  imaginaires. 

Une  quantité  négative  (comme  une  quantité  imaginaire) 
/l'a  aucun  logarithme  /•ee/(4.91),  et  elle  a  une  infinité  de  lo- 
garithmes imaginaires. 

Si  Ton  suppose  r^i,  il  vient  (W6,  905),  d'après  les  for- 
mules (A')  et  (A"), 

/((i))  =  aArirt, 

/((— i))z=(2A--+-i)7rt. 

912.  On  a  (909) 

e*i=  e^-^y^ :  -  e'ey*^^  e^{cosy  -h  «  siny). 

On  a  également 

u  =.  /éf^*  —  rO ( cos  -h  is\aQ)=:a  -h  Oi, 
en  posant  (836) 

/cos  6  HZ  a        et        rsmQ:=b. 

Si  Ton  identifie  la  valeur  de  e^  et  celle  de  u,  on  trouve 

e*  cosj'  ^^  a, 
e^  siny  —  b, 


p. 


90 

et  Ton  en  déduit 

tanç:y  -- 

en  même  icmps  que 
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ou        y  =  arc  lang  -  , 


a 


a 


t^  -1  y/rt*  4-  b* 


ou 


.r  =  l\  a' -h  />% 


jc  élaiii  le  logarithme  réel  (911)  du  nombre  positifou  du  mo- 
dule v«*-i-  ^'• 

Les  arcs  qui  ont  pour  tangente   -  et  dont   le  sinus  et  le 

cosinus  ont  respectivement  les  signes  de  b  et  de  a  sont  en 
nombre  infini,  et  leur  période  est  2/0:.  En  prenant,  parmi 
tous  ces  arcs,   le  plus  petit  arc   positif  pour  représenter 

arc  tang    j  on  peut  donc  écrire  d'une  manière  générale 

y  —  arctang — [-2A:r. 

Par  suite,  le  logarithme  z  de  l'imaginaire  u  -  a-\-  bi  admet 
encore  la  forme  (909) 

(A,)  ^  izz  /((rt  4-  ^0)    -  ^\/ff*-h  b*-\-l  arc  tang — h'ikiiji. 

Pour  un  notnbre  réel,  on  -à  b  z-o  et 

5  =zz  /fl  4-  (arc  tango  +  2/.::)/. 

Si  a  est  positif,  arc  tango  -.  o;  si  a  est  négatif,  arc  tango  1--  7:. 
On  retoiDbe  ainsi  sur  les  formules  (A')  et  (A")  du  n<*  911. 

913.  Nous  avons  considéi*é  précédemment  la  fonction  puis- 
sance z"^y  dans  le  cas  où  :;  est  quelconque  et,  l'exposant  m, 
une  fraction  réelle  à  termes  entiers  (888),  Ce  qui  précède 
permet  de  définir  cette  même  fonction  loi*sque  Texposant  m 
devient  lui-même  une  quantité  complexe. 

Si  Ton  a,  par  exemple,  5  =  a  4-  bi,  on  peut  poser  ;;  ~  e^-^y^'^ 
j;  et  y  ayant  les  valeurs  (912) 


.r  -  l\Ja^'h  b*,       y  z=z  arc  tang  — h  2A  tt. 


r 
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Si  l'on  met  x  -h  y*  sous  la  forme  trigonomélrique 

r(cos9  -r  /sin9), 

9  dépendant  de/  aura  une  inflnllé  de  valeurs. 
L*exposant  m  étant  alors  l'imaginaire 

p-^  qizi^  p(cosa)  -f-  i  sinco), 

il  viendra  (901,  8U) 

^m  — -  r^r(cos9'f-/Min9}lp(coii(i>+/sinfa)) 

—  grpico8(9-t-(0)-»-iBln(9-Ha)))  3—  grpco8(ç-H/o)+irp8in(Ç-f-(i>;^ 

C'est  ce  qu'on  peut  encore  écrire  (901,  905) 

—  e''P~«<9+-<*>)[cos/*p  sin(9-4-  w)  -+-  /siiwp  sin(9H-  &))]. 

La  fonction  puissance  générale  est  donc  une  quantité  com- 
plexe susceptible  d'une  infinité  de  valeurs,  puisque  son  mo~ 
dule  et  son  argument  dépendent  tous  deux  de  9. 

On  voit  que  la  fonction  z^  n'est  complètement  déterminée 
que  lorsque  m  est  entier. 

9a.  Si  l'on  a 

e=i  =:  //,,        e'^-—  w,, 

on  a  aussi  (901) 

e-i"***i  :r=  e=i  er*  =-.  u^  u^. 

Il  en  résulte  immédiatement  (909) 

C'est  la  propriété  fondamentale  des  logarithmes  (W3),  et 
toutes  les  autres  en  découlent. 

Il  est  entendu  que,  dans  les  deux  membres  de  l'égalité  pré- 
cédente, les  arguments  doivent  être  choisis  convenablement. 

915.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  les  expo- 
nentielles et  les  logarithmes  relatifs  à  la  base  e. 

Si  Ton  adoptait,  au  lieu  de  e,  une  base  positive  quelconque  a, 
on  aurait  d'abord  par  définition  (909) 


et,  ensuite  (001), 


a^ze^^ 


a-  — -  QZla  -—  ^^ 


il?-' 
■i  • 


tlFT. 


9'^ 
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Le  logarithme  de  l'imaginaire  u  dans  la  nouvelle  base  a  est 
donc  égal  à  son  logarithme  dans  l'ancienne  base  e,  divisé  par 
le  nombre  constant  la,  c'est-à-dire  par  le  logarithme  de  la 
nouvelle  base  dans  l'ancien  système  (500). 

Si  Ton  prend  a=  lo,  on  passe  des  logarithmes  népériens 
aux  logarithmes  vulgaires  (506). 


916.  En  terminant  ce  paragraphe,  il  n'est  pas  inutile  de 
remarquer  que  les  Tables  usuellesdeslogarithmesdesnombres 
et  des  rapports  trigonométriques,  réunies,  constituent  pour 
ainsi  dire  une  Table  des  valeurs  de  la  fonction  exponentielle 
simple  et  du  logarithme  népérien.  Elles  permettent  donc  de 
calculer  les  valeurs  numériques  de  ces  éléments  et  de  toutes 
les  fonctions  qui  en  dépendent. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  trouver  le  logarithme  népérien  ;; 
de  l'imaginaire  m  =«  h-  6«,  on  aura  recours  à  la  formule  (At) 
(912).  La  Table  des  logarithmes  des  nombres  conduira  (506)  à 


/,ï^Mrp-^!fîE4^^ï±l^ 


loge; 


puis,  à  l'aide  de  la  même  Table,  on  obtiendra  le  logarithme 
du  rapport-,  et  les  Tables  trigonométriques  feront  connaître 


a 


l'arc  dont  ce  rapport  représente  la  tangente. 
Si  l'on  veut,  au  contraire,  calculer  la  fonction  exponentielle 


e-  —  e^-^y'. 


on  écrira  (905) 


e^  ^-.  e^ey  r=  e^  cos  r  -h  ic^  s'inr; 

X  étant  le  logarithme  népérien  de  e-^,  le  logarithme  vulgaire 
de  cette  quantité  sera  j^loge  (506).  Quant  au  logarithme  de 
cos/,  on  le  trouvera  à  l'aide  des  Tables  trigonométriques  en 
prenant  les  précautions  nécessaires,  c'est-à-dire  qu'on  con- 

vertira  y  en  secondes  en  le  rapportant  à  ^7^ —  comme  unité, 

et  qu'on  aura  soin  ensuite  de  ramener  Tare  correspondant  à 

être  positif  et  moindre  que  -  {Trigon,,  33,  120).  En  ajoutant 

les  deux  logarithmes  obtenus,  on  aura  celui  de  e^cos^',  et  il 
ne  restera  plus  qu'à  remonter  au  nombre  et  à  donner  au 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  {ji 

résultat  le  signe  convenable  d'après  celui  de  cosj^.  On  opérera 
de  même  pour  déterminer  le  second  terme  de  e=. 

Des    fonctions   circulaires  inverses  dans  le  cas  d'une  variable 

imaginaire. 


917.  On  sait  {Trigon.,  W)  que  les  fonctions  circulaires 

inverses 

sin  cos  tang 

arc        -    5,     arc    ,    5,    arc       °  s, 
coséc  séc  cot 

sont  susceptibles  d'une  infinité  de  valeurs  pour  toute  valeur 
de  s.  Il  en  est  de  même  lorsque  z^  au  lieu  d'être  une  quantité 
réelle,  est  une  quantité  complexe. 

Nous  conserverons  les  mêmes  noms  à  ces  nouvelles  fonc- 
tions, et  nous  considérerons  spécialement  les  trois  fonctions 
générales  arc  cos  ^,  arcsinjs,  arctangz. 

918.  I.  Fonction  arc  cos  js.  —  Désignons  par  u  la  fonction  dont 
il  s'agit.  Nous  entendons  par  là  que  la  série  qui  représente 
cos  u  (903)  a  z  pour  limite,  de  sorte  qu'on  peut  poser 

cos  u  z=r  z 

ou,  par  les  formules  d'Euler  (904), 


cos  u  =: =  ;;. 

2 


On  déduit  de  cette  équation,  en  tenant  compte  de  l'exposant 
négatif. 


c'est-à-dire 
d'où 


e^«i—  2:;  e"'  -h  I  =r  o, 


Il  en  résulte 

/ -  /  ((z  ±  s/z^^^O)        et        U--.1  ((z  ±  s/^^'^)). 


Ul 


Le  logarithme  d'une  quantité  imaginaire  ayant  une  infinité 
de  valeurs  (909),  il  en  est  de  même  de  la  fonction  a.  Les  so- 


s.-/ 


}'r' 
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lulions  se  partagent  en  deux  groupes  : 

I'  If 

Mais  les  deux  quantités 

z  -h  \/z^  —  I     et    z  —  ^z*  —  1 

ayant  pour  produit  l'unité,  leurs  logarithmes  correspondants 
sont  égaux  et  de  signes  contraires,  et  Ton  peut  écrire  plus 
simplement 

u  =  ±U((z^^-^^—l)\ 

expression  que  Ton  pourra  transformer  d'après  les  indications 
du  n^  912.    . 

II.  Fonction  arcsinx;.  —  En  se  servant  également  des  for- 
mules d'Euler  (904),  on  a 


On  en  déduit 
c'est-à-dire 


smu 


iSlil 


2  1 


tu 


C"  —  2  ize'"  —  1^0, 


u=\l((iz±\/i  —z*)). 


Mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  que  (905)  Tare  dont  le 
sinus  est  z  est  complémentaire  de  Tare  dont  le  cosinus  est  z^ 
de  sorte  que,  si  Ton  a  sin  u  =  5,  on  a  aussi 


TT 


u  = arc cos 5=:  -  iç-l{(z-h s/z^  —  0)- 

III.  Fonction  arctangc.  —  La  fonction    considérée   étant 
désignée  par  i/,  on  a  (904) 


tanga 


e"'_  e-"' 


f(e'"-h  e-«') 


•^  • 


On  en  déduit,  en  tenant  compte  des  exposants  négatifs. 


Qttti    _    , 


znzi. 
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Il  en  résulte 


t  —  Zl 


c'est-àrdire  (914) 


expression  qu'on  pourra  transformer  d'après  le  n»  912.  On 
voit  que  la  fonction  u  est  encore  susceptible  d'une  infinité  de 
valeurs  (909). 

919.  £n  prenant  de  même  Tune  des  trois  équations 

u  —  arcséc^,        u  =  arccoséc^,        u  =z  arccot^, 

qui  signifient 

sécu=iZy        cosécuz=z,        coin  zzzzy 

et  en  se  rappelant  qu'on  a  par  définition  (903) 

séc«^= 7         cosécwm-i — y         coiuiiz- , 

cosf^  sinu  tangu 

il  suffira  de  remplacer  z  par  -  dans  les  résultats  du  numéro 

/*» 

précédent»  pour  obtenir  successivement  les  valeurs  des  trois 

fonctions  arcséc^,  arccoséc^,  arccot^.  On  aura  ainsi 

«  =  arcséc^i=:-n  I ^ I  )=±t/'  ' 


u  =:  arccoséc5  —  -  /  (  (  ^-- 

«=:arCC0l5r:z  — ./M   ^  __  .  jV 


Rémmé. 

920.  D'après  ce  qui  précède,  les  fonctions  z"*  (lorsque  m  est 
entier),  e^,  sin^,  cos^,  tangx;^sont  des  fonctions  parfaitement 
déterminées,  c'est-à-dire  ne  prenant  qu'une  seule  valeur  bien 
définie,  lorsqu'on  remplace  z  par  une  quantité  connue,  réelle 


z^  ■ 


w^. 


en  > 


*■*'  • 


3'À,     .    ■•  » 


liJ'ir 


v 
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OU  imaginaire.  Les  fonctions  de  cette  espèce  sont  des  fonc- 
tions uni/ormes. 

Au  contraire,  les  fonctions  5"*  (lorsque  m  n*est  pas  en- 
tier), Iz,  arcsin^,  arccos-s,  arctang;?,  arccosécjs,  arcséc^, 
arccots,  prennent  plusieurs  et  même  une  infinité  de  valeurs 
distinctes,  pour  chaque  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  z.  Ce 
sont  des  fonctions  multiformes,  11  faut  alors,  dans  la  plupart 
des  cas,  indiquer  la  valeur  de  la  fonction  qu'on  veut  consi- 
dérer spécialement  parmi  toutes  celles  qui  répondent  à  une 
certaine  valeur  de  la  variable  z. 

A  partir  de  cette  valeur  de  z  et  de  la  valeur  correspondante 
choisie  pour  la  fonction,  le  point  5  (ou  j:  H-j't) décrit  dans  le 
plan  des  axes  une  courbe  arbitraire,  lorsqu'on  fail  varier 
07  et  /  d'une  manière  continue  et  arbitraire.  En  même  temps, 
les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  sont,  en  général, 
déterminées  sans  ambiguïté,  par  sa  définition  même  et  par  la 
condition  de  différer  successivement  infiniment  peu,  lorsque 
les  coordonnées  x  ei  y  varient  elles-mêmes  infiniment  peu. 
En  d'autres  termes  (887),  la  fonction  étant  désignée  par  Uy  à 
chaque  courbe  (z)  répondent  une  infinité  de  courbes  (  u)  ;  mais 
le  choix  fait  d'un  point  de  Tune  d'elles  pour  être  associé  à  un 
point  de  la  courbe  (z)  maintient  les  valeurs  de  la  fonction  sur 
la  même  courbe  (u)  d'après  la  condition  de  continuité. 

Ce  n'est  que  lorsqu'on  arrive  sur  la  courbe  décrite  par  le 
point  z  à  des  points  singuliers  ou  critiques,  pour  lesquels  la 
condition  imposée  à  la  fonction  u  ne  peut  plus  être  remplie, 
que  l'ambiguïté  reparaît.  Si  l'on  a,  par  exemple,  la  fonction 

u=zl{i  -{-z)  =  l{i  -^x  -hyi)y 

on  parvient  à  un  point  critique  en  supposant  ;;  —  —  i  ou 
^  =  —  I  et  j  =  o,  puisque  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  u 
sont  alors  infinies  (911,  914,  4-96). 

On  voit  par  là  que  l'étude  des  fondions  d'une  variable  ima- 
ginaire est  liée  intimement  à  celle  des  points  critiques  des 
courbes  arbitraires  décriles  par  le  point-variable.  Nous  nous 
bornerons  à  cette  observation,  que  nous  ne  pourrions  déve- 
lopper ici  sans  sortir  de  notre  cadre. 
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CHAPITRE  VI. 

DIFFÉRENTIATION  DES  FONCTIONS  D'UNE  VAUIABLE  IMAGINAIRE. 


Continuité. 

921.  La  définilion  de  la  continuité,  telle  que  nous  l'avons 
exprimée  au  n''  460  pour  les  fonctions  réelles,  est  applicable 
aux  fonctions  d'une  variable  imaginaire.  C'est  ce  qui  a  été 
déjà  indiqué  aux  n^"^  887,  898,  920.  11  faut  seulement  rem- 
placer la  notion  de  V intervalle  dans  lequel  se  meut  la  va- 
liable  réelle  par  celle  du  contour  fermé  dans  lequel  se  dé- 
place la  variable  imaginaire  ou  le  point  qui  la  représente 
(867). 

Ainsi,  la  fonction  u  =:  (^  (z)  de  la  variable  imaginaire  z  est 
continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z  renfermées  dans  un  cer- 
tain contour  tracé  sur  le  plan  des  axes,  lorsque,  pour  cha- 
cune de  ces  v^aleurs,  le  module  de  la  dijférence 

Aw  =  9(5  -h  As)  —  ^C-c) 

tend  vers  zéro  ou  devient  infiniment  petit  en  même  temps  que 
le  module  de  Az  (820). 

Lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie  dans  le  voisinage 
ou  autour  du  point  qui  correspond  à  une  certaine  valeur  de  z, 
la  fonction  u  est  discontinué  en  ce  point  ou  pour  cette  va- 
leur (W2). 

922.  Il  résulte  de  la  définition  précédente  que  les  fonc- 
tions entières  sont  continues  dans  le  plan  des  axes  ou  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  (462). 

Quant  aux  fonctions  rationnelles,  elles  restent  continues, 
tant  qu'elles  ne  passent  pas  par  l'infini  (464-). 

La  fonction  exponentielle  e=  est  continue  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  (482,  900),  et  il  en  est  de  même  des  fonctions 
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sin^  et  cosz   (903),  qui  sont  d'ailleurs  des  sommes  alg:é- 
briques  de  fonctions  exponentielles  (904-). 

Les  fonctions  tang;:,  coiz,  sécz,  coséc^  (903,  904.)  ne  de- 
viennent discontinues  qu'en  passant  par  Tinfini. 

923.  Nous  avons  trouvé,  pour  la  fonction  logarithmique  z 
(909),  la  variable  u  étant  représentée  par  r(cosô-+-£sin5), 

(A)  ZT-l[(u))  — /r-+-(9-{-aA:7r)£. 

Admettons  que  Ton  fasse  partir  la  variable  u  de  la  valeur  i, 
en  supposant  d'abord  r  =  i  et  ô  -  o,  et  qu'on  adopte,  en  pre- 
nant kzzzo,  la  détermination 

z  —  l{u)  ~lr-h9i. 

On  voit  que,  le  point  représentatif  (u)  se  mouvant  alors 
dans  le  plan  des  axes  sans  passer  par  l'origine,  c'est-à-dire 
par  le  point  zéro,  la  fonction  z  partira  de  la  valeur  o,  en  va- 
riant d'une  manière  continue  et  en  n'ayant  qu'une  seule  dé- 
termination pour  chaque  valeur  de  u  (507). 

Mais  si,  pour  chaque  valeur  de  a,  on  décrit  un  cercle  au- 
tour de  l'origine,  l'argument  9  augmente  de  ^tt  et  la  fonc- 
tion z  s'accroît  de  21:1.  Par  suite,  pour  chaque  valeur  de  u,  et 
en  effectuant  une  infinité  de  révolutions  autour  de  l'origine 
(ce  qui  répond  aux  différentes  valeurs  de  k),  on  obtient  une 
infinité  de  valeurs  de  la  fonction  z  comprises  dans  la  formule 
générale  (A)  et  constituant  une  progression  par  différence  de 
raison  21:1.  La  fonction  z  ne  pourra  donc  être  regardée 
comme  continue  que  si  l'on  fait  correspondre  d'avance  une 
certaine  valeur  de  ^  à  une  certaine  valeur  de  u  (920). 

Pour  a  —  o,  la  fonction  z  devient  inflnie,  c'est-à-dire  abso- 
lument discontinue,  et  l'origine  est  un  point  critique  loga- 
rithmique (920). 

924.  On  peut  présenter  des  remarques  analogues  pour  les 
fonctions  circulaires  inverses,  puisqu'elles  dépendent  de  la 
fonction  logarithmique.  Si  l'on  considère,  par  exemple,  la 
fonction  u  —  arc  tangs  (918),  on  a 


2/    \\i^-zi)) 


et  l'on  constate  immédiatement  deux  points  critiques  loga- 
rithmiques pour  lesquels  la  fonction  est  absolument  discon- 
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tinae,  et  qui  répondent  (914,  496)  à  i-h^i^oelà  i  — 3i  =  o, 
c'est-à-dire  k  z  =  ±ii. 


Dérirée  et  difTérentielle  d'une  fonction  d'une  variable  imaginaire. 

925.  Comme  nous  l'avons  déjà  dit  (889),  les  propriétés  gé- 
nérales des  fonctions  réelles  doivent  s*appliquer  aussi  aux 
fonctions  imaginaires  qui  les  renferment  nécessairement.  On 
étend  de  la  manière  suivante,  aux  fonctions  d'une  variable 
imaginaire,  les  définitions  de  la  dérivée  et  de  la  difTérentielle 
adoptées  pour  les  fonctions  d'une  variable  réelle. 

Une  expression  <^{a:~r-yi)  ou  o(z)  peut  bien  être  déter- 
minée lorsque  z  est  donnée;  mais  elle  n'est,  à  proprement 
parler,  une  fonction  de  z  que  si  elle  a,  par  rapport  à  ;;,  une 
dérivée  également  déterminée  (53'*  et  suiv.).  Il  faut,  pour 
cela,  qu'elle  remplisse  certaines  conditions  que  nous  allons 
développer. 

926.  La  variable  z=Lx~^-yi  décrivant  dans  le  plan  des  axes 

dv 
une  courbe  arbitraire,  le  rapport  ~  (5W),  qui  représente  la 

tangente  trîgonométrique  de  l'angle  formé  par  la  tangente  à 
cette  courbe  avec  l'axe  des  ^  (535),  est  lui-même  arbitraire. 

Pour  que  la  dérivée 

dQ>{x  -^  Yi) 

di^x  -^ yi) 

soit  déterminée,  il  est  donc  nécessaire  qu'elle  soit  indépen- 

dY 
dante  du  rapport  -j-  • 

Or,  pour  avoir  un  sens,  l'expression  (^{x-^yi)  doit  être 
telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  données  arbitraire- 
ment à  j:?  et  à  7,  on  puisse  indiquer  sa  partie  réelle  et  sa 
partie  imaginaire,  et  écrire 

a  -  9  (  5  )  =  9  (  a:  -I-  7/  )  rzz  P  -h  Q I , 

en  désignant  par  P  et  Q  deux  fonctions  connues  et  réelles 
de  X  et  de  j. 

Or,  dx  et  dy  étant  les  accroissements  infiniment  petits  at- 
tribués à  X  et  à/,  on  a  évidemment  (568),  i  devant  toujours 
être  traité  comme  un  nombre  constant  (808), 

rftf  =z  ef ( P  +  QO  —  ^P  -f-  i dQ, 


!?*: 


•>' 


'i.  ■. 
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c'est-à-dire,  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  de  a?  et  de  ^ 

(655), 

j/D       rwN        dP,  rfP.  ./dQ,         dQ    .   \ 

rf(P  +  QO  -^-_^-rfa-^  ^rfK-H«(^^^.  rfx+  ^-rfjj 

et 

/</P       .rfO\  .        /«<P       ■dQ\. 

cHv^Qi)__[d^-^'d^T^'''\-dv-^'dy)'^^'' 

»         ■  ■'  ■      ■  »■■—■■  _       __  ■■    —         ■  ■■  —  --■■  ■■■■  ■  I.      ■■■■■■!  ■■■  • 

d{x  -\-j'i)  dx  -r-  l dy 

Or,  si  on  laissait/  conslanl  en  faisant  varier  seulement  a?, 
on  aurait  dz  =  dx  et 


du       dP       .  dQ 
—  '  i 


.  > 


c^w         dx  dx 

ce  qui  montre  que,  --j-  étant  déterminée,  il  en  sera  (Je  même 

des  dérivées  partielles  -j—  et  -j^  • 

'  dx       dx 

D*autre  part,  si  on  laissait  x  constant  en  faisant  varier 

seulement  /,  on  aurait  dz  z=l  i  dy  et 

dV       .dQ 
du       dv'^^dv       dQ         dP 
dz  i  dy         dy  ' 

ce  qui  montre  que,  ^  étant  déterminée,  il  en  sera  de  même 

des  dérivées  partielles  --7-  et  -j-  • 

Puisque  la  dérivée  de  l'expression  proposée  doit  demeurer 

dy 
indépendante  de  -y->  il  faut  que  les  valeurs  ainsi  trouvées 

pour  -j-  —  9' (3)  soient  égales.  On  a  donc 

,         _ç^       ^dQdQ  _-^ 
^    ^        dx         dx        dy  dy' 

relation  qui  se  partage  immédiatement  dans  les  deux  sui- 
vantes : 

dP__dQ  ^.__^Q 

dx        dy  dy  dx 

On  voit  en  même  temps  que 

.    ,,    .        d(p{z) 
•  ^    ^  dy 


<f'{z): 

dc?{z) 
dx 

«                      tt 
» 
..    ^        ^ 

"•   fc    »           »^           V 
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927.  Les  conditions  (i)  sont  nécessaires  pour  que  la  dé- 
rivée de  u=i<p{z)  soit  déterminée;  elles  sont  aussi  suffi- 
santes. 

En  effet,  supposons-les  satisfaites,  et  faisons  parcourir  h  la 

variable  ;;  — j?  -^yî  une  certaine  courbe  tracée  dans  le  plan 

des  axes  et  telle,  que  x  et  y  soient  des  fonctions,  réelles  et 

admettant  des  dérivées,  d'une  variable  auxiliaire  t.  On  aura 

alors  (567) 

dz       dx       .  dy 

dt        dt  dt 

D'ailleurs,  en  appliquant  également  aux  fonctions  réelles 
P  et  Q,  qui  admettent  des  dérivées  partielles  déterminées  par 
rapport  à  j?  et  à  j,  le  théorème  des  fonctions  composées,  il 
viendra,  pour  tous  les  points  de  la  courbe  décrite  par  la  va- 
riable ^, 

^P       dV  dx       dV  dy 


dt        dx    dt        dy   dt 
dQ       dO  dx       dQ  dy 


dt        dx  dt        dy   dt 
11  en  résulte 

du_dP       .dQ       fdP  dx      cfP  dy\       ./dQ  dx      dQ  dy\ 
dt'^  dt^^  di  ~  \dx   dt  "^  dy  dt  ) '^  ^  \dx  dt  ~^  dy  dt) 

ou,  d'après  les  équations  de  condition  (i)  du  numéro  précé- 
dent, 

du  _  /<iP       ,dQ\  /dx       .dy\  _  /^       .dQ\  dz 
dt  ~~  \dx       ^  dx  J  \dt  ~^  ''  dt  J  ~~  \dx  '^  ^  dx  J  dt 

ou,  enfin  (926), 

dz        dx    '     dx        dx 

La  fonction  w=z(p(c)  admet  donc  une  dérivée  indépen- 

dy 
dante  du  rapport  -^  ou  de  la  direction  de  la  tangente  à  la 

courbe  tracée  par  le  point  {z  ). 

928.  Admettons  que  les  fonctions  réelles  P  et  Q  aient  des 
dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  par  rapport  à  ^  et  à/, 
et  reprenons  les  équations  (i) 

dx       dy  '  dy  dx 
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hi 


^^ 


En  les  différentiant  successivement  par  rapport  à  ^  et  par 
rapport  à  y^  on  trouve,  pour  la  première, 


d.v^        dvd  y 


—  9 


eiy  pour  la  seconde, 
dx  dy 


dx^ 


d^P         d^Q 


dx  dy        dy^ 


d^V 
dy^ 


d^Q 
dxdy 


11  en  résulte  immédiatement,  en  ajoutant  et  en  retranchant 
en  croix  les  résultats  obtenus. 


(2) 


~dc^ 


d}P 
dy^' 


d^Q       cPQ 

dx^  "^  dy^ 


=  o. 


On  ne  peut  donc  pas  prendre  arbitrairement  les  deux  fonc- 
tions réelles  P  et  Q,  lorsqu'on  veut  que  Texpression  imagi- 
naire u—cd{z)  puisse  être  considérée  comme  une  fonction 
de  z;  il  faut  que  ces  fonctions  satisfassent  aux  équations  (i) 
et,  par  suite,  isolément,  aux  équations  (2). 

929.  Prenons,  par  exemple,  Texpression  très  simple 

u    i  x^~h  r'  -T-  2xyi, 

Cette  expression  n'est  pas  une  fonction  de  x  -hyi.  En  effet, 
on  a  ici 


^'  -r 


et 


Q  —  2xy, 


c'est-à-dire 


dP 

dx 


~z  2X, 


dQ 

--j-   --:2X, 


dP 

dy 


'.-  ~  2JK, 


d^ 
dx 


—  2r, 


Une  seule  des  équations  (i)  est  donc  satisfaite,  sauf  pour  le 
point  X  ~hyi  z-o. 
On  a,  en  outre. 


d'P  _ 

dx^  -  "*' 


d^ 

dy--"''' 


dx* 


o, 


et  une  seule  des  équations  (2)  est  vérifiée. 


' •  •  „•«  ^ 
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030.  La  variable  z  -  -  x-hyi  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

trigonométrique 

/•(cosa  -h  i&ina), 

il  est  utile  de  chercher  à  exprimer,  d'après  cette  notation,  les 
conditions  nécessaires  pour  que 

où  P  et  Q  représentent  alors  des  fonctions  réelles  de  r  et  de  a, 
puisse  être  regardée  comme  une  fonction  de 

z  -^=z  /-(cosa-r  is'ina). 

Ou  a  évidemment 

et 

flr (cosa  H-  isîna)       (cos«  -i-  /sin«)«?r-h  /*(—  sina  -h  icos(x)da 

En  laissant  a  constant  et  en  faisant  varier  seulement  r,  on 
aurait  donc 

^P        .^0 

,  .   •       V  j  ^  du  dr  dr 

tfs  Tir  (cos a -!- t  sm a) ar         et         -7-  = 


dz       cos  a  -H  «  sin  a 

D'autre  part,  en  laissant  r  constant  et  en  faisant  varier  seule- 
ment oc,  on  aurait 

ûf^=z  r(  -  sina-i-  lcos(x)dcx 


dP       .dQ 


ol 


du da         da 

dz       r(  — sina-h  icosa) 

Puisque  -7-  doit  demeurer  indépendant  du  rapport  ^  ;>  il 

faut  que  les  deux  valeurs  trouvées  ainsi  pour  -^  =  9' (5) 
soient  égales.  On  a  donc 

dP       ,dQ  dP        dQ 

,,  dr  dr  da.  da 


cosa -h  <sma       /(—  smaH-  icosa) 
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En  multipliant  par  ri  les  deux  termes  de  la  première  fraction, 
les  dénominateurs  de  ces  deux  fractions  égales  deviennent 
égaux,  et  Ton  peut  écrire  simplement 

.^P_    dQ_^       .dQ 
dr  dr        da  don 

équation  qui  se  partage  immédiatement  dans  les  deux  sui- 
vantes : 

(ibis  r^--~^  :[^-_    Î?f5. 

dr    ~    doi  '  doi  dr 

Ce  sont  les  équations  de  condition  cherchées. 

931.  Ce  qui  précède  permet  d'étendre  facilement  aux  fonc- 
tions imaginaires  ce  théorème  fondamental,  démontré  pour 
les  fonctions  réelles  (54.3'»  : 

Lorsque  deux  fonctions  imaginaires  ont  des  dérivées  égales, 
leur  différence  est  une  quantité  constante. 

Soient  les  deux  fonctions  imaginaires 

tt  —  P  -H  Q  /,        «1  —  Pi  4-  Qi  i. 
Leurs  dérivées  étant  égales,  on  a  (926) 

du       du^       du       dux 


et 


c'est-à-dire 


dz        dz        dx       dx 


.du .du^  du       dui 

dz  dz         dy        dy 


dP        .dQ       dPx        .dQx 
dx    '      dx         dx    '       dx 

dP         dQ      «/Pi        .^Oi 


dy  dy        dy  dy 

Il  en  résulte  immédiatement 


dP  . 

_rfP, 

dP       dPt 

dQ       dQ, 

dQ 

dQr 

dx 

da- 

dy     '  dy  ' 

dx         dx 

:dy~ 

dy 

Les  dérivées  des  différences  P  -  -  P|  et  Q  —  Qi  par  rapport  à  ^ 
et  par  rapport  à  /  sont  donc  nulles.  Par  conséquent,  ces  dif- 
férences, à  la  fois  indépendantes  de  x  et  dey,  sont  des  quan- 
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tités  constantes.  La  différence  //  —  «i  est  donc  elle-même  une 
quantité  constante. 

du  * 

932.  La  dérivée  ^  =  cp'(5)  d'une  fonction  u  —  <^{z)  étant 

déterminée,  on  a»  pour  sa  différentielle  (5iii>9), 

du  ^=  (f'{z)dz         ou         du  —-  —  dz. 


Application  aux  fonctionB  simples. 

933.  Il  est  clair  que  les  règles  obtenues  dans  le  cas  des 
fonctions  réelles  pour  la  dérivée  ou  la  différentielle  d'une 
somme  (568),  d'un  produit  (570,  572),  d'un  quotient  (574), 
d'une  fonction  de  fonctions  (564),  s'appliquent  sans  change- 
ment aux  quantités  imaginaires,  lorsque  celles-ci  admettent 
des  dérivées  ou  des  différentielles.  Il  en  est  de  même  du  théo- 
rème des  fonctions  composées  (567). 

Soit,  en  effet,  la  fonction  ^(w,  r),  où  u  et  v  représentent 
des  fonctions  de  xs  =:  a?  -\-  yi.  On  admet  que  a  et  «^  ont  des  dé- 
rivées bien  déterminées,  et  que  les  dérivées  partielles  (566; 

sont  également  déterminées.  Faisons  varier  a:  et/  en  les  re- 
gardant comme  des  fonctions  réelles  d'une  variable  auxi- 
liaire t  (927).  On  a  alors,  d'après  un  théorème  connu  (552), 

d(?{u,  y)  __  (p;(//,  (^) 

C44»  d^  f 

Mais,  la  variable  /  étant  réelle  et  i  étant  regardé  comme  une 
constante,  on  peut  écrire  (567) 

,.        .        d(p(u^i')  du       doiu.v)  dv 

Or,  d'après  le  principe  rappelé  (552), 

du  dv 

dt   du  dt        dv 

z,         dz  z'p        dz 
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On  a  donc  bien  aussi,  pour  les  fonctions  composées  imaginaires, 

ûf<p(M,  (^) d(^{UyV)du       d<i^(u^v)dv 

dz  du        dz  dsf        dz 

Nous  allons  maintenant  entrer  dans  quelques  détails  relati- 
vement aux  fonctions  simples  les  plus  importantes. 

934..  Fonction  <s'",  dans  le  cas  de  m  entier.  —  Nous  avons 
trouvé  (827) 


z"'z=i  {x  ~^yi) 


m 


mim  —  1)         .    .      m  {m  —  i)(m  —  2)(/n  —  3)  .    , 

1.2  ^  I.a.3.4 

—  x'^-^y ^ -r j?"»-y -h  . . .     r=  P  -î-  Qi. 

On  a  ici 

• 

<iP  ,       miw  —  \)  (m  —  2)         ,    . 

dx  1.2  ^ 

^  m{m  —  i)  (m  —  2)  (m  —  3)  (m -^4)  ^^_^  . .  —  ^^ 

1.2.3.4  û(y 


et 

— -  — V-         — X"'-^Y 

dy  I  ^ 

.    //^(m-i>rm-2)(m-^3)^^„^     ,  _^       e/Q 

1.2.3  "^        *    '  rfo: 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisautes  (926,  927)  pour  que 
z"^  soit  une  fonction  de  z  sont  donc  remplies,  et  sa  dérivée  est 
mx;"»-*  comme  dans  le  cas  où  z  est  réel  (578).  En  effet,  la  dé- 
rivée de  z*^  est,  par  définition,  la  limite  du  rapport 


(-5H- A5)'"  — 

àz  ' 

lorsque  Ai;  ou  son  module  tend  vers  zéro.  Or,  le  développe- 
ment de  (2  4-  A^)"»  s'effectue  de  la  même  manière,  qu'il  s'a- 
gisse de  quantités  réelles  ou  imaginaires  (827).  On  a,  par 
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conséquent, 


(s  H-Az)"*— 5'"             ^  ,      m(m  —  i)    ^  ,. 
—  -r-/n5'"-'H ^ 'Z'^-^àz 

Az  I  .2 

w(/w  — i)(m  — a)  -r-i 

I  .2.0 

el,  à  la  limite,  pour  àz  —  o  (822),  m  étant  entier  et  positif, 

933.  D'après  celle  règle  et  les  remarques  précédentes  (933), 
on  obtiendra  immédiatement  la  dérivée  d'une  fonction  entière 
quelconque  de  z  (582,  i°),  de  la  forme  connue  (886) 


m' 


tp  (5  )  r=  Ao5'«  -h  Ai^"*-*  -h  A,^'«-'  -T-  . . .  -4-  k„.iZ  -H  A 

Cette  dérivée  sera 

o'{z)  -:wAo5'"-»-i-(m  —  i)Aix;'"-' 

-H(/w  —  2)A,-5'"-»-4-.  .  .-h  A,„.-i. 

On  peut  étendre  le  même  résultat  aux  séries  convergentes, 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable. 
(]ette  extension  repose  sur  Timportant  théorème  que  nou> 
allons  démontrer. 

936.  Lorsqu'on  prend  les  dérivées  des  différents  termes 
d'une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable  (895),  on  obtient  une  nouvelle  série 
qu'on  regarde  comme  la  dérivée  de  la  première.  Cela  posé  : 

Toute  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable  et  la  série  dérivée  ont  le  même  cercle 
de  convergence  (896). 

Soient  la  série 

(i)  a^-f-  a,;;  -H  a,5*-i-. .  .-h  a^z** -\- . . . 

et  la  série  dérivée 

(2)  ai-f-2a,5  -h  Sflj^'-h.. .  -i-  /lart^^-'-i- 

Désignons  par  R  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  la 
série  (i).  Pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  surpasse  R, 


io8 
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celle  série  est  divergente  (894),  et  les  modules  de  ses  termes 
croissent  indéfiniment. 

Si  l'on  attribue  à  z  une  valeur  dont  le  module  Ri  soit  su- 
périeur à  R  et  si  Ton  représente  par  A^  le  module  de  a„^  le 
terme  général  a^z'*'  de  la  série  (i)  a  pour  module  (821) 

A„Rî, 

quantité  qui  croît  indéfiniment  avec  n.  Le  terme  correspon- 
dant de  la  série  dérivée  (2)  a  pour  module 

/iA„Rr»^^^-A„R7, 

et  ce  module  croît  indéfiniment  comme  le  précédent,  puisque 
le  facteur  —  croît  aussi  indéfiniment  avec  /i. 

Il  en  résulte  que  la  série  (2)  est  divergente  (892)  à  l'exté- 
rieur du  cercle  de  com^ergence  R. 

Attribuons,  au  contraire,  à  z  une  valeur  dont  le  module  R, 
soit  inférieur  à  R.  La  série  (i)  restera  convergente,  et  le 
module  de  son  terme  général  sera 

a«r;; 

d'après  la  convergence  de  la  série  (890,  362),  ce  module 
devra  tendre  vers  zéro. 

D'autre  part,  le  module  du  terme  correspondant  de  la  série 
dérivée  (  2  )  sera 

/iA„Rr»^j^A«Rî. 

tt 
Le  facteur  t.-  tend  vers  l'infini  avec  /i;  mais  le  facteur 
Rî 

A|,RÎ  tend  vers  zéro  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire.  Pour  ne 
pas  rester  dans  le  doute,  on  peut  mettre  le  produit  considéré 
sous  la  forme 


La  série  à  termes  positifs  dont  le  terme  général  est 
est  évidemment  convergente;  car  le  rapport  de  ce  terme  au 
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précédent  étant 

n      R, 


a  pour  limite,   quand  n  croît  indéfiniment,  la  quantité  -~ 

moindre  que  l'unité  (373). 

(R  X"-* 
-=^  I       a  donc  à  son  tour  zéro 

pour  limite  (362),  tandis  que  le  facteur  complémentaire 
AjjR"-*  ne  peut  pas  croître  indéfmiment;  sans  quoi,  il  en 
serait  de  môme  du  facteur  A^R^"*  qui  peut  en  approcher 
autant  qu*on  veut  et,  par  suite,  contre  ce  qui  précède,  du 
facteur  Art  R;. 

La  série  des  modules  de  ses  termes  étant  ainsi  conver- 
gente (366),  la  série  (2)  est  donc  elle-même  toujours  conver- 
gente (891)  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence  R,  et  le 
théorème  énoncé  est  démontré. 

937.  Fonction  e=.  —  Lorsque  z  est  imaginaire,  nous  avons, 
par  définition  (900), 

Cr       — —    J         I         ""         I         ^""~~"         I  .>  t       •    •    •        1  n  ~l       •     •    ■   » 

I  1.2  I.2.D  l  .2.6.  .  .n 

et  cette  série  est  convergente  dans  toute  l'étendue  du  plan 
des  axes.  En  lui  appliquant  le  théorème  précédent  (936),  on 
a,  pour  la  dérivée  de  la  fonction  e=, 

-«  wl  i-«  — 1 

I  1.2  1.2.0...|^/l-l) 

c'est-à-dire  cette  fonction  elle-même  (591).  Ainsi,  l'on  a  tou- 
jours 

de-        ^  j  -       -  j 

dz 

que  z  reçoive  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires. 

938.  Fonctions  %mz  et  cos^.  —  Considérons  de  même  les 
fondions  siui;  et  cos:;  pour  lesquelles  nous  avons,  par  défi- 
nition (903), 


f. 


rS  n^ 


sin-s  = =  4- 


1        1.2.3       1.2.3.4.5 


^s  ^\ 


COS-S  '—   I h 


1.2  I .2.3.4 


I  lO 
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séries  convergentes  dans  toute  l'étendue  du  plan  des  a\e&. 
Les  dérivées  de  ces  fonctions  sont  alors 


I  — 


1  .a 


•^ 


I  .!2.3.4 
-S 


1.2.3        1.2. 3. A. 5 


il  en  résulte  immédiatement 


^sinc 
~d^ 


i::;COS^ 


ou 


et 


^cos;; 
"dT' 


—  sm^ 


OU 


f/sin^  =  0.0^  zdz 


dcosz-     -~i»mzdz, 


comme  dans  le  cas  où  la  variable  z  est  réelle. 


939.  Fondions  lang^  el  coiz,  —  On  a,  par  définition» 


sinG 

lanff^  — > 

^         cosx; 


C0t5 


C0S3 

sin  z 


Puisque  la  règle  de  différentiation  d'un  quotient  reste  la 
même,  que^  soit  une  quantité  réelle  ou  imaginaire  (933),  on 
en  déduit  (601,  60^) 

dz 

cos^z 

el 

jiz_ 

siu*^ 


dz 

'  cos*- 

ou 

rttang 

dcoiz 
dz 

I 
sin' 5 

ou 

^colx; 

940.  Fonction  Iz,  —  Si  Ton  a 


z .-_-_  e* 


on  a  aussi,  par  définition  (909), 

u  —  /-. 

D'ailleurs,  z  étant  une  fonction  de  u  (937),  u  est  à  son  tour 

dz 
une  fonction  de  z;  car,  le  rapport  ^  —  e'*  étant  déterminé, 

le  rapport  inverse  -r:  l'est  à  son  tour  (925).  On  a  alors,  pour 

dz 
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la  dérivée  de  Iz, 

du        i         I  ,,         dz 

-j-  —  ~     -  -        ou         dlz    -  —, 
dz        e'*       z  z 

comme  dans  le  cas  où  la  variable  z  est  réelle  (586). 

941.  iPo/ic^iV>/i*arccos5,  arc  sin^,  arc  tang:;.  —  Si  Ton  pose 

u—  arccos5, 

il  vienl 

z  =  cos  u 

et,  par  suite  (938), 

dz  =  d  cos  u    '  —  sinudu. 

Il  en  résulte  (907) 

du       rfarccosv  i  -i  _  i 

dz  ~~         dz  s»""  ~   v^r^côs^  ~"  V7— ^ 

comme  dans  le  cas  où  z  représente  une  variable  réelle  (611). 
On  trouverait  de  même  (609,  613) 

,         .               dz              j       ^                  dz 
aarcsm^  n    -_  -— r,        aarctangx;—  -j,         


Aa 


En  opérant  directement  sur  les  formules  précédemment 
obtenues,  on  parviendrait  aux  mômes  résultats.  On  déduit, 
par  exemple  (918),  de 

u~.  arctang^  —  r^[^(*  -^  ^0  —  ^(ï—  ^0]> 
la  dérivée 

// arctang^        i 


dz  21 


i  «1  I 

:  -\ —. r 

l  -^  Zl  I  —  3iJ  I-H  Z^ 


Propriété  géométrique  de  la  dérivée  d'une  fonction  imaginaire. 

9(^2.  Étant  donnée  une  fonction  imaginaire  u=z<^{z)j  on 
sait  (887)  que  les  valeurs  de  ^  et  de  a  se  correspondent  de 
manière  que,  le  point  {z)  décrivant  une  certaine  courbe  dans 
le  plan  des  axes  choisis,  le  point  {u),  à  son  tour,  en  décrit 
une  autre  dans  le  même  plan.  On  peut  se  demander  s'il  existe 
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\r 


(4 
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une  corrélation  entre  ces  deux  courbes,  si  elles  sont  liées  par 
quelque  propriété  géométrique.  C'est  ce  que  nous  allons 
montrer  d'après  Caucht  ('). 

Soit  la  fonction  i/  =  <p(2).  Donnons  à  la  variable  z  deux 
valeurs  z^  et  ^s»  pour  lesquelles  la  fonction  prenne  les  va- 
leurs Ui  et  a,.  Nous  pourrons  écrire  (5i5»  925) 


(0 


Zm  ""~~  Z 


en  désignant  par  d  une  quantité  imaginaire  qui  tend  vers 
zéro  lorsque  le  point  (z^)  se  rapproche  indéfmiment  du  point 
(^i).  En  mettant  sous  forme  trigonométrique  les  quantités 
imaginaires  cp'C^i)  et  ^j—  z^,  on  a 

o'(3i)  --- a(cosa -I- î  sina), 
5j—  Zx—  0  (cosô  -T-  isinÔ), 

et  Ton  peut  poser 

9'(4;,)  ^  è "--  {a  -4-  (î')[cos(a  4-  5'')  H-  i  sin(a  -^  (5')], 

en  désignant  par  S'  et  ô'  deux  quantités,  Tune  positive, 
l'autre  réelle,  qui  tendent  vers  zéro  en  môme  temps  que  à. 
On  a  donc  (84'1),  d'après  l'équation  (i), 

(2)  «t— Ml  -p(a-+-ô')[cos(a-i- 0-f-3')-i- «sin(a-hô-4-d*')]. 

Le  point  (^i)  est  déterminé,  mais  non  le  point  (z^)  qui 
peut  venir  coïncider  avec  (54 ),  soit  en  suivant  la  courbe 
niiZi,  soit  en  suivant  la  courbe  niiZi  {Jig.  82).  Les  tangentes 

Fig.  3"i. 


fWi 


tx 


(a 


,'■  w» 


à  ces  courbes  au  point  (5,)  sont  z^t^  et  ^j^,.  Quand  le  point 


(')   Voir  aussi  Briot  et  Bouquet,    Théorie  des  fonctions  elliptiquesy 
2*  édition.  Paris,  Gauthier-Villars;  187.5. 
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(Zi)  se  rapproche  du  point  (5,)  en  suivant  la  courbe  m, 5;,, 
l'argument  0  de  la  différence  5,-5,  tend  vers  une  limite  0, 
qui,  d'après  la  construction  géométrique  de  la  différence  con- 
sidérée (877),  n'est  autre  chose  que  l'angle  de  la  tangente 
^i/,  à  la  courbe  5,/7i|  au  point  (5,),  avec  l'axe  Ox.  De  même, 
quand  le  point  (2,)  se  rapproche  du  point  (^i)  en  suivant 
l'autre  courbe  m^z^,  l'argument  0  tend  vers  une  limite  0,, 
angle  de  la  tangente  Zit^  à  la  courbe  ^i/n,  au  point  (^1)  avec 
l'axe  Ox. 

Dans  le  premier  cas,  l'argument  de  la  différence  Wj  —  «, 
lend,  d'après  Téquation  (2),  vers  la  limite  a  4-  9^  et  le  point 
(«t)  décrit  une  certaine  courbe  njUi,  dont  la  tangente  «iTi 
au  point  (ui)  fait  l'angle  a -h  0,  avec  l'axe  Ox.  Dans  le  second 
cas,  l'argument  de  la  différence  w,  —  M|  tend  vers  la  limite 
a-t-  ôj,  et  le  point  («,)  décrit  une  autre  courbe  n^Ui  dont  la 
tangente  «iTj  au  point  (wj)  fait  l'angle  a  -h  ôi  avec  le  même 
axe. 

Il  en  résulte  que  l'angle  T,  WiTj,  égal  à  ô,  —  Oj,  reproduit 
l'angle  t^z^tt^  c'est-à-dire  que  les  courbes  décrites  par  le  point 
(u)  se  coupent  sous  les  mêmes  ant^les  que  celles  qui  sont  décrites 
par  le  point  (5). 

Il  est  entendu  que,  pour  le  point  (c,),  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion u  n'est  pas  nulle;  car,  dans  cette  hypothèse»  a  serait 
indéterminé  et  la  démonstration  en  défaut. 

9i3,  On  voit  que  toute  fonction  imaginaire  peut  donner 
lieu  à  un  mode  de  comparaison  ou  de  transformation  des 
figures  planes,  dans  lequel  les  angles  sont  conservés. 

Les  Jîgures  inverses  ]om%%tï\i  de  la  même  propriété,  et  la 
figure  inverse  d'une  figure  donnée  prend  aussi,  comme  on  le 
sait,  le  nom  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques  (*).  Il  est  facile  de  retrouver  ce  mode  particulier  de 
transformation  à  l'aide  des  fonctions  imaginaires,  en  appli- 
quant les  considérations  précédentes  à  un  exemple  simple. 

i 
Soit  uzn  --  (nous  atironsi  m2  — i,  et  la  puissance  p  s^a 

z 

égale  à  l'unité).      '  :  . 


(*)  FbirTRÂtTé  DB  Géométrie  par  Eiigène  Bouché  et  C^.  de  Comberoussc, 
n"* 382  et  suivants.  5*  édition.  Gauthier-Villars,  i883.  ' 
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Si  l'on  a  alors 

z—  r{cos9 -h  îsmQ), 
il  vient  (8U) 


1/  = 


/•(cos6/-i- fsinÉ^)       / 


—    (cosô  — isinô). 


A  un  point  {z)  \fig>  33]  correspond  alors  un  point  {u)y  tel 
que  Ojt  soit  la  bissectrice  de  Tangle^Oa  (872)  et  que  le  pro- 

Fig.  33. 


duit  0-3.  Om=i.  Si  le  point  (js)  décrit  la  droite  Ozm  en 
s'éloignant  de  l'origine,  le  point  (u)  décrit  la  droite  O/^en 
s'en  rapprochant.  Si  le  point  {z)  décrit  la  courbe  za^  le  point 
(m)  décrit  la  courbe  wA  et,  d'après  ce  qui  précède  (94.2), 
Tangle  tzm  de  la  tangente  en  ^  à  la  courbe  za  avec  la  droite 
zm  (qui  est  à  elle-même  sa  propre  tangente)  doit  être  égal  à 
Tangle  Ti/0  de  la  tangente  en  a  à  la  courbe  uk  avec  la 
droite  u  0.  Si  l'on  fait  alors  tourner  la  seconde  courbe  autour 
de  l'axe  Ox^  elle  vient  prendre  la  position  u^  A,,  et  elle  repré- 
sente la  transformée  de  la  courbe  za  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  par  rapport  à  Torigine  0. 

9H.  Si  le  point  {z)  décrit  deux  séries  de  lignes  orthogo- 
nales, le  point  (u)  décrit  à  son  tour  deux  séries  correspon- 
dantes de  lignes  orthogonales  (942).  Ainsi  toute  fonction 
imaginaire,  c'est-à-dire  admettant  une  dérivée  (925),  trans- 
forme un  système  de  lignes  orthogonales  décrites  par  le 
point  (z)  en  un  autre  système  de  lignes  orthogonales  décrites 
par  le  point  (a). 


ALGÈBHB    SUPÉRIEUBE.  Il5 

945.  Revenons  à  \^fig-  82.  On  a  à  la  limite,  et  quels  que 
soient  les  chemins  suivis  pour  aller  du  point  (^2)  ^u  point  {z^  ) 
et  du  point  {u^)  au  point  (£<i), 

-r—  z^q\z^)  -  a(cosa  H-isina). 

Le  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  correspon- 
dants de  la  fonction  et  de  la  variable  ne  dépend  donc  que  de 
la  position  particulière  du  point  de  départ  (^j)  et  reste 
constant  pour  tous  les  chemins  ou  pour  toutes  les  directions 
arbitraires  rayonnant  autour  de  ce  point.  Les  deux  triangles 
infiniment  petits  i^ifJii/x,  et  e/iViV,,  qui  ont  déjà  même  angle 
au  sommet  (94-2),  sont,  par  suite,  semblables. 

Le  point  {zy)  passant  à  une  autre  position  quelconque  {z^)^ 
la  même  propriété  subsistera;  mais  le  rapport  de  similitude, 
égal  à  9'(^>t)f  ne  sera  plus  le  même.  On  est  ainsi  conduit  à 
dire  que  les  figures  décrites  simultanément  par  les  points 
(;;)  et  (^0  sc>nt  des  figures  semblables  dont  le  rapport  de 
similitude  varie  d'un  lieu  à  un  autre. 


Dérivées  et  différentielles  des  différents  ordres. 

9ii>6.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la 
dérivée  de  la  fonction  imaginaire 

U=:(p(5)  1=  (p(.>C-f-y£)  =  P  -h  0« 

soit  déterminée  sont  les  suivantes  (926)  : 


</P       dÇi  dP  dQ 


^  dx        dy  '  dy  doc 

ou 

du       i  du 

Il  est  facile  de  voir  que  la  dérivée  ^'{z)  est,  à  son  tour,  une 
fonction  de  z,  c'est-à-dire  qu'elle  a,  en  général,  une  dérivée 
<f{z)  bien  déterminée.  En  effet,  on  a 


^,        _^__r^       .dQ 
'^       '^       d:c       dx  dx 


Q 


OU 


ii6 

en  posant 
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dx         '  dx 


^T. 


^  ' 


*■ 


b.'. 


fe 


ï 


r 


Mais,  d'après  les  relations  (i),  on  a  en  même  temps 


Par  suite, 


dS 

r/^O 

dS 

d^V 

dx  ~ 

dx  dy 

dv' 

dxdy' 

dJ 

d^V 

dT 

d^Q 

dx 

dx  dy 

dy 

~  dx  dy 

^ 

dT 

dS 

dT 

dx 

dy' 

dy 

dx' 

et  ce  sont  précisément  ]es  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  <^'(z)  ait  une  dérivée,  que  nous  désignerons  comme 
à  l'ordinaire  par 

On  aura  également  (926) 

^  ^^  -'-  i      dy 


dx 


ou,  d'après  l'équation  (2), 


„        d-  Il i  d'u 

^^^^~dx^~~i  d7^ 


On  passera  de  même  de  <^'{z)  à  9^(5),  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  la  dérivée  d*un  certain  ordre  de  la  fonction 
9(5)  est  égale  à  la  dérivée  partielle  de  même  ordre  de  la 
fonction  par  rapport  à  x,  ou  au  quotient  par  i  de  la  dérivée 
partielle  de  môme  ordre  de  la  fonction  par  rapport  à  j.  La 
dérivée  du  n»*™*  ordre  de  la  fonction  aura  donc  pour  expres- 
sions équivalentes 

,  . ,   ,      d''u      d"  u      I  ûf '»  w 
^     ^^      dz^      dx^      i  dy» 

On  aura,  en  même  temps,  pour  la  différentielle  du  /i'*«»«  ordre, 


û?«w  -9<«-(5)rf:;". 
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Remarques. 

9i7.  En  terminant  ce  Chapitre,  nous  indiquerons  quelques 
dénominations  souvent  usilées  et  qu'il  n'est  pas  inutile  de 
connaître.  La  plupart  de  ces  dénominations  ont  été  proposées 
par  Cauchy. 

II  appelait  ajjixe  d'un  point  pris  dans  le  plan  des  axes  choisis 
l'expression  imaginaire  correspondante  (867),  et  il  donnait 
le  nom  de  fonctions  monogènes  aux  fonctions  d'une  variable 
imaginaire,  qui  jouissent  de  la  propriété  d'avoir,  pour  chaque 
valeur  de  la  variable,  une  dérivée  parfaitement  déterminée. 
Comme  ce  sont  les  seules  que  nous  ayons  considérées  comme 
de  véritables  fonctions  (925),  nous  n'avons  pas  cru  devoir 
répéter  cette  qualification. 

Étant  donnée  la  fonction  u^=^(^{z)^  admettons  que  le  point 
variable  z  soit  astreint  à  rester  dans  une  portion  déterminée 
du  plan  des  axes  {Jlg.  34).  Si  tous  les  chemins  (\\ï* on  peut 

Fig.  34. 
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suivre  pour  aller  de  la  position  initiale  z^  à  une  position 
quelconque  z  située  dans  l'aire  indiquée  conduisent  Tmalc- 
ment  à  la  même  valeur  de  la  fonction  u^  on  dit  que  cette 
fonction  est  mo/ioc^/'ome  (*)  (Cauchy)  ou  monotrope(})  (Briot 
et  Bocquet)  dans  la  partie  limitée  du  plan  des  axes.  C'est  ce 
que  nous  avons  entendu  exprimer  précédemment  par  la  déno- 
mination de  fonctions  uniformes  (920). 
Lorsque  la  fonction  w  =  cp(5)  est  monotrope,  la  fonction 

réciproque  v^:^  -— -  est  aussi  monotrope. 

(*)  Une  seule  course  ou  un  seul  point  de  passage  (de  Sp6(jt.oc,  course). 
(')  Uq  seul  tour  (de  Tp6icoc,  tour). 
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Il  est  clair  que,  la  fonction  étant  monotrope,  si  le  point- 
variable  z  décrit  une  courbe  fermée  située  clans  Taire  indi- 
quée, la  fonction  u  revient  à  sa  valeur  primitive,  c'est-à-dire 
que  le  point-fonction  u  (887)  décrit  aussi  une  courbe  fermée. 

Réciproquement,  si  la  fonction  u  revient  à  sa  valeur  primi- 
tive, lorsque  la  variable  z  décrit  une  courbe  fermée,  la  fonc- 
tion est  monotrope.  Supposons,  en  effet,  que,  partant  en  ^o 
de  la  valeur  «o,  on  arrive  en  ;?  à  la  valeur  «  en  suivant  (y?^.34) 
le  chemin  z^az.  En  revenant  en  ;;o  pai'  le  chemin  quelconque 
zbzQy  on  retrouvera,  par  hypothèse,  la  valeur  initiale  uq.  En 
rétrogradant  maintenant  suivant  z^bz,  on  repassera  par  les 
mêmes  points  et  par  les  mêmes  valeurs  de  la  fonction,  de 
sorte  que,  au  point  z,  cette  valeur  redeviendra  u. 

Une  fonction  entière  est  monotrope  dans  toute  l'étendue  du 
plan  des  axes. 

Lorsqu'une  fonction  est  susceptible,  au  contraire,  de  prendre 
en  chaque  point  d'une  portion  déterminée  du  plan  des  axes 
plusieurs  valeurs  distinctes,  elle  est  dite  polytrope.  C'est  ce 
que  nous  avons  entendu  exprimer  précédemment  par  la  dé- 
nomination de  fonctions  multiformes  (920). 

Lorsqu'une  fonction  est  continue,  monotrope  et  monogène, 
quand  le  point-variable  se  meut  dans  une  portion  déterminée 
du  plan  des  axes,  elle  esisynectique  (Cauchy)  ou  holomorphe  (*) 
(Briot  et  Bouquet)  dans  cette  portion,  indiquant  par  cette 
dernière  dénomination  qu'elle  est  analogue  aux  fonctions  en- 
tières, qui  possèdent  ces  propriétés  dans  toute  l'étendue  du 
plan  des  axes. 

Les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  une  fonction  ho- 
lomorphe devient  nulle  sont  les  racines  ou  les  zéros  de  la 
fonction.  /• 

Si  une  fonction  w  =  9(:;)  est  holomorphe  dans  une  certaine 
portion  du  plan  des  axes,  excepté  en  un  point  (c,)  où  elle  de- 
vient infinie,  il  peut  se  faire  que  la  fonction  réciproque  - 

demeure  holomorphe  dans  le  voisinage  du  même  point.  C'est 
ce  qui  arrivera  toutes  les  fois  que  9(^3)  conservera  une  valeur 
infiniment  grande  autour  et  près  du  point  (s,),  parce  que 

—r^  conservera  alors  une  valeur  infiniment  petite  autour  et 

9(2) 


—  -  - 

(')  De  ôXo;,  enlier,  et  (iopçi^,  forme. 
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près  du  même  point,  en  étant  nulle  en  ce  point.  On  dit,  dans 
ce  cas,  que  le  point  (^i)  est  un  pôle  ou  un  infini  de  la  fonc- 
tion u. 

Les  pâles  d'une  fraction  rationnelle  (886)  répondent  au\ 
racines  de  son  dénominateur,  et  cette  fraction  rationnelle  de- 
meure holomorphe  dans  toute  partie  du  plan  des  axes,  qui  ne 
contient  aucun  de  ses  pôles. 

Les  fonctions  analogues  aux  fractions  rationnelles,  c'est- 
à-dire  holomorphes  dans  une  région  du  plan  des  axes  sauf  en 
certains  pôles,  sont  dites  méromorphes  (M. 


(*)  De  {lipoç,  partie,  fraction,  et  |Aop9T),  forme. 
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CHAPITRE  VIL 


DES  INTÉGRALES  DÉFINIES  DES  FONCTIONS  IMAGINAIRES. 
EXTENSION  DES  FORMULES  DE  TATLOR  ET  DE  XIACLAURIN 
AUX  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  IMAGINAIRE. 
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Intégrales  des  fonctions  imaginaires  entre  limites  réelles 

ou  imaginaires. 

948.  Il  est  naturel  d'étendre  la  définilion  générale  des  in- 
tégrales définies,  telles  qu'elles  ont  été  considérées  dans  le 
cas  des  quantités  réelles  (761),  à  celui  des  fonctions  et  des 
limites  imaginaires. 

On  aura  ainsi,  pour  9(3)  i- ©(.r  h-  k/), 


/ 


j|  ^-/i  ' 


9'(3)('/;;z_9(.ri-hr,0  —  o{x'^~+- Voi), 


j:,H-/,i 


Mais  une  grave  difficulté  apparaît  immédiatement  parce  que, 
d'après  ce  qui  précède,  le  second  membre  de  l'expression 
peut  présenter  plusieurs  valeurs  distinctes,  entre  lesquelles 
le  choix  reste  incertain. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  o'{z)  _-  - ,  il  vient  (766,  9W)) 


/ 


Jt-,  -^  V,  I 


"dz 


--  -.-.  [{.l'i  -\-yii)  —  /i^o-f-JoO» 


••«-•-  }o' 


et  chacun  des  logarithmes  du  second  membre  a  une  infînité 
de  valeurs  formant  une  progression  arithmétique  dont  la 
raison  est  27:/  (909),  de  sorte  que  la  valeur  obtenue  pour  l'in- 
tégrale elle-même  comporte  un  multiple  arbitraire  de  2  7r«. 

Pour  lever  toute  difficulté,  il  faut  donc  revenir  sur  la  défi- 
nition adoptée  en  l'expliquant  et  en  la  précisant.  Nous  le  fe- 
rons à  l'aide  des  considérations  suivantes  dues  à  Caughy,  et  qui 
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sont  Tun  de  ses  litres  de  gloire.  11  n*est  que  juste  d'ajouter 
que  Briot  et  Bouquet,  en  partant  des  idées  de  Cauchy,  ont  fait 
faire  de  grands  progrès  à  Tétude  des  fonctions  ('). 

94.9.  La  difficulté  rencontrée  est,  au  fond,  toujours  la  môme. 

Lorsque  la  variable  z  (supposée  réelle)  passe  de  la  valeur 
réelle  x^  à  la  valeur  réelle  Xy^  >  a:©,  les  valeurs  réelles  qu'elle 
doit  prendre  dans  l'intervalle  x^  —  ^0  sont  complètement  dé- 
terminées, le  chemin  x^  —  x^  compté  sur  Taxe  des  x  Tétant 
lui-même.  Au  contraire,  lorsque  la  variables  (supposée  ima- 
ginaire) passe  de  la  valeur  imaginaire  x^-^-y^i  à  la  valeur 
imaginaire  ^i-h/i«,  ou  du  point  {z^)  au  point  {z^)  dans  le 
plan  des  axes  choisis,  elle  peut  le  faire  en  suivant  une  courbe 
quelconque,  dont  la  forme  arbitraire  introduit  dans  la  ques- 
tion une  Indétermination  qui  n'existe  pas  dans  le  cas  des 
quantités  réelles.  Il  est  alors  essentiel  de  prouver  que,  lorsque 
la  courbe  décrite  par  la  variable  imaginaire  se  modifie  (sous 
cerlaines  conditions)  en  conservant  toujours  les  mêmes  points 
extrêmes,  l'intégrale  correspondante  n'est  pas  altérée  et  con- 
serve une  valeur  fixe.  C'est  ce  que  nous  montrerons  après 
quelques  développements  nécessaires. 

950.  Soit  9(5)  une  fonction  qui  demeure  continue  quand  le 
point-variable  z  décrit  la  courbe  ZqZ^  {fig*  35).    Désignons 

Fig.  35. 


/  Sfi—t 
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par  3j,  5j,  . . .,  -3„_i  des  points  intermédiaires  pris  sur  cette 
courbe.  La  somme 


(')    Voir  la   première  Partie  de  leur  remarquable  Ouvrage  déjà  cité  : 
Théorie  des  fonctions  elliptiques ^  a*  édition.  Gaulhier-Villars;  187'!. 
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tend  vers  une  limite  déterminée,  quand  le  nombre  des  points 
intermédiaires  croit  indéfiniment,  c'est-à-dire  quand  les  arcs 
successifs  ^o^i»  -^i-s,,  . . .,  z^-xZa  tendent  vers  zéro. 

Nous  emploierons  deux  modes  de  démonstration  pour  éta- 
blir ce  résultat  fondamental. 

Première  démonstration.  —  On  a,  comme  à  l'ordinaire, 

^  --  jT  -h.r /,  9  (:;)--  P  4-  Q  t, 

P  et  0  étant  des  fonctions  continues  de  x  et  de  y. 
l?  La  somme  (i),  prise  pour  les  points  indiqués,  revient  à 

h  c'est-à-dire 

Av 
Si  la  ligne  5o5„  est  donnée,  jet  ^  sont  déterminés  en  chaque 

point  par  Tabscisse  correspondante  et  à  Taide  de  Téquation  de 
cette  ligne.  D'ailleurs,  lorsqu'on  passe  à  la  limite  en  augmen- 

tant  indéfiniment  le  nombre  des  points  intermédiaires,  ^ 

L  dv 

r  devient  -j-  et  A«  devient  ^2.  Les  sommes  se  confondant  alors 

l  dx 


a 


i  ■ 


r 


avec  les  intégrales,  on  a 


(.)  [' ,  ( .  )  d.  -.f  "(p  -  Q  g)  H.  -H . jT •  "(p  £  ^  0)  ^, 

quantité  parfaitement  déterminée,  puisque  P,  Q,  -j^  étanl 

dx 

des  fonctions  de  x,  on  est  ramené  aux  intégrales  réelles.  ;roet 

Xn  sont  les  abscisses  des  points  (^o)  et  {z„). 
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Deuxième  démonstration,  —  Le  point  z^=z  x  -^  yi  décrivant 
la  courbe  z^z^j  on  peut  regarder  x  et  y  comme  des  fonctions 
continues  et  admettant  des  dérivées,  d*une  variable  réelle  t 
croissant  de  /q  à  /„  lorsque  z  varie  suivant  la  ligne  donnée  de 
Zq  à  Zn,  et  poser,  en  regardant  toujours  i  comme  une  con- 
stante, 

z  -^^{t)  ^  i  ^^{t)  -^.  ^{t). 

m 

En  raison  de  l'existence  supposée  des  dérivées,  on  aura  (545), 
par  rapport  aux  points  (5,)  et  (^o)» 

vL,(/,)  --  ^,{t,)  =  {t,  -  ^o)  [+'i(<o^  -+-  5;], 

+ï(^i)  -  +î(^o)  ^  (^-  ^0)  [^'0(^0)  -^  ô^;], 

Sq  et  ô^  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  t^  vers  ^o-  On 
pourra  alors  écrire 

-^  (^i  -  ^0)  [^\{t,)  +  ^•+;(^o)  -^  0;-+-  /d';] 

en  désignant  par  %  la  quantité  imaginaire  do  +  id'o,  qui  tend 
vers  zéro  en  même  temps  que  à\  et  iS'^  ou  que  t^—  t^. 

On  aura  de  même  et  dans  des  conditions  analogues,  c'est- 
à-dire  ôi,Ô2,  . . .,  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  /,  —  t^, 
ti—  t^y  . . . ,  la  série  d'égalités 

-î  — -i     —  (^—  ^1)  [4''(^i)  +  0i]» 


En  substituant  les  binômes  5,  —  :;o>  ^2  —  ^i^  •  •  •>  ^/»  —  ^«-i» 
ainsi  exprimés  dans  la  somme  (1)  et  en  la  séparant  immé- 
diatement en  deux  parties,  cette  somme  deviendra 

Sa  seconde  partie  a  évidemment  zéro  pour  limite  ;  car,  M  étant 
le  maximum  du  module  de  la  fonction  9(5  )  lorsque  z  parcourt 
la  ligne  Zf^z„,  et  yi,  le  plus  grand  module  parmi  ceux  des 


v'  • 


'.^. 

h 


a  • 


1^ 


tv. 

(■•.' 
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i 
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quantités  Ôq,  ô,,  ô„  . . . ,  ô«-,,  le  module  de  cette  seconde  par- 
lie  est  lui-môme  inférieur  (821,  8W)  à 

c'est-à-dire  tend  vers  zéro  en  môme  temps  que  fx,  ou  en  même 
temps  que  le  nombre  des  points  intermédiaires  sur  la  ligne 
Zqz,^  croît  indéfiniment. 

Considérons  maintenant  la  première  partie  de  la  somme  (i). 
D'une  manière  générale,  on  peut  mettre  le  produit  (^{z)^\t'(t) 
sous  la  forme 

/(O  et  F(^)  représentant  deux  fonctions  réelles  de  t;  cette 
première  partie  revient  donc  à 

Les  deux  parenlhèses  ci-dessus  ayant  pour  limites  respec- 
tives (758)  les  deux  intégrales  définies  réelles 


la  somme  (i)  tend  finalement  vers  la  limite 


«0 


Csdt^i  /     F(0^^ 


et  c*est  cette  limite  qui  définit  Tintégrale 

^i^z)dz 
prise  tout  le  long  de  la  courbe  ^©^n,  depuis  5  =  ^0  jusqu'à 

Z  -  -  z„. 

On  voit  qu'on  peut  écrire  à  la  fois 


(:>.  bis) 


^J  \{z)dz  =  J\/{t)^iF(t)]d 


La  deuxième  démonstration,  comme  la  première,  prouve 
Texistence  d'une  limite  et  ramène  son  calcul  numérique  à 
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celui  d'intégrales  de  fonctions  d'une  variable  réelle.  Les  deux 
résultats  coïncident  quand  on  prend  /  =  j:. 

951.  La  fonction  9(2)  étant  toujours  imaginaire,  admettons 
que  la  variable  imaginaire  ;;  =  â7  +  r£  se  réduise  à  la  partie 
réelle  œ. 

Si  nous  nous  reportons  à  la  première  démonstration  du 
numéro  précédent,  on  voit  que  P  et  Q  deviennent  alors  des 
fonctions  continues  de  j?,  telles  que  P  ^=zf{œ)  et  Q  i=F(j:j, 
de  sorte  qu'on  a 

9(5)  —  (p(jr)  ■rz/(j;) -h  I  F(J?). 

La  courbe  suivie  par  z  se  confondant  d'ailleurs  avec  l'axe 

des  j",  on  a    -^  =0,  et  l'égalité  (2)  [950]  prend,  dans  ce  cas 

particulier  d'une  fonction  imaginaire  d'une  variable  réelle,  la 
forme 

952.  Reprenons  la  somme  (i)  sous  sa  forme  primitive  (950) 

et  cherchons  une  limite  supérieure  de  son  module. 

H  étant  toujours  le  maximum  du  module  de  la  fonction  9  (;?) 
lorsque  z  parcourt  la  ligne  z^z„^  désignons  par  /  la  longueur 
de  cette  courbe  et,  par  c©,  c,,  ...,  C;,_,,  les  longueurs  des 
cordes  des  arcs  successifs  ^o^Si,  5jZj,  ...,5«_i5;j.  Ces  cordes 
représentant  précisément  (8T7)  les  modules  des  diftërences 
s,  —  zo,  -zj  -—  5i, . . . ,  ;ï^  —  Zn-u  le  module  de  la  somme  (i)  sera 
moindre  (821,  SiitO)  que 

M  (co  -h  Cj  4-  . . .  4-  c^_,)    ou  que    M  /. 

Il  en  résulte,  d'après  la  définition  de  l'intégrale, 

<^{z)dz<,  I     mod(p{z)dz<zMl' 
-•  •• 

953.  En  considérant  toujours  l'intégrale  définie  (950) 


J        ?(5)û?3, 


?jk.i. 
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changeons  de  variable  en  posant 

La  variable  s  parcourt  la  courbe  s^z^,  quand  la  nouvelle 
variable  ;;'  parcourt  la  courbe  z'^z'^;  et  nous  admettons  que 
la  fonction  ^{z')  reste  alors  continue  et  a  une  dérivée  ^'(3'), 
de  sorte  que  dz  zz:  ^J;'  {z')  dz'. 

On  a  dans  ces  conditions 

(i)  f\{z)dz=f\(z)^'iz')d=', 

les  intégrales  étant  prises  respectivement  suivant  les  deux 
lignes  z^Zny  z'^z'^. 

En  efFet,  on  peut  écrire  (545)  les  égalités  successives 

-1  ~  -0  ^  ■  <  -'1  —  -0  )  [+'(  3;)  ^  ôo], 

-i—  Z^'z    {z\—  Z\)\^'(  Z\)  -f-d,]. 


> 


11  en  résulte,  comme  précédemment  (950), 

I         <p(3o)(3l— So)-^«p(2l)(3j--3i)-r-...-:-«p(3„_i)(3«  — 2rt_i) 
{'1)\:=^\{Z\-Z'^)^{Z,)^\Z',)+{Z\~Z\)^{Z,)^\Z\)  + 

-^[(^1— 2'o)Oo<p(3o)H-(3',— 3;)ai«p(3,)-4-...-^(3;i— 2;,_l)â«_,(p(3rt-i)]. 

11  est  clair  que,  si  l'on  désigne  encore  par  M  le  maximum 
du  module  de  9(2)  le  long  de  la  courbe  z^z^^  par  fx  le  plus 
grand  module  parmi  ceux  des  quantités  io>  ^i*  •  •  •>  ^/i-i>  par/' 
la  longueur  de  la  ligne  z'^z'^,  et  par  c^,  Cj,  . . .,  c),_,,  les  lon- 
gueurs des  cordes  des  arcs  successifs  z^z\,  ^'i^',,  . . .,  «'„-.,5',, 
le  module  de  la  seconde  partie  de  la  somme  ci-dessus  sera 
moindre  (821,  840,  877)  que 

Mfx(c;-i-c'iH-  ...  H-c'„-i)<M|:x/'. 

Celte  seconde  partie  tend  donc  vers  zéro  en  même  temps 
quefx,  ou  en  môme  temps  que  le  nombre  des  points  intermé- 
diaires sur  ^o^A,  et  par  conséquent  sur  ^o^n»  croît  indéfini- 
ment. 
L'égalité  (2)  entraîne  alors  à  la  limite  Tégalité  (ij. 


% 
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Celte  proposition  va  nous  permettre  d*étendre  aux  fonctions 
imaginaires  la  règle  fondamentale  du  n®  762,  en  justifiant 
ainsi  les  premières  indications  du  n^  dkS, 

95^.  La  fonction  n=:^(z)  étant  continue  et  admettant  la 
dérivée  <p{z)  lorsque  la  variable  z  décrit  la  courbe  z^z^y  on  a, 
en  prenant  V intégrale  suivant  cette  ligne, 


L 


Sn 


9{z)dz    -^(3«)    -*(3o). 


En  effet,  quand  la  variable  z  décrit  la  courbe  zqz„,  la  va- 
riable u  décrit  une  courbe  correspondante  UqU^  (887),  et  Ton 
a,  d'après  ce  que  Ton  vient  de  voir  (953)  et  en  changeant  de 
variable, 

'      du.:!      (p\z)dz=l     (f(z)dz, 

"ê  •»•  *• 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  £<i,  u,,  . . .,  »i,.i,  des  points 
intermédiaires  successifs  sur  la  ligne  UoU„,  la  première  inté- 
grale est  la  limite  de  la  somme 

(Wi  —  Wo)-4    {U^-^  Ui)  -{-...-}-  (Un—  U„^i), 

quand  le  nombre  des  points  intermédiaires  croît  indéfini- 
ment; et,  comme  cette  somme  se  réduit  toujours  à 

Un  —  Wo, 

on  a  bien 


<p(3)t/5=:£/«—  I/o— ^  (;;«)  — *(5o). 


905.  Les  théorèmes  généraux  démontrés  précédemment  sur 
les  intégrales  défmies  (P*  Partie,  Livre  V,  Ch.  XVI)  sont  évi- 
demment applicables  aux  intégrales  imaginaires. 

En  particulier,  quand  on  intervertit  l'ordre  des  limites,  on 
change  simplement  le  signe  de  l'intégrale  définie  (763,  a^»), 
la  variable  parcourant  la  même  courbe  en  sens  inverse. 

Si  Ton  décompose  la  courbe  zqz^  en  plusieurs  parties,  telles 
que  ZqZj^,  z/cZnj  on  a  (763,  4°) 


i^{z)dzm  I      (^{z)dz'^l      (^{z)dz. 
En  remplaçant  chaque  élément  d'une  intégrale  définie  par 
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son  module  ou  par  une  quantité  plus  grande,  on  obtient  une 
limite  supérieure  du  module  de  la  valeur  de  Tinlégrale  (840, 
952). 

Les  règles  de  l'intégration  par  parties  (781  et  suiv.)  subsis- 
tent complètement,  etc. 

956.  Le  théorème  relatif  au  développement  d'une  intégrale 
en  série  convergente  (795)  s'étend  comme  il  suit  aux  inté- 
grales imaginaires. 

Si  la  fonction  o{z)  peut  se  développer  suivant  une  série 

(l)  f/o-+-  tti-H  C/,4-.  .  .-+-Mrt-h  Un^i-h'  .  ., 

dont  tous  les  ternies  demeurent  des  fonctions  continues  de  z 
quand  cette  variable  décrit  la  lif^ne  z^Zpy  qui  soit  conver- 
gente  en  tous  les  points  de  cette  ligne,  et  telle  qu'en  chacun 
d*eux  et  pour  n  assez  grand  le  module  de  la  somme 


«/•-H^nH-l 


soit  moindre  qu'un  nombre  donné  a  aussi  petit  qu'on  voudra, 
on  a,  en  prenant  toutes  les  intégrales  le  long  de  la  même 
ligne  ZoZp^ 

(2)       I      (^{z)dz^l      u^dz-^l      Uidz-^j      u^dz  — 

En  effet,  S»  étant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (2),  4'(-)  le  reste  de  la  série  (i)  ou  la  somme 

/  la  longueur  de  la  ligne  z^^Zp  ou  du  y?/ de  l'intégration,  on 
pourra  écrire  (955) 

(^{z)  dz  ^=:  S„-^  j      ^{z)dz. 

Le  module  de  ^{z)  est,  par  hypothèse,  moindre  que  a.  Par 
suite(952),  celui  de  l'intégrale  /     4'(^)^^®s^"^^^'^^^®  que  a/ 

et  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente  indéfiniment,  de 
sorte  que  S;^  tend  alors  vers  une  limite  égale  à  l'intégrale 


X 


(ff{z)dz;  ce  qui  justifie  l'énoncé. 


**\ 


r* 
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957.  Après  les  détails  qui  précèdent,  il  reste  à  prouver 
(QW)  que,  si  l'on  va  du  point  s^  au  point  z^  {fig*  ^6)  par 
deux  chemins  z^az^  z^^bz^j  infiniment  rapprochés  l*un  de 

FJg.  36. 


o 


l'autre  et  situés  dans  la  partie  du  plan  des  axes  oà  la  /onc- 
tion (^{z)  demeure  holomorphe  (9i7),  la  valeur  de  l* intégrale 


( 


Q(z)dz, 


prise  suivant  l'une  ou  l'autre  courbe,  est  en  général  la  même, 
A  chaque  point  m  de  la  courbe  ^o^^a  correspond  un  point/? 
de  la  courbe  z^bz^,  les  deux  points  extrêmes  Zq  et  Za  se  cor- 
respondant à  eux-mêmes  sur  les  dei^c  courbes. 

Si  Ton  passe,  sur  la  preiïiière  courbe,  du  point  m  au  point 
infiniment  voisin  m\  la  fonclion  ^(z)  subit  un  accroissement 
d(^{z).  Si  Ton  passe  du  point  m  au  point  correspondant/?  sur 
la  seconde  courbe,  la  fonction  <^{z)  subit  un  accroissement 
différent  que  nous  représenterons  par  09(5),  et  z  lui-même, 
au  lieu  de  subir  Taccroissement  dz,  subit  alors  Taccroisse- 
nient  dz. 

Comme  la  fonction  est  holomorphe,  elle  prend  toujours  an 
point  p  la  môme  valeur,  soit  que  le  point-variable  ait  décrit 
le  contour  z^amp,  soit  qù*il  ait  suivi  directement  la  seconde 
li^ne  z^bp.  11  en  résulte  que  la  valeur  de  la  fonction  au 
point />  dans  la  seconde  intégrale  (ou  dans  Tintégrale  suivant 
la  ligne  z^bz^^)  diffère  de  la  valeur  de  la  fonction  au  point  m 
dans  la  première  intégrale  (ou  dans  l'intégrale  suivant,  la 
ligne  Zf^azn)  de  la  quantité  à^{z),  comme  z  di'ffère  de  m  à  p 
de  la  quantité  dz. 
De  plus,  la  fonction  étant  monogène,  c'est-à-dire  ayant  par 

Dk  C.  —  Cours.  IV.  9 
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hypothèse  la  même  dérivée  au  point  m,  que  le  point  décrivant 
suive  rélément  mm'  ou  l'élément  mp  (925  et  suiv.),  on  a  à  la 
fois 

ou 


oz 


(i)  do{z)$z:=:.èo{z)dz. 

Cela  posé,  la  variation  de  l'intégrale  définie,  lorsqu-'on  suit  la 
courbe  z^bz^^^  au  lieu  de  la  courbe  z^az^^  est  représentée, 
d'après  les  notations  adoptées,  par  l'expression 

[ç>(j)  -l-0  9(c)]^(c  4-03)  —  /      (^{z)dz 
ou,  en  simplifîant  (955),  par 


x; 


c^{z)  doz  -\-  0Q{z)dz  -\-  èo(z)  doz; 


ce  qui  revient,  en  ne  conservant  que  les  termes  du  deuxième 
ordre  (520)  et  en  tenant  compte  de  l'égalité  (i),  à 


(^{z)  d&z  -^  èzd (^{z). 


Ce  résultat  peut  évidemment  s'écrire  (570) 


/ 


^[?(-)  ^-]- 


Or,  rintégrale  générale  ou  indéfinie  j  ^[9(3)03]  se  ré- 
duisant (763,  1°)  à  9(2)  03,  on  a,  pour  l'intégrale  définie  cor- 
respondante, 

9(3„)Ô3„—  9(3o)Ô3o. 

Comme  les  points  extrêmes  z^  et  3,,  sont  fixes,  on  a 


03.  =  0, 


Ô3 


n  --  O, 


et,  par  suite,  la  variation  de  l'intégrale  définie  considérée, 
lorsqu'on  la  prend  suivant  la  courbe  z^bz^  au  lieu  de  la 
preodre  suivant  la  courbe  z^az^^y  est  elle-même  égale  à  zéro. 
Ainsi,  et  sauf  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  les  inté- 
grales prises  suivant  les  deux  courbes  sont  égales.  Elles  le 
sont  donc  rigoureusement. 
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938.  On  déduit  de  cette  proposition  fondamentale  les  con- 
séquences les  plus  importantes. 

Au  lieu  de  deux  lignes  infiniment  rapprochées,  considé- 
rons {fig-  37)  deux  lignes  quelconques  ^oA^s»,  ^oB^^,  allant 
du  point  z^  au  point  2„,  dans  la  portion  du  plan  où  la  fonc- 
tion 9(2)  demeure  holomorphe. 

Fig.  37. 


"H 


B. 
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Il  est  clair  que  les  intégrations  effectuées  suivant  ces  deux 
lignes  resteront  encore  identiques,  puisque  Ton  peut  passer 
de  Tune  à  l'autre  par  une  série  de  transformations  succes- 
sives et  infiniment  rapprochées  qui,  comme  on  vient  de  le 
voir,  laisseront  constante  la  valeur  de  Tintégrale. 

Il  en  résulte  immédiatement  que,  dans  la  portion  de  plan 
ou  la  fonction  <p(s)  reste  holomorphe^   la  valeur  de  lUnté- 

grale  f  (f{s)  dz prise  tout  le  lon«  d'un  contour  fermé,  tel  que 

Z^kZn^Zfiy  est  NULLE. 

En  effet,  l'intégrale  prise  le  long  de  ^0  A 4?;»  étant  égale  (957) 
à  l'intégrale  prise  le  long  de  z^Bz^^  et  celte  dernière  chan- 
geant de  signe  (955)  lorsque  la  ligne  z^^z^,  est  parcourue  en 
sens  inverse,  c'est-à-dire  lorsqu'elle  devient  -s^BjSq»  l'inté- 
grale prise  suivant  le  contour  total  et  fermé  parcouru  dans  le 
sens  de  la  flèche  {fig-  87)  est  nécessairement  nulle. 

Il  est  utile  de  remarquer  que  le  sens  indiqué  ici  par  la 
flèche  est  ce  qu'on  appelle  le  sens  direct  ou  positif.  Le  con- 
tour qui  limite  l'aire  considérée  se  trouve  alors  décrit  vers  la 
gauche  de  l'observateur. 

959.  Lorsque  l'aire  considérée  est  limitée  par  une  seule 
ligne  fermée,  on  dit  qu'elle  est  à  contour  simple;  lorsqu'elle 
est  limitée  par  plusieurs  lignes  fermées  distinctes,  on  dit 
qu'elle  est  à  contour  complexe. 


.-/  '<:.rr--i 


m. 
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Ainsi,  Taire  limitée  par  une  circonférence  est  à  contour 
simple.  Taire  d'une  couronne  circulaire  est  à  contour  com- 
plexe. 

On  peut  toujours,  à  Taide  de  coupures  ou  de  simples  trans- 
versales, transformer  un  contour  complexe  en  contour  simple. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  la^e^.  38,  on  réunira  les  deux 
circonférences  par  la  transversale  AA',  et  Taire  de  la  cou- 
ronne sera  limitée  par  le  contour  simple  ACAA'C'A'A.  Les 
llècbes  indiquent  le  sens  du  mouvement. 


FIg.  38. 


Fig.  39. 


De  même,  dans  le  cas  de  la  Ji,£f.  89,  où  Taire  considérée 
est  celle  d'un  cercle  C  dont  on  a  enlevé  les  portions  limitées 
par  deux  petites  circonférences  intérieures  C  et  C",  on  em- 
ploiera les  deux  transversales  cx'^'  et  a" p\  et  Taire  proposée 
sera  alors  limitée  par  le  contour  simple 

Les  flèches  indiquent  le  sens  du  mouvement. 

960.  Lorsqu'un  contour  fermé  C  comprend  d'autres  con- 
tours intérieurs  également  fer  mes  ^  tels  que  C,  C'',  .,., 
la  fonction  ©(-)  restant  toujours  holomorplie  dans  l'aire 
ainsi  limitée,  l  intégrale  prise  tout  le  long  du  contour  exté-. 
rieur  dans  un  certain  sens  est  égale  à  la  somme  des  inté- 
grales prises  dans  le  même  sens  tout  le  long  des  contours  in- 
térieurs. 


(Il  faut  bien  faire  attention  que,  par  hypothèse,  la  fonc- 
tion 9(-)  cesse  d'être  holomorphe  à  l'intérieur  des  con- 
tours C,  Cf  . .  •). 
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Reprenons  la  Jig.  89,  et  admettons  que  les  deux  circonfé- 
rences C  et  (7  soient  d'abord  décrites  dans  le  sens  des 
flèches/'  et/',  c'est-à-dire  dans  le  sens  négatif  ou  en  sens 
contraire  de  celui  adopté  pour  la  circonférence  C. 

L'intégrale  j  (p{z)dz  prise  suivant  le  contour  simple  fermé 

obtenu  à  l'aide  des  transversales  a' (3'  et  a'jS",  c'est-à-dire  sui- 
vant le  contour  (x'^'/'C^'cK'oc'p'fC^'oi'Ca' ,  sera  nulle 
(958). 

Or,  celte  intégrale  se  compose  (955)  :  des  intégrales  suivant 
oc'a'  et  a'^Ca'  qui,  réunies,  constituent  l'intégrale  suivant  C 
prise  dans  le  sens  direct;  des  intégrales  suivant  a' (3',  P'oc', 
oL^^",  ^"a^  qui  se  détruisent  deux  à  deux;  enfin,  des  inté- 
grales prises  suivant  C  et  C  dans  le  sens  négatif.  On  aura 

donc,  en  désignant  d'une  manière  générale  par  /  l'intégrale 
prise  suivant  le  contour  C, 


d'où 


f-f-f-'" 


tous  les  contours  étant  décrits  dans  le  même  sens. 
S'il  n'y  a  qu'un  contour  intérieur  C,  on  a,  quel  qu'il  soif. 


961.  Nous  terminerons  ces  notions  en  démontrant  les  deux 
propositions  suivantes  : 

I®  L'intégrale  f  o(f)dz  prise  autour  d'un  cercle  infini- 
ment petit  c  dont  le  centre  est  en  un  point  a  {fig.  f\o)  tend 
vers  zéro  en  même  temps  que  le  rayon  r  de  ce  cercle,  lorsque 
l'on  a,  pour  z    -a, 

lim(5  —  a)  (p(^)  '=  o. 

En  effet,  M  étant  le  maximum  du  module  du  produit 
(s  — û:)(p(5)  le  long  du  cercle  c,  il  en  résulte  pour  ce  con- 
tour, la  différence  (3  —  <?)  ayant  pour  module  /•  (877\ 

_  M 

mod(^  —  a)  modcp(:;)7M        ou        mod  9(5)  ^  —  • 


:«*¥ 


i 


'!t 
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On  en  déduit  (955),  en  représentant  par  /  l'intégrale  prise 
tout  le  long  de  c, 

mod  /  (^{z)dz[l  I  ^  mod dz. 

Mais  le  module  de  dz  n*est  autre  (877)  que  Télément  ds  du 
cercle  c.  La  dernière  intégrale  se  réduit  donc  à 

quantité  qui  tend  vers  zéro,  par  hypothèse,  en  même  temps 


F'g.  4o. 


!/ 


/  /■  ■ — 


/^ 

0 


que  r  ou  que  z  —  a.  Il  en  est  donc  de  même  du  module  de 
rintégrale    /  9(^3)  dz, 

2°   L'intégrale  j  <p{z)dz  prise  autour  d'un   cercle  C  de 

rayon  R,  dont  le  centre  est  à  l'origine,  tend  vers  zéro  à  me- 
sure que  R  croit  indéfiniment,  lorsqu'on  a,  pour  5  =  00, 

lim  z  9(3)  1=0. 

En  effet,  M  étant  le  maximum  du  module  du  produit  z  (p(;;) 

le  long  du  cercle  G,  il  en  résulte  pour  ce  contour,  z  ayant  pour 

module  R, 

mods  mod 9(5)^M 

ou 

mod9(3)--~. 

On  en  déduit  (955) 

mod  /  9(5)^5^  /  ^  modûf^5M.27r, 
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quantité  qui  tend  vers  zéro,  par  hypothèse,  en  même  temps 
que  5  ou  R  croît  indéfiniment. 

11  est  évident  que  les  deux  propositions  précédentes  subsis- 
tent lorsque  Tintégratiou  n'a  lieu  que  suivant  une  portion  des 
cercles  considérés. 


Ertension  des  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin  aux  fonctions 

•   d'une  Yariable  imaginaire. 

962.  Nous  commencerons  par  démontrer  le  théorème  sui- 
vant, découvert  par  Caccuy,  et  qui  est  fondamental. 

Lorsqu'une  fonction  ^{z)  est  holomorphe  dans  une  portion 
du  plan  limitée  par  un  contour  simple  dy  si  l'on  désigne  par  t 
un  point  quelconque  pris  à  l'intérieur  de  ce  contour,  on  a 


(0 


?   0 '   /     -—dz. 

^'  27r«  J^  z  —  t 


En  effet,  décrivons  du  point  t  comme  centre,  avec  un  rayon 
infiniment  petit  p,  le  cercle  c  à  l'intérieur  du  contour  C{fig.  40' 


(> 


Fig.  4(- 


/ 


/ 


/ 


La  fonction  -i-^  est,  à  son  tour,  évidemment  holomorphe 
z  —  t 

dans  Taire  comprise  entre  C  et  c.  11  en  résulte  que  les  inté- 
grales de  cette  fonction,  prises  dans  le  sens  positif,  suivant  C 
ou  suivant  c,  demeurent  égales  (960).  Nous  n'avons  donc  qu'à 


évaluer  l'intégrale 


• — ~ —  -  c*^. 

- 1 


Pour  cela,  en  remarquant  (877)  que  le  module  de  la  diffé- 


r,  . 


^/ 
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rence  3  —  ^  est  p  et  en  désignant  par  Q  son  arguaient,  nous 
poserons  (905) 

Il  en  résultera,  t  ne  variant  pas, 

dz  —  iù  e^^dB        et        -^  =  i  dO. 
^  z  —  t 

Nous  aurons,  par  suite, 

fp^dz^iC^{t-^pe^^)dB. 

Mais  la  fonction  cp  (  z)  étant  continue  et  p  infiniment  petit,  l'ex- 
pression 9(^4- pe^O  se  réduit  à  la  limite  à  la  quantité  constante 
o{t)y  et  Ton  a 

Jf    -^--    dz=iiQ{l)  f      dO  ~27:i(^{t); 

ce  qui  est  précisément  la  formule  (i). 

963.  La  fonction  (^{z)  étant  holomorphe  dans  une  certaine 
partie  du  plan,  elle  admet  une  infinité  de  dérivées  successives, 
toutes  holomorphes  dans  cette  même  partie  du  plan. 

Prenons,  comme  précédemment,  un  point  t  dans  la  partie 
considérée,  supposée  limitée  par  un  contour  simple  C.  La  for- 
mule qu'on  vient  d'établir  (962)  étant  applicable,  nous  aurons 


(') 


9(0  ^  :^^  fo{z)  (z  -  t)~'dz. 


Pour  un  autre  point  t  -+-  \t,  voisin  du  premier  et  situé  aussi  à 
rintérieur  de  C,  il  viendra 

©(^-+-A0~-^.  f  (p{z){z~-t'~-lt)-^dz. 

Il  en  résulte  (955) 

9(^4- AO  — 9(0  =  r~^  \(^{z)[{z—t  —  lt)-'^—{z  —  t)-^']dz 


OU 


^9{^)  =  ~if9{-)^^-~^)-'d^^ 


r 
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On  a  donc 

^- :=  ;  l     ^iz) -r (tZ, 


Mais  la  dérivée  de  la  fonction  (s  —  /)-*  de  la  variable  t  ayant 
évidemment  (564,  575)  pour  valeur  (5  —  0'*»  on  peut  écrire 

(545) 

—  —  (-S  —  l)-^-h<x, 


a  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  iL  Par  suite, 


*■  ç. 


Quand  Ai  tend  vers  zéro,  a  tend  vers  zéro.  A  la  limite,  la  se- 
conde intégrale  du  second  membre  a  donc  un  module  nul(^) 
et  disparaît,  de  sorte  qu*il  reste 


(îi) 


o7/)—  — .    1  Q>(z)iz  —  t)-'dz. 

I  i 


valeur  finie  et  déterminée. 

D*après  la  formule  (2),  on  a,  pour  un  point  t  +  A^,  voisin 
du  point  /  et  toujours  situé  à  Tintérieur  de  C, 

9'(< -H  A/ )  —  ^|--    r(p(c)[5  -  f  —  A/ )-*^/3, 

d'où,  en  soustrayant  membre  à  membre  la  formule  (2)  de  ce 
dernier  résultat, 

(3)  A(p'(0==— .  fo{z)A{z  —  t)-^dz. 

Comme  la  fonction  (5  —  t)-^  est  continue,  on  peut  prendre  A^ 
assez  petit  pour  que  le  module  de  A(3  — r)-»  soit  moindre 
qu'une  quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  voudra,  pendant 
que  z  parcourt  C.  La  valeur  de  l'intégrale  définie  du  second 

(')  Ea  désignant  par  M  le  maximum  du  module  de  ^{z)  le  long  de  C  et 
par  L  la  longueur  de  ce  contour,  on  a,  en  effet,  pour  une  valeur  donnée 
de  df , 

mod    /  ç  (  5  )  a  rf5  ^  ML  mod  a  : 
el,  si  A/  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  môme  de  a  et  de  son  module. 


l38  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

membre  sera  alors  elle-même  infiniment  petite  {voir  la  note  ^'^ 
ci-dessus),  de  sorte  que  la  fonction  ©'(0  est  une  fonction 
continue. 
ËnOn,  on  a,  d'après  Téqualion  (3), 

It  ira   L  '      ^         le 

La  fonction  (;;  —  t)-*  ayant  évidemment  pour  dérivée  a  (3  —  /)  S 
on  pourra  poser  encore 

A(j  — 0^ 

a  tendant  vers  zéro  en  môme  temps  que  It.  Comme  on  en 
déduit 


-—•    I  o(z)[z  —  iy^dz-] ;   /  o(z)xdZy 


il  viendra  à  la  limite 

ci)  ?"(^)-^'i7   f<?(z)iz-l)-^dz, 

valeur  finie  et  déterminée,  de  sorte  que  la  fonction  (^'{i)  est, 
en  outre,  monogène.  Elle  est  donc  bien  holomorphe  (947) 
dans  la  portion  de  plan  considérée. 

9'(^)  étant  bolomorpbe  dans  la  même  portion  de  plan  où 
(p{t)  l'est  déjà,  o''{t)  à  son  tour  sera  holomorphe  à  l'intérieur 
du  même  contour,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  La  propo- 
sition énoncée  est  donc  établie. 

La  dérivée  du  n**"»®  ordre  a  évidemment  pour  expression, 
en  revenant  aux  exposants  positifs, 

/fx  o,^     .^  ï  .'2.3.  .  .n      /*  0(  Z)  , 

On  voit,  propriété  bien  remarquable,  qu'il  suffit  de  con- 
naître les  valeurs  de  la  fonction  9(5)  tout  le  long  du  con- 
tour C,  pour  déterminer  les  valeurs  de  la  fonction  et  de  ses 
dérivées  successives  à  l'intérieur  de  ce  contour  (*). 


(*)  On  démontre  dans  le  Calcul  intégral  que,  pour  différentier  sous  le 
signe   /  par  rapport  à  un  paramètre  ou  par  rapport  à  une  certaine  lettre 
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964.  Si  le  contour  C  est  un  cercle  décrit  du  point  t  comme 
centre,  avecrpour  rayon,  on  pose, comme  précédemment (962), 

z  —  t  —  re«^        d'où        dz  =  ire^^  de. 

A  la  place  des  formules  (i)  et  (5)  [963],  il  vient  alors 


(I  bis^ 


(?(0=^./       ÇCf-i-re^Ot-rfÔ 


0 


=:—  f      <D{t-i-re^i)de, 


»  0 


(5  bis) 


©f^UO  ~ / 

--  „—  /      ^-—  .- —  de, 


l'argument  6  devenant  la  variable. 

965.  Les  formules  précédentes  vont  nous  conduire  au  but 
que  nous  poursuivons. 

Nous  avons  reconnu,  en  étudiant  les  séries  imaginaires, 
que,  lorsqu'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
tières, positives  et  croissantes  d'une  variable  imaginaire,  ad- 
met un  cercle  de  convergence  (896),  elle  représente  dans  ce 
cercle  une  fonction  holomorphe  (898, 936).  Pour  qu'une  fonc- 
tion 9(5)  soit  développable  suivant  une  pareille  série,  il  est 
donc  nécessaire  qu'elle  soit  holomorphe  dans  le  cercle  de 


prise  pour  yariable,  il  suffit  de  remplacer  la  foncLion  qu'on  doit  intégrer 
par  sa  dérivée  prise  seulement  par  rapport  au  paramètre.   En  appliquant 
cette  régie,  on  obtient  immédiatement  les  résultats  précédents. 
En  partant,  par  exemple,  de 

on  devra,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  t  considéré  comme  paramétre, 

remplacer  ■^-^^-'  dz  par  ;— '       '--  •  dz.  et  l'on  aura 
z  --  t       '^      {z  —  ty 

aictX  (z-  t)' 


l^'A 
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convergence  de  la  série,  et  il  reste  à  prouver  que  celle  condi- 
tion est  sujffisante, 

Cesl  à  quoi  Ton  parvient  comme  il  suit,  à  Taide  d'une  im- 
portante proposition  due  à  Calchy. 

966.  Soit  un  point  quelconque  t  pris  à  Tintérieur  du  cercle 
de  convergence  supposé  R  (J^g-  42).  De  l'origine  comme 
centre,  avec  un  rayon  r  moindre  que  R,  décrivons  un  second 
cercle  qui  comprenne  le  point  t. 

Fig.  4a. 


y 


R 


/ 


\ 


0 


i:-4    — 


\ 
\ 


y./ 


y 


Nous  aurons,  d'après  le  théorème  fondamental  de  Cauchy 
(962), 


(0 


9(c) 


J 


Or,  on  a  identiquement  (H),  les  règles  de  calcul  restant  les 
mêmes,  que  les  lettres  employées  représentent  des  quantités 
réelles  ou  des  quantités  imaî?inaires. 


I  — 


f»-»-i 


mll-^V 


=    I     -h     -     -I-     —      -h   .     .     . 


/« 


-Il 


et  il  en  résulte 

^n  4-1 

I 

f          /* 

I  -f-       -4-  -,  -h. 

t 

A 

I 
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i4i 


o(;) 


On  a  donc,  en  mullipliant  de  part  et  d'autre  par  ^-^^dz, 


o(z) 


t 


dz^ 


oiz) 


i-f-  -;  -h  75 


^;i-Hl 


1 


dz. 


('i) 


On  déduit  de  cette  dernière  égalité  (955)  rapprochée  de  la 
foriDiile  (0,  /  étant  une  constante, 

Si  l'on  pose  z-=  re®',  d'où  dz  —.  ire^'Mz=  isdQ,  le  dernier 
terme  du  second  membre  de  la  formule  (2)  devient 


(3) 


ÎIT 


zo{z)   t 


/n-l 


-«-1-1 


de. 


r  est  le  module  de  Zy  puisque  les  intégrales  sont  prises  le 
long  de  la  circonférence  r.  Si  p  est  le  module  de  t,  moindre 
que  r,  et  si  M  est  le  maximum  du  module  de  9(3)  sur  la  cir- 
conférence /•,  le  module  du  dernier  terme  exprimé  ci-dessus 
est  moindre  que  (877) 


c'est-à-dire  qu'il  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéflniment. 
II  s'ensuit,  d'après  la  formule  (2),  que  la  fonction  9(f  )  est  la 


limite  de  la  série  convergente 


'.)  ,u,=.^.  C^d.  +  -L^  f^d.^JL  fûild. 

ITZlJ.        Z  2r.lJ         Z'  '>'T.LJ         Z* 


[Celte  série  est  bien  convergente,  puisque  la  somme  de  ses 
«  +  i  premiers  termes,  pour  n  aussi  grand  qu'on  voudra,  a 
9(0  pour  limite.] 


La  fonction 


cp(s) 


s'* 


demeurant  continue  sur  la  circonférence  r, 


les  intégrales  du  développement  (4)  ont  des  valeurs  finies  et 
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déterminées;  ces  valeurs  sont  d'ailleurs  indépendantes  du 
rayon  r,  puisqu'elles  resteraient  les  mêmes  sur  toute  circon- 
férence concentrique  de  rayon  moindre  (960),  décrite  dans  le 
même  sens. 
Si  l'on  pose 


(5) 


la  série  (4)  prend  la  forme 

<p(^)   —  «o-h  u^l  -I-  t/ji*  4-  £/j/»_|_.  . . 

oUy  en  remplaçant  t  par  ;;  et  en  restant  pour  les  valeurs  de  z 
en  deçà  du  module  B, 


(Ci) 


0{Z)  --    Uq-+-  I/j^   -h  «iC*-i-  Mj-'-h 


En  tenant  compte  des  relations  z  ■=  re^'  et  dz  =  iz  d6,  on 
peut  mettre  la  valeur  de  u^  sous  la  forme 


(5  bis) 


l'n  --- 


T^r"l 


i^o(re^') 


,niii 


de. 


967.  Série  db  Tayloh.  —  Nous  allons  pouvoir  maintenant 
étendre  la  formule  deTaylor(675)  aux  fonctions  imaginaires. 

Considérons  une  fonction  9 (s),  holomorphe  dans  Taire  li- 
mitée par  le  contour  quelconque  C.  Décrivons  à  l'intérieur 


V 


o 


Fig.  43. 


\ 


\ 


s. 


,/ 


de  cette  aire  {/ig,  43)  une  circonférence  de  centre  Zq  et  de 
rayon  r.  Pour  un  point  quelconque  c  de  cette  circonférence. 
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nous  aurons,  d'après  le  théorème  fondamental  de  Caucliy 
(9e2), 

L'identité  que  nous  venons  de  démontrer  (966)  donne  d'ail- 
leurs 


/                z        z^                   z"                 t 
l I 


ou,  en  divisant  par  ;;  les  deux  membres, 


I      _  j        t        /»  r  ^«-»-* 

s  —  f  —  ■;  "*"  7i  "^  ^^3  "^'  •  •  •  "^  T^hTi  "^  Z        /  * 

Le  premier  membre  de  cette  identité  ne  changeant  pas  quand 
on  remplace  ^  et  r  par  5  —  :;o  et  ^  —  z^,  il  en  est  de  même  du 
second  membre,  et  Ton  a 


—                 1                       ' 

1  '            -    \3      '     •  •  • 

(2) 


En  opérant  comme  on  vient  de  le  voir  (966),  c'est-à-dire  en 
multipliant  les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  par 
<^{s)dz  et  en  intégrant  ensuite  le  long  du  contour  C,  on  a. 
d'après  (i)  eit  —  Zo  étant  une  constante, 

{t-^-zoY  r  o(z)     ,    ^       ^  (t-z,)^  r    (p(z)      , 

H ; I    -. rr  fl;?  -H  .  .  .  H :  —     I    ;: -— -  Cl 

27:«  Jj.  5  —  r   (5   —  ^o)" 

11  est  clair  (966)  que  le  dernier  terme  du  second  membre 
de  cette  relation  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  croît  indéfi. 
niment,  puisque  l'on  a  mod(^  —  ;;o)  <  mod(3  -—zq). 


si.'- 
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Par  conséquenl,  (p(0  se  trouve  développée  suivant  une 
série  convergente  à  l'intérieur  du  contour  C. 

Mais  nous  avons  obtenu  (963),  dans  les  conditions  où  nous 
nous  trouvons,  la  formule  générale 


^  2711         .1(3-0'*-^*        ' 


d'où  l'on  tire 


27: i J,.[z  —  l)"^^    ^       i.2.3.../t 


i  ■ 

î* 


F- 

In 


OU,  en  supposant  t  —  Cq, 


(3) 


o 


1  -•„  ) 


I  .  '2  .  3  .  .  .  /i 


Faisons  varier  n  depuis  î  jusqu'à  n  dans  l'expression  (3)  et 
remarquons  que,  pour  t  =  3^,  on  a  directement  (962) 


9(-o) 


2  7rf  Jj.    5 


9('r) 


-dz, 

0 


En  subsliluant  les  valeurs  correspondantes  dans  (^),  il  vient 


?(0==?(^o) 


(4) 


J ?  (-o)  H p^ ?   (-o) 


en  posant 

(^>) 


R^_L  r.9(i)  uzi_^^':;^3. 

271/ X  --^   (---o)'"^' 


[11  faul  bien  remarquer  que,  dans  la  valeur  du  reste  R,  nulle 
pour  /i  =  oo,  z  est  un  point  quelconque  du  contour  C,  tandis 
que  t  demeure  un  point  intérieur  à  ce  contour.] 

Puisque  t  est  quelconque,  on  peut,  pour  plus  de  généra- 
lité, meltre  s  à  la  place  de  t  dans  Téqualion  (4),  et  écrire 


9('3)  =  9(-o) 


'0      t  /  . 


?'(-«) 


(6) 


(z         5,>)-  \  _u^'"~  -^o)'     w    ^    N     , 
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Si  Ton  veut  retrouver  la  forme  habituelle  du  développement, 
on  peut  poser 


<%»  /«fQ Ity 


d'où 


h. 


On  aura  ainsi  le  développement  de  9(^0-^  ^0  ^^  fonction  de 
^0  6t  de  l'accroissement  A.  Si  Ton  remplace  encore,  pour  plus 
de  généralité,  z^  par  5,  il  vient,  comme  au  n°  675, 


<6  bis) 


h  h^ 

9(5  -i-  h)  —  9(5)  4-  -  <p'(^)  -h  — -  cp^'Cs) 

1  I    •   ^ 


i.a.3 


^"(is) 


C'est  la  série  de  Taylor,  étendue  aux  quantités  imaginaires. 

968.  Série  de  Maclaurin.  -  On  passe  de  la  série  de  Taylor 
à  celle  de  Maclaurin,  en  supposant  le  point  ^0  ou  le  centre  de 
la  circonférence  r  {fig.  43)  à  l'origine  0. 

11  faut  alors,  dans  les  équations  (3),  (4),  (5),  (6)  du  nu- 
méro précédent,  faire  5©=  o.  L'équation  (6)  devient  alors 


Z' 


(7)      ?(-)--=  9(0)  -r-7?'(0)  ,    ^ 


9'(o) 


^3 


I  .2.3 


9"{o) 


1- . 


C'est  la  formule  de  Maclaurin  (684'),  étendue  des  quantités 
réelles  aux  fonctions  imaginaires. 
La  fonction  (^{z)  est  alors  holomorphe  dans  le  cercle  ayant 

Hg.  44. 


son  centre  à  l'origine  et,  pour  rayon  r,  le  module  du  point  z 
pris  à  l'intérieur  du  contour  C  dans  les  limites  convenables 

{fig^  44). 

Os  C.  —  Cours.  IV. 
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On  a,  dans  le  cas  considéré  (960),  d'après  l'équation  (3)  du 
n°  967  et  l'équation  (5  èw)  du  n*  964,  en  faisant  z^  ou  C  égal 
à  zéro, 


I  .2.3 


En  résumé,  une  fonction  9(^),  holomorphe  à  l'intérieur 
d'un  contour  simple  C,  est  développable  en  série  conver- 
gente par  la  formule  de  Maclaurin,  sous  la  condition  que  le 
module  de  la  valeur  donnée  à  la  variable  reste  inférieur  à  la 
plus  petite  des  quantités  pour  lesquelles  la  fonction  cesse 
d'être  holomorphe.  Si  cette  plus  petite  quantité  est,  par 
exemple  {Jig,  44),  ON  =  d,  il  faut  qu'on  ait  r  <  3. 

On  voit  qu'on  n'a  pas  ici  à  se  préoccuper  de  la  valeur  du 
reste  R  (967),  qui  est  toujours  nulle  pour  /i  =  oo,  tandis  que, 
dans  le  cas  des  fonctions  réelles,  Texpression  de  ce  reste 
exige  une  discussion  délicate  (68^i.,  691,  696,  701i),  le  plus 
souvent  impossible,  et  qui  restreint  par  suite  beaucoup  l'em- 
ploi de  la  formule  de  Maclaurin. 


Applications. 

969.  On  pourra  juger  dans  le  Calcul  intégral  de  toute 
l'importance  des  principes  qu'on  vient  de  développer,  au 
point  de  vue  de  la  transformation  et  du  calcul  des  intégrales 
définies  dont  nous  avons  exposé  les  premières  propriétés 
dans  le  Volume  précédent  (761  et  suiv.),  et  dont  nous  avons 
étendu  dans  ce  Chapitre  la  déOnition  aux  quantités  imagi- 
naires. Nous  donnerons  un  seul  exemple,  et  nous  nous  bor- 
nerons ensuite  à  indiquer  quelques  applications  de  la  formule 
de  Maclaurin  généralisée. 

Exemple  d'intégration,  —  Chercher  l'expression  de  l'inté- 
grale  /    5'"û?^,  le  long  de  la  droite  x  -  y  .  :  o. 

On  a  ici 

Z--X  -^  ri ^=^ (i  -t  0 X,        dz  ::=: dx  -h  idy  m  (i  -h  0 dx. 
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Par  suite, 


D'ailleurs,  5  —  0  répond  à  j?  —  o,  et  Ton  peut  écrire  (773  ) 
Par  exemple,  pour  m      2  et  a:—  i,  on  trouve  (954,  957,  958) 


( 


,  ,   _  (i  -+-  0    _      ^      2  • 

••'Il 


970-  Fonction  rationnelle.  --  Soit  la  fonction  rationnelle 
<886) 

Une  pareille  fonction  demeure  holomorphe  dans  toute  partie 
du  plan  des  axes  qui  ne  contient  aucun  de  ses  pôles  (947). 
Ces  pôles  répondent  aux  racines  ou  aux  zéros  de  son  déno- 
minateur. 

On  marquera  dans  le  plan  des  axes  les  points  a,  b,  c^  . . ., 
qui  correspondent  à  ces  zéros,  c'est-à-dire  les  points  critiques 
<920)  pour  lesquels  la  fonction  devient  infinie. 

Si  a  est  celui  de  ces  points  qui  est  le  plus  rapproché  de 
l'origine,  la  fonction  rationnelle  sera  développable  par  la 
série  de  Maclaurin  (968)  dans  le  cercle  décrit  de  l'origine 
comme  centre,  avec  Oa  pour  rayon.  Sur  le  cercle  ou  au  delà, 
la  série  devient  divergente,  parce  que  la  fonction  est  infinie 
au  point  a  (965,  966). 

De  même,  si,  d*un  point  Zq  pris  dans  le  plan  des  axes,  on 
décrit  un  cercle  ayant  pour  rayon  la  distance  du  point  Zq  à 
celui  des  pôles  de  la  fonction  qui  en  est  le  plus  rapproché,  la 
fonction  rationnelle  sera  développable  dans  ce  cercle  suivant 
la  série  de  Taylor  (967),  c'est-à-dire  suivant  les  puissances 
croissantes  de  s  —  Sq. 

971.  Fonction  (i  ~h  z)'"^  lorsque  Vexposant  m  n'est  pas  en- 
tier. —  Dans  le  cas  des  quantités  réelles,  nous  avons  vu  (691) 
que  l'expression  (i  -+-  x)"^  n'est  alors  développable  par  la  for- 
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mule  de  Maclaurin  (684),  en  série  convergente  de  la  forme 


m  m  (m  --  i)     ^ 

^  I  1.2 


m  (in  —i)(m  —  2), ,  ,{m  —  n -\-i) 

l«2>Oaa*  fl 


x"^ 


que  lorsque  la  variable  œ  est  moindre  que  Tunité  en  valeur 
absolue.  Il  en  résulte  que  le  développement  analogue  (968) 

I  I  1.2 

m  (m  —  I  )  (  w  —  2) . .  .{m  —  /?  -h  i  ) 


I .2.3. . .n 


•rit 


n'est  applicable  aux  quantités  imaginaires  que  lorsque  le 
module  de  la  variable  z  est  inférieur  à  l'unité  (891).  La  fonc- 
tion (i  -\-z)"*  n*est  donc  holomorphe  que  dans  un  cercle  dé- 
crit de  Torigine  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité. 
Il  faut  remarquer  que,  d'après  la  formule  de  Moivre  (846), 
la  fonction  (14-  s)'",  quand  m  n'est  pas  entier,  admet,  pour 
chaque  valeur  de  z,  plusieurs  valeurs  distinctes,  tandis  que  la 
série  convergente  du  second  membre  de  la  relation  (1)  n'en  a 
qu'une  seule.  Ce  second  membre  tendant  vers  l'unité  quand  s 
se  rapproche  de  zéro  d'une  manière  continue,  la  série  cor- 
respondante représente  spécialement  celle  des  valeurs  de 
(x-f-iî)'"  qui  jouit  de  la  même  propriété,  c'est-à-dire  qui  ré- 
pond (846,  847)  à  k^-.o. 

972.  Fonction  /(i  -\- z).  —  x  étant  une  quantité  réelle,  la 

série 

-  ^       X       x'^       .r'       x^ 

/(i  -f-  j:-)  = -^  ^ 7-  -h.  .  . 

n'est  convergente  que  si  la  variable  x  est,  en  valeur  absolue» 
moindre  que  l'unité  ou  égale  à  l'unité  (696). 
Le  développement  analogue  (968) 

n'est  donc  applicable  aux  quantités  imaginaires  que  lorsque 
le  module  de  la  variable  z  est  inférieur  ou  égal  à  l'unité 
(891).  La  fonction  l(\-^ z)  n'est,  par  suite,  holomorphe  que 
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dans  et  sur  le  cercle  décrit  de  Torigine  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  Tunité. 

La  difficulté  que  nous  venons  de  rencontrer  (971)  se  pré- 
sente encore  ici.  Nous  avons  reconnu,  en  effet  (909),  qu'une 
quantité  imaginaire  a  une  infinité  de  logarithmes  népériens 
imaginaires  formant  une  progression  arithmétique  de  raison 
art,  tandis  que  la  série  convergente  indiquée  n*a  qu^une 
seule  limite. 

Nous  remarquerons,  à  ce  sujet,  que  le  second  membre  de 
la  relation  (i)  tendant  vers  zéro  quand  z  se  rapproche  de 
zéro  d'une  manière  continue,  la  série  correspondante  doit  re- 
présenter spécialement  celle  des  valeurs  de  /(n-  5)  qui  jouit 
de  la  même  propriété. 

Or,  en  désignant  par  p  le  module  de  i  -h  5  et  par  a  la  plus 
petite  valeur  de  son  argument,  on  a  (909) 

/((i-f-5))  —  lo  4-  (a  -h  2/{'k)i\ 

et  Ton  voit  que  la  condition  indiquée  ne  peut  être  remplie 
que  par  la  valeur  principale  du  logarithme,  qui  est  (910) 

/p  -h  (xi; 

car,  z  tendant  vers  zéro^  i  -h  z  tend  vers  i,  dont  le  logarithme 
a  pour  valeur  principale  zéro.  Ainsi,  la  série  obtenue  repré- 
sente la  valeur  principale  du  logarithme  cherché. 

973.  I.  Fonction  arctang^.  —  x  étant  une  quantité  réelle, 
arc  tango?  est  développable  en  une  série  convergente  de  la 
forme  (704) 

•T        a:'        ûT^       x^ 

arc  tang  j?  = ô--+-> H..., 

1357 

à  la  condition  que  la  variable  x  soit,  en  valeur  absolue, 
moindre  que  l'unité  ou  égale  à  l'unité. 

A  une  valeur  donnée  de  x  répondent  d'ailleurs  une  infînité 
de  valeurs  de  la  fonction  arc  tangj;  (  Trigon,,  43).  Mais,  parmi 
ces  valeurs  et  dans  l'intervalle  où  la  convergence  de  la  série 
existe,  une  seule  se  réduisant  à  zéro  quand  x  approche  de 
zéro  d'une  manière  continue,  c'est  celle-là  qu'il  faut  choisir 
comme  limite  de  la  série  ou  que  la  série  fait  connaître,  c'est- 

à-dire  la  valeur  de  arctang.r  comprise  entre  —  -  et 
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Dans  le  cas  des  quantités  imaginaires,  on  voit  d'abord  que 
le  développement  analogue  (968) 

rr  —3  rr9  fl 

(  I  )  arc  tang>3  =-  —  ^4-^  —  —  -f-... 

1007 

u*est  applicable  que  lorsque  le  module  de  la  variable  z  est  in- 
férieur ou  égal  à  Tunité  (891).  La  fonction  arctang^  n'est 
donc  holomorphe  que  dans  et  sur  le  cercle  décrit  de  Torigine 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité. 

Mais  la  difficulté  qui  se  présente  déjà  dans  le  cas  des  quan- 
tités réelles  a  lieu  a/orieor«  dans  le  cas  des  quantités  imagi- 
naires. Comme  nous  Tavons  vu  (918,  III),  arctang;;  est  sus- 
ceptible d'une  infînité  de  valeurs  renfermées  dans  la  formule 

arc  tang;;  =  — :  /       -  — ; 

^  Il      \\\  —  zi 

et  la  série  convergente  qui  constitue  le  second  membre  de  la 
relation  (i)  n'a  qu'une  seule  limite. 

Or,  z  tendant  vers  zéro  d'une  manière  continue,  il  en  est 
de  même  de  la  série.  Il  faut>  par  suite,  qu'il  en  soit  aussi 
de  môme  de  arctangj;  ce  qui  exige  (972)  que  Ton  choi- 
sisse pour  valeur  de  cette  quantité  celle  qui  correspond  à  la 
valeur  principale  de 

'((f--^v))^ 

car  3  tendant  vers  zéro,  ce  logarithme  tend  vers  celui  de  i. 

Si  l'on  désigne  par  p  le  module  et  par  a  la  plus  petite  va- 

I    I   z  i 
leur  de  l'argument  de — j  la  série  (1)  représentera  la  va- 
leur de  arctang^  qui  est  égale  à 

Ip    \-  OLÎ 

Il       -   ■  ^^.^i^  • 

II.  Fonction  arcsin:?.  —  x  étant  une  quantité  réelle, 
arcsin^  est  développable  en  une  série  convergente  de  la 
forme  (798,  3°) 

2   6        2.4  5        2.4.b  7 

à  la  condition  que  la  variable  x  ne  surpasse  pas  Tunité  en  va- 
leur absolue. 
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A  une  valeur  donnée  de  x  répondent  d'ailleurs  une  infinité 
de  valeurs  de  la  fonction  arcsinj?  {JTrigon.,  43).  Mais,  parmi 
ces  valeurs  et  dans  l'intervalle  où  la  convergence  de  la  série 
existe,  une  seule  se  réduisant  à  zéro  quand  x  approche  de 
zéro  d'une  manière  continue,  c'est  cette  valeur  que  la  série 
fait  connaître,  c'est-à-dire  celle  de  arcsino?  qui  est  comprise 

entre  —  -  et  -i 

Si  l'on  remplace  maintenant  J7  par  la  quantité  imaginaires, 
la  nouvelle  série 

(2)       arcsins  —  xîH-  -  -5-  H >-  >  "î i—à ^-•  •  • 

2   3        2.4  5        2.4.0  7 

demeure  convergente,  tant  que  le  module  de  la  variable  ;;  ne 
surpasse  pas  l'unité  (891).  La  fonction  arc  sin^  n'est  donc  holo- 
morpbe  que  dans  et  sur  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité. 

Nous  avons  vu  d'ailleurs  (918,  II)  que  cette  fonction  est 
susceptible  d'une  infinité  de  valeurs  renfermées  dans  la  for- 
mule 

arcsin^rz:  -.  l{(^iz  ±  \J\  —  z*)). 

Comme  la  limite  de  la  série  (2)  tend  vers  zéro  lorsque  la  va- 
riable z  tend  elle-même  vers  zéro  d'une  manière  continue,  la 
série,  parmi  toutes  les  valeurs  données  par  la  formule  ci-des- 
sus, représente  spécialement  celle  qui  jouit  de  la  même  pro- 
priété.   

La  limite  de  la  quantité  «sih^i  — -s*,  pour  z  —  o^  étant 
mi,  on  verra  facilement,  en  raisonnant  comme  dans  le  cas 
précédent  et  en  se  reportant  au  n*"  911,  que  la  limite  de  la 
série  correspond  encore  à  la  valeur  principale  de 
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APPENDICE  AU  SIXIÈME  LIVRE. 


NOTIONS  SUR  LES   FONCTIONS  HYPERBOLIQUES. 


Des  fonctions  hyperboliipies  générales. 


974.  On  a,  quel  que  soit  z  (900), 


(O 


z  3' 

e=  —  iH 1 

1  1.2 


i.:x.3        1.2.3.4 


•    •   • 


et,  par  suite,  en  changeaDl  z  en    -  z, 


(a) 


Z  3*  3'  S* 

I         i.a        1.2.3        1.2.3.4 


• 


En  retranchanl  et  en  ajoutant  successivement,  membre  à  membre, 
les  relations  (i)  et  (2),  puis  en  divisant  par  le  facteur  commun  2  les 
résultats  obtenus,  on  trouve 


(3) 


(4) 


6"  —  e  ■' 


—  _)- 


•1 

2 


I        1.2.3        1.2.3.4-^        1.2.3.4-5.6.7 


=  I  -h 


-+ 


1.2        i.'2.3.4        i.2.3.4'â*6 


Lorsque  z  est  réel,  ces  deux  séries  sont  convergentes  pour  toute  va- 
leur finie  de  z  (397,  3"*).  U  en  résulte  qu'elles  le  sont  encore,  lorsque  z 
représente  une  quantité  imaginaire  quelconque,  de  module  fini  (891  ^. 
Les  séries  ou  les  résultats  (3)  et  (4)  sont  appelés  le  sinus  et  le  cosinus 
hyperboliques  de  z,  que  z  soit  une  quantité  réelle  ou  imaginaire. 

On  représente  ces  deux  nouvelles  fonctions  par  les  notations  sinhs, 
coshs,  et  l'on  écrit 

e^  —  e-* 


sinhc 


coshc  = 


2 


6"  -r-  C^" 
2 
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Les  quatre  autres  fonctions  hyperboliques  générales  sont 


tangh^ 

sinhz 
""  coshz 

coséchf 

I 
sinhz 

1 

séchs 

I 

% 

"    coshz 

"  e^-^e  -  ' 

cet  h  3 

I 

e^-i  e  - 

lang  ï\z       e=  —  e~^ 

973.  Nous  avons  trouvé  (903,  904),  pour  les  deux  premières  fonc- 
tions circulaires  directes  générales,  les  formules  suivantes,  analogues 
aux  formules  (3)  et  (4)  du  numéro  précédent  : 

I       1.2.3       1.2.3.4.5       J. 2. 3.4-5.6.7  'Ài 

(6)    C0S5=I 1 —- 3— 7-/r-F-^-"~ 

1.2         1.2.3.4         1.2.3.4>^«b  '^ 

On  en  déduit,  en  remplaçant  z  par  zi, 


c'csl-à-dire  (974) 


ou 


flin  T  I  —     ...               i 

0111  ♦  *  —                        f 
•Il 

^U9  *  *   — — 

2 

74) 

sinhz 

sxnzi  — . —  -. 

i 

cos3«  —  eoshs, 

.  ,          sins/ 

smhz  — J 

/ 

COShz         C0S3<. 

On  a  donc,  en  même  temps  (974). 

sinz<        tangzf 


tang  hz  = 


l C0SZ2 


coséchz  =  - — :     ^  icoséczi^ 
sinzi 


séchz  —  .    =  séczi, 

cos  zi 

cothz  =  .  =  icoizi. 

tangzt 


Si,  dans  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  pour  les  six  fonctions 
liyperboliques,  on  change  de  nouveau  z  en  3/,  il  vient,  en  renversant 


l 


n 


r*t 
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les  deux  membres, 

sinhs/  ,     .         ,  taiiRhzi 

sinz      = — ^ — ,  C0S2    -  cosnzi,        tang2  =  — -. —  9 

coséc z  —  i coséc h z i,        séc z   -  séc h z /,        col z    =  icolhzi. 

976.  Il  est  visible  que  les  fonctioas  hyperboliques  et  les  fonctions 
circulaires  directes  générales  rentrent  au  fond  les  unes  dans  les  autres 
et  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  mêmes  séries;  la  tangente,  la 
cosécante,  la  sécante  et  la  cotangente  se  déduisant  d'ailleurs  du  sinus 
et  du  cosinus,  de  la  même  manière  dans  les  deux  groupes  de  fonctions. 
Ainsi,  quand  on  remplace  z  par  zi^  la  série  (3)  du  n""  974  donne  la 
série  (5)  du  n*"  975,  multipliée  par  i;  et,  réciproquement,  la  série  (5), 
divisée  par  i,  donne  la  série  (3).  Quant  aux  séries  (4)  et  (6),  elles 
permutent  l'une  avec  l'autre. 

Pour  les  fonctions  hyperboliques,  comme  pour  les  fonctions  circu- 
laires directes,  le  cosinus  et  la  sécante  sont  des  fonctions  paires,  tandis 

T'  '  que  le  sinus,  la  cosécante,  la  tangente  et  la  cotangente  sont  des  fonc- 

tions impaires  (903). 
Malgré  les  analogies  que  nous  venons  de  signaler  plus  haut,  il  existe 

I  quelques  différences  entre  les  formules  fondamentales  applicables  aux 

deux  groupes  de  fonctions.  Nous  allons  donc  établir  rapidement  celles 
qui  se  rapportent  aux  fonctions  hyperboliques. 


(■' 


?> 


.V 


il 

V 


ik 


^  077.  A  la  formule  (907; 


u 


sin*3ï -f-  cos^ zi  —  I 

répond  (975;  la  formule 

sinh^z  .. 

— .z i-cosh*s  --  I, 

1% 

c'est-à-dire 

(i)  cosh*s  —  sinh'2  _  i. 

Si  Ton  divise  les  deux  membres  de  cette  relation  par  cosh^z.  on  a 
(974) 


F  I 

I  —  tangh*2  =  — rr-  =  séch*3. 

[  ^  C08h*3 

On  en  déduit 


{>.)  séchz— /i  — tangh^s, 

et  ensuite 

(3)  C03h3=    ^.     .'. ,        fimhz  =  — igggJii— 

v/i--tangh»z  v^i  — tangh»z 


f  f 
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En  divisant  au  contraire  les  deux  membres  de  la  relation  (i)  par 
sinh'z,  on  trouve 

coth*3  —  I  -    ■  ti-    =  coséch*3, 

c'est-à-dire 


(4)  coséchz  =  v^coth*2  —  I, 

et  ensuite 

•   u  "  u  coths 

Ci)  sinh2  =  —  —  y         cQsha  = 

v/cotli*-3 — I  V^coth*2  —  I 

978.  Les  formules  fondamentales  cos(zi  +  zs),  sin(Z]  +  zs),  avec 
toutes  leurs  conséquences,  sont  applicables,  sauf  une  modification  do 
signe,  aux  fonctions  hyperboliques. 

Prenons,  en  effet,  les  formules  démontrées  au  n*"  907, 

cos(3i-HZj)  -  cos2iCOS3j — siu Zi  sin22, 
sin(«i-i-zj )  =  sinsi  cos^s-h  cossi  sinst, 

el  remplaçons  dans  ces  formules  zi  et  Zf  par  zii  et  z^i.  Il  viendra 

cos(zi-t-  zx)i  —  co82i2COS3i/ —  sin  3i  «' sin^i*, 
sin  {zi-\-  Zi)i  =  sin^iicoszjt -h  coszitsin^ji, 

c'est-à-dire,  diaprés  les  relations  du  n**  975, 

(i)  cosb(Z|-t-zj  )  —  cosh^i  coshzj-T-sinhzi  sinhzj. 

il)  sin  h  («1 -f- 22  )  --  sin  hzj  cosh^j-r-cosh^i  sinhzj. 

En  divisant  membre  à  membre  ces  deux  dernières  relations,  puis 
les  deux  termes  de  la  fraction  du  second  membre  par  le  produit 
cosh^i  coshzs,  on  aura 

tanphzt  -+-  tanghsî 


(3)  tangh(3iH-2j)  = 


1  -^  tangh^i  tanghzj 


En  changeant  z^  en  —  z^  dans  les  trois  formules  qu'on  vient  d'ob 
tenir  et  en  tenant  compte  des  propriétés  des  fonctions  paires  et  im 
paires  (976,  903),  on  trouvera  enfin 

(4)  cosh(zi  —  2j)  =  cosh^i  coshzj-  -  sinhzi  sinhzj, 

(5)  sinh(z,  —  zj)  =:sinh2i  coshzj —  cosh^i  sinhzj, 

tanghzj  —  tanghaj 


(6)  tangh(z|  — zs)  = 


I  —  tangh^i  tangb^s 


On  remarquera  que,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  les  fonctions 
circulaires  directes,  les  signes  se  correspondent  dans  les  deux  membres 
pour  le  cosinus  hyperbolique  d'une  somme  ou  d'une  différence,  ainsi 
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qu'aux  deux  termes  de  la  tangente  hyperbolique  d'une  somme  ou  d'une 
différence. 


I 


wf^   t 

I 


l/l 


S»: 


r 

1 


t 

l 

r 


ti- 


979.  En  continuant,  on  établira  facilement  pour  les  fonctions  hyper- 
boliques des  formules  analogues  à  toutes  celles  usitées  en  Trigono- 
métrie. 

Par  exemple,  en  faisant  zi~Zi=  z  dans  les  formules  (i),  (a),  (3) 
du  numéro  précédent,  on  a 


(I) 

(•2) 


(3) 
Comme  on  a  aussi  (977) 


cosha^  =  cosh*3  -+-  sinh'z, 
sinh2z  =  !2  sinh2;  coshr-, 
2  tanghz 


tangh23=  .. 

°  i~tangh*3 


cosh*2  —  sinh'z  =  i, 


la  relation  (i)  ci-dessus  donne 


d'où 

(4; 


coshaz  —  n-  a  sinh*2, 


sinhs  = 


V 


/cosh2i;  —  I 


En  éliminant,  au  contraire,  sinh*^,  on  obtient 


cosh2s  ^  2C0Sh'2  —  I, 


d'où 

(5) 

Par  suite, 

(6) 


cos  h  z 


V 


cosh-js  -h  t 


k  ,  —  i    /cos  11  2  r.  —  I 
^    *'  '"Y    C0Sh2«  -T-  i 


En  remplaçant  2z  par  z  ou  z  par  -  dans  les  dernières  formules  ci- 
dessus  (4):  (5),  (6),  on  a  encore 


(ibLs) 


(5  bis) 


(6  blf) 


sin  h  -  = 


/  cos  h  3  -  -  I 

2  V  '^ 


,  Z        .    .'  cos  h  3  -h  I 
cos  h  -  —  i  /  • 7 

2  V  ^ 


.2  /cos  h  g  —  I 

^    2      V   coshz  -hi 


980.  On  peut  considérer  des  fonctions  hyperboliques  inverses  gêné- 


n 
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raies,  comme  on  a  considéré  des  fonctions  circulaires  inverses  géné- 
rales (917  et  suiv.). 

i"*  Adoptons  la  notation 

Arg.  sinlu, 

que  nous  lirons  :  Argument  dont  le  sinus  hyperbolique  est  z,  et  posons 

u  —  Arg.  sinhz. 

Nous  entendons  par  là  que  le  sinus  hyperbolique  de  u  ou  la  limite  de  la 
série  correspondante  (974)  est  égale  à  z.  Nous  aurons  donc 

gU g— «« 

sinh«= =2. 

2 

Il  en  résulte 

c'est-à-dire  

u  =  Arg.  sinh-3  =  /  ((,3  ±:  /^'-r- 1  )). 

2°  En  posant 

u  .—  Arg.  coshs, 

on  a  de  même  (974) 

c"  -f-  e~^ 
cosh£<=  —  z. 

2 

Il  en  résulte 

u  -  Arg.  coshs  —  /  {{z  rb  /s' — i)j. 

3"*  En  posant 

u  —  Arg.  tanghz, 

on  a (974) 


qU  Q-  U 

tanche  =  =  z. 

O  gU  _^  g-U 


0  en  résulte 


1  -  z 

e^»=  , 

i   -  z 


«=.Arg.tangh2.-.^'((i±i)) 

4°  En  posant 

u  —  Arg.  coséchs, 

on  a (974) 

coséctt  =  — — ' — -  =  z. 

Il  en  résulte  

I±  \/l-h2» 
3^ïa  __   2C'*  —  2  =  0,  ^«  =    > 


w  =  Arg.  eoséchz  =  / 


\ 


»: 


( 


r 

5 
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S''  En  posant 


on  a (974» 


Il  en  résulte 


u  -  Arg.  séchz, 


2 

sec  M  = =  z. 

e"  -t-  fi-" 


izh\/  i  —  z* 

-gîw  __  2e«  -  -  Z  —  o,  e«  = 5 


U  -  Arg.  séc.  5  =  /  (  ( ^ —  \  ) . 

6**  En  posant  enfin 

u  =  Arg.  coths, 

on  a ( 97i ) 


cothw  — =  z. 


Il  en  résulte 


r  z-i  ^  '1    \\z  —  i/J 


On  voit  (909  et  suiv.)  que  les  fonctions  hyperboliques  inverses  gé- 
nérales, comme  les  fonctions  circulaires  inverses  générales  (917  et 
suiv.),  admettent,  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  une  infinité  de 
valeurs  distinctes. 

981.  Nous  indiquerons  un  peu  plus  loin  les  résultats  relatifs  à  la  dif- 
férentiation  des  fonctions  hyperboliques  générales,  directes  et  inverses. 


\  Des  fonctions  h]rperboli(in68  réelles. 

i 

\  982.  Quand  on  se  borne  aux  fonctions  hyperboliques  réelles,  aux- 

^'  quelles  toutes  les  relations  démontrées  précédemment  sont  applicables, 

?  il  est  facile  de  déterminer  le  champ  de  leurs  variations. 

:  En  considérant  alors  sinhx,  coshx,  tanghx  {x  étant  une  quantité 

r  réelle),  il  suffit  de  faire  varier  jc  depuis  zéro  jusqu'à  Tin  fini  positif, 

puisque  (976),  lorsqu'on  change  le  signe  de  x,  coshx  demeure  inva- 
riable, tandis  que  sinhx  et  tanghx  ne  font  que  changer  de  signe  en 
gardant  la  même  valeur  absolue. 
On  a  d'abord  (974) 


sinhx=::      —  =  1  (  e^ 


9.  y        ~e') 


Pour  T  =:  o,  sinhx  =  o\  x  croissant  jusqu'à  -^-  »,  ^  croît  et  tend  vers 

1,-  fi  .    -z  décroît  et  tend  vers  zéro;  sinhx  croît  donc,  comme  la  va- 
1  mfini,  e^  ' 

riable,  depuis  o  jusqu'à  -^-  x.  En  réalité,  d'après  ce  qu'on  vient  de  rap- 
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peler,  les  limites  de  sinho:  sont  (comme  celles  de  tang.r)  _  se  et  -h  oo. 
On  a  ensuite  (974) 


co8n.r=  


-K--p) 


Pour  X  =  o,  cosha:  —  i\x croissant  jusqu'à  -h  »,  il  en  est  do  mÇme  de 
coshx,  dont  les  limites  sont  -i-î  et  -f-»  (comme  celles  de  sécr. 

lorsque  x  croît  de  o  à  -  )  • 
On  a  enfin  (974) 


I 
tangh^r  —  = 


Pour  X  =  G,  langhj7  =  o;  .r  croissant  jusqu'à  -h«,  -y"  décroît  jus- 


e 

qu'à  o.  La  fonction  croît  donc  de  o  à  h-  i .  En  réalité,  elle  a  pour  limites 
—  I  et  -h  1  (comme  sin.r  et  coso:). 

Quant  aux  fonctions  inverses  des  précédentes,  coséchx  a  les  mômes 
limites  que  sinhx;  séchx  varie  de  i  à  o  (comme  cos.r,  lorsque  x 

varie  de  o  à  -);  enfin,  coth:r  varie  de  -t-»  à  -^i  et  de  --  »  à  --i 

(comme  sécj:). 

983.  La  remarque  suivante  est  utile  dans  les  applications. 

On  a  (403) 

e  ~  2,718281828 

Il  en  résulte  que  e^,  égal  à  2o,o855...,  est  très  peu  supérieur  à  20. 
Par  suite,  pour  une  faible  valeur  de  x^  eu  égard  à  l'échelle  parcourue, 
pour  x  =  \%  par  exemple,  on  a,  par  excès, 

^  '  '  '  fia    - 

e-^T^  -7^  =  -. — -T  =  X-, -  0,00000001 562a, 

e**       (20)»       6^000000 

quantité  moindre  que  2  cent-millionièmes. 

A  partir  de  cette  valeur  de  x^  on  a  donc  très  sensiblement,  en  négli- 
geant e-^  dans  les  expressions  du  n*  974, 

coshx  ■--  sinhj:  --  -  e^       et        tanghx  =- 1 . 

984.  Si  l'on  avait  à  sa  disposition  une  Table  des  valeurs  des  fonc- 
tions hyperboliques  réelles,  on  pourrait  s'en  servir  pour  calculer  les 
valeurs  des  fonctions  circulaires  directes  lorsqu'elles  sont  imaginaires. 
Nous  avons  trouvé,  en  effet  (975  ). 

C0S2I  ■=  coshz       et       sinzi  =  ^'sinh^. 


m 


ht- 
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Or,  pour  z  --  a:  4-7/,  on  a  (907) 

C0S2    -  cos(a:  -r-jr/)  —  cosjc  cosji  —  sin jr  sinj/, 
sin2  ==  sin(x  -i- j/  )  =  sin  j:  cos^/  -^  cosx  sinj/, 

c'est-à-dire 

C082  =  cosA*  coshj  —  i  sinj:  sinh>', 

sinz  =  sinx  cosh^  —  i  cosj?sinh/. 

985.  Le  plus  simple,  pour  former  ces  Tables  des  fonctions  hyperbo- 
liques réelles,  est  d'utiliser  comme  il  suit  les  Tables  des  fonctions  cir- 
culaires directes  réelles. 

Soit  6  un  angle  compris  entre  —  90"  et  -+-  90**  et  ayant  le  môme  sigae 

que  la  variable  x.  C'est  ce  qu'on  appelle  Y  amplitude  hyperbolique  de  jt. 

Posons 

cosh:r  cosô  =  1. 

Cette  équation  de  condition  conduit  évidemment  (974,  977)  aux  rela- 
tions 


coshj:  — jr 

cosô 

^séc8, 

sinhu:  —  \/co6h*i  - 

- 1      tango, 

.           tango 

—  sinO, 

s^/*  n  T*  — 

-■  008  6, 

cosnjc 

t*{\Q^t*  n  -ï»  — 

-  cote. 

sinhj7 

coth.r  — : — 

cosécO. 

tanghx 


£n  remplaçant  z  par  x  dans  la  formule  (6  bis)  du  n°  979,  on  a  aussi 
[^Trigon.y  66) 


.X  /cosh  j?  —  I  /séce  -  - 1  _^      .  I    -  cosô  _         6 

^    2  ~V     cosh.r-+-i  ~~  V   séce  H- 1  ""V    n-co^e  "~       ^a' 

■ 

Des  valeurs  (974) 

gj7_4-,  (» — .T  ff^- e — ^ 

cosha:  —  '■ — >  sinho:  = > 

•2  '2 

on  déduit  d'ailleurs  (  Trigon,,  70,  32),  en  tenant  compte  des  relations 
précédentes, 

,           .  ,             I          sine       iH- sine      ^       /it       e\ 
e^—  coshx    -  smhx  =  — ^  -i i,  —  ^^  =  tang    -;-+--)• 

cose     cose       cose  \4     ^Z 
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Il  en  résulte 

X  —  l  tane 


'K^"^') 


oa,  en  désignant  par  M  le  module  relatif  qui  permet  de  passer  des  lu* 
garithmes  népériens  aux  logarithmes  vulgaires  (566),  et  qui  estera)  à 
log^  ou  à  o ,  43429448 . . . , 


xMar  =  logtangf|-t-  -j 


Lorsque  x  est  assez  grand,  on  a,  d'après  la  remarque  du  n"*  98:<, 

008  h  j:'  =  Sin /l.r  —  -  r* 

ou 

log co8h.r  =  logsinh^'  =  loge^  —  logi  =  M.r  —  o,'ioio3uo. . . . 

986.  Cela  posé,  voici  comment  M.  Hoiiel  a  composé  sa  Table  des  va- 
leurs  des  fonctions  hyperboliques  réelles  (  *  ). 

Six  colonnes  renferment  les  valeurs  naturelles  de  sinO,  cosôoB, 
tangO,  cotO,  8écO,.cosO  et,  par  suite  (985),  les  valeurs  naturelles  de 
tanghx,  cothjT,  sinhj;,  coséch.r,  cosh.r,  séchj:.  Deux  colonnes  adja- 
centes contiennent  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  0.  Ces  der- 
nières sont  données  de  millième  en  millième  du  quadrant  ou  de  5',  4 
en  5',  4* 

De  la  valeur  attribuée  à  6,  on  déduit  la  valeur  conjuguée  de  ./-  par  la 
lormule  (985) 


log  tan 


X  = 


<vï) 


M 


puis,  à  Taide  des  Tables  trigonométriques  naturelles  (i;oi/*  t.  Il),  les 
nombres  à  écrire  dans  les  six  autres  colonnes.  Les  logarithmes  de  ces 
nombres  sont,  en  outre,  inscrits  dans  des  pages  placées  en  face  de 
celles  dont  nous  venons  d'expliquer  la  composition. 
La  Table  est,  comme  à  l'ordinaire,  à  double  entrée.  Puisque 

sin  (90°  — 6)  =  cos6, 

la  valeur  de  langh;r  qui  répond  à  90''—  0  équivaut  à  la  valeur  de  séchj:. 
qui  répond  à  6;  etc. 


(*)  Recueil  de  formules  et  de   Tables  numériques,  nouvelle   édition. 
Gauthier-Villars,  i885. 
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987.  Lorsque  la  variable  imaginaire  z  se  trouve  remplaeée  par  la  va- 
riable réelle  j*,  les  fonctions  hyperboliques  inverses  (980)  ont  évidem- 
ment les  mômes  expressions  et  admettent  aussi  une  infinité  de  valeurs 
pour  chaque  valeur  de  la  variable. 

Si  Ton  ne  veut  conserver  que  les  valeurs  réelles  de  chacune  d'elles, 
on  devra  (980,  911)  adopter  les  formules  suivantes,  en  astreignant  dans 
chaque  cas  la  variable  x  aux  limites  indiquées  : 


Argsinhx  = 
Argcoshx  — 

Argtanghx  = 
Argcoséchj:  — 


/(.r-+-  ^JC*-^  I  ), 

-J-  1{X  -T-    /J^=^  ) 


1  1   -     J" 

2  I  —  ^* 


Argséchj-  —  zhl 


Argcoth-r  r-  -  /  " 


I  -I-  /i  —  .r* 


X 


[o<j:<i]. 


[.r«>i]. 


S)^.  Au  point  de  vue  do  la  différentiation  des  fonctions  hyperbo- 
liques réelles,  on  a  immédiatement  (568,  571,  574,  575) 

r/sinhx    — //-(^— fî-'^) --  -  {e-^-'t- c-')(Lr  =  QO%\\xiLc, 

r/coslix    —  (l -ie^-r  e~^)  —  - (e^ —<?-*) r/.r  =  sin h xrflr, 

.  ,  sin  h  X        cos  h  '  .r  d.r  —  sin  h*  .r  de  dx 

r/tanghj:  =  d—   .      — p- —  —  ,-     • 

^  coshjr  cosh*.r  cosh*ur 


On  a  de  même,  pour  les  autres  fonctions, 


r/coséch^r  =  d 


d  séch  jr  =  d 


sin  h  X 

1 
cosli.r 


^/colhx  —  d 


-  cos  h. rrf.r 
sinh*a: 

—  sinho-^-r 
cosh^x 

d.r 
cosh*x 


— ^  =  —  cot  h  .r  coséc  h  x  f/.r, 


=  —  tanghxséchxfù:, 


dx 


Lan  g  h. r         langh^x 


sinh^x 


('.es  formules,  sauf  les  signes  des  différentielles  du  cosinus  et  de  la 
sécante  hyperboliques,  sont  identiques  ù  celles  qui  concernent  les  fonc- 
tions circulaires  directes  (598  et  suiv.). 
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On  a  encore  (S87),  dans  des  conditions  analogues, 

- ,  .  .  coshxdx  .      , 

a/sinhx    =  — r—r =coinj:ax, 

sinnx 

,,       ,  sinhxdx       ^       ,       , 

£C/coshx  = 1 —  =  tangnxdr^ 

cosh^  " 

dx 


,,         ,  cosh*a:  dx 

^  tanghx        sinhxcoshj: 

Enfin,  on  peut  remarquer  que  l'équation  tabulaire  (985) 

coshxcos6  =  I 

donne  (370) 

sinh  jr  cLr  cos6  —  sinÔ  </6  cosha:  =  o. 

Il  en  résulte  (985) 

-s-  =  tango  cothx  =  — -z  =  C08h.r        et        -r-  =  cosO. 
rfQ  °  cos6  d.r 

989.  Les  formules  établies  au  n*"  988  entraînent  immédiatement  (766) 
la  connaissance  des  intégrales  indéûnies  correspondantes. 
On  a  ainsi,  successivement, 

I  coshxdx  :=  sinhj7-j- C, 

I  sïnhxdx  =coshjc-r-C, 

/^  ^=tai.ghx+C. 

/isfel-  ='-cothx-^C, 

/  — r^-  dx      =z  —  séchoT  -h  C, 
,/  cosh*.r  ' 

/.  , .    dx      —  ~coséchx-f-C, 
/  coth.rrf.r        — /sinba:-T- C, 
/  tangîlijcctr     =  /coshj-  -+-  C, 

/-:—r r-  = /tangh.r-i-C. 
smhj:cosnj7  ^ 

990.  En  considérant  maintenant  les  fonctions  hyperboliques  inverses 
réelles  (987)  et  en  se  reportant  aux  nombreux  exemples  donnés  dans  la 
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première  partie,  on  a  facilemenl,  pour  leurs  diflérentielles, 
^ArgsiniiJ?      =  rf/(j:-4-^j:*-hi)  = 


/x« 


I 


rfArgCOShx      =ihrf/(jr-f-v/j:«  — i)=d:  — =r  Ij'>iJ, 

rfArgtanghx   =rf^/i^=^-— ^  [x*<i|, 

rfArgC08écha:  =  rf/ =  — - — :^-, 


*     i_  .       J  f  I  -»-  V^' •''*  ^^'^  r  ^  ^1 

<fArg8éch.r      =rtrf/ ^ =:p  —  [o<.r<iJ, 

1                 , 1  ,  j:  -4- 1         —  dx           d.T  ,    ,         ^ 

rfArgcotho:      =«?-/ '  = -l =  ^ i  .»'>il. 

On  en  déduit  les  intégrales  indéfinies  correspondantes  : 

dx 


/ 


=  Argsinh.r  H-C, 


^  -    - —      —  Argcoshx-hC  l-^>il» 


r     dx 
J    i-.r« 


—  Arg  langhx  -f-  C  |  t*  C  1 1. 


/  — y—^s=:      =  A  rg  coséc  h  X  -h  C , 

J    x/i-hx* 


/ 


dx 

q^ — — ^ —  Argséch-r-hC  lo<x<i|, 

JC  /i  — x^ 

/dr 
—  — -^  =  Argcothx-+-G  f  x*  >  i]. 

I       .r 

Toutes  les  formules  ci-dessus  sont  analogues,  sauf  des  changements 
de  signes,  à  celles  qui  concernent  les  fonctions  circulaires  inverses  (609 
et  suiv.,  766  et  suiv.)- 

991.  D'après  les  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entré  au  point  de 
vue  de  la  diiférentiation  des  fonctions  simples  imaginaires  (933  et  suiv.)* 
tous  les  résultats  précédents  sont  applicables  à  la  recherche  des  diffé- 
rentielles des  fonctions  hyperboliques  générales  (981),  directes  ou  in- 
verses (974,  980). 

Quant  aux  intégrales  correspondantes,  les  difficultés  qui  se  présentent 
lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  imaginaires  ont  été  exposées  dans  le  der- 
nier Chapitre  du  VI*  Livre  (948  et  suiv.)f  et  nous  n'y  reviendrons  pas 
ici. 
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RaprésentatiOB  géométriqtte  des  fonctions  hyperboliques. 

992.  La  liaison  constatée  analytiquement  (976)  entre  les  fonctions 
circulaires  directes  générales  et  les  fonctions  hyperboliques  directes  gé- 
nérales est  susceptible,  Iorsqu*on  passe  aux  fonctions  réelles  (982  et 
8uiv.),  d*une  interprétation  géométrique  remarquable,  fondée  sur  la 
correspondance  qui  existe  entre  le  cercle  et  Thyperbole  équilatère.  C'est 
ce  que  nous  allons  montrer  succinctement. 

Nous  rappellerons  d*abord  la  définition  géométrique  des  fonctions  cir- 
culaires. 

Considérons  (  y!^.  4^)  le  cercle  OA,  décrit  de  Torigine  comme  centre 

Fiff.  45. 


avec  Tunité  pour  rayon.  Son  équation  sera  (Géom.,  4i5) 

Pour  un  point  m  de  la  circonférence,  en  désignant  par  6  l'angle  XOtn, 
on  a  {Trigon.,  8,  12) 

jr  =  mp  =  sinO,        x  —  Op  =  cos6, 

d'où  la  relation  fondamentale  (Trigon.,  34) 

cos'6  ■+■  sin*6  =  i. 

Si  l'on  prolonge  le  rayon  Om  jusqu'à  ses  rencontres  U  et  T  avec  les 
tangentes  en  B  et  en  A  à  la  circonférence,  et  si  Ton  mène  à  cette  cir- 
conférence la  tangente  en  m  qui  coupe  les  axes  coordonnés  en  s  et 
en  c*  on  a  (  Trigon.^  7) 

XT  —  ms  =  tangS,        ^M  —  mv  —  cote, 
OT  =  Of  =  séce,         OU  -=  Oi'  =  coséce. 


i66 
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993.  Cela  posé,  considérons  à  son  tour  {fig.  4^)  Thyperbole  équila- 

1ère,  de  demi-axe  transverse  égal  à  Tunité,  dont  la  branche  de  droite 

est  alors  tangente  en  A  à  la  circonférence  OA,  et  qui  a  pour  équation 

(Géom.y  438) 

.r* — j*  =  I. 

Prenons  le  point  M  de  l'hyperbole  dont  l'ordonnée  MP  est  égale  à  AT  et 

Fig.  45. 


dont  l'abscisse  est  OP.  Il  est  facile  de  voir  que  le  point  P  se  confond 
avec  le  point  s.  En  efTet,  puisque 

MP=j'  =  AT=  tangO, 

l'équation  de  la  courbe  donne 

OP  =  X  =  /ITT*  =  v^i-T-tang*0  ^  sécO  =  O.v. 

Si  l'on  admet  maintenant  que  l'ordonnée^  de  l'hyperbole  représente 
le  sinus  hyperbolique  d'une  certaine  variable  /,  la  relation  fondamen- 
tale (  977  ) 

cosh'/  —  sinh*/  =  i, 

comparée  à  l'équation  de  la  courbe,  conduit  nécessairement  ù 

OP  =  j:=  cosh^ 

Puisqu'on  a  à  la  fois,  dans  cette  hypothèse, 

sinh/  =  MP  =  langO,        cosh/  =  OP  =  séc6, 


autres  relations  établies  au  n""  985  s'ensuivent  forcément, 
la  tangente  à  l'hyperbole  au  point  M.  Sa  tangente  d'incli- 


toutes  les  autres 
Menons  la  tangente 
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naisoo  sur  Taxe  des  x  ou  son  coefficient  angulaire  sera  (535),  d'aprèi^ 
réqualioD  de  la  courbe,  d'où  Ton  déduit 

IX  cLr  —  ijr  djr  =i  o, 

dx  ~  ^^"g*  -  y  -"  MP  ~  taiige    "  sinO' 

Désignons,  pour  un  instant,  par  p'  le  point  d'intersection  de  la  tan- 
gente en  M  avec  Taxe  des  x.  La  sous-tangente  Pjd'  aura  pour  valeur 

Y  cota  =  taneO  sinO  =  — ^  • 
-^  ^  cos6 

D'autre  part,  on  a,  dans  le  triangle  rectangle  OmP, 

■ —  i 

.^  inp         sin*6 

l'n  z=    — - —  = • 

^      op      cose 

Il  en  résulte  que  le  point  p'  se  confond  avec  le  point  p,  c'est-à-dire 
que  la  tangente  en  M  à  l'hyperbole  passe  par  le  point  p,  comme  la  tan- 
gente en  m  à  la  circonférence  passe  par  le  point  P. 

On  a,  sur  la  figure, 

,  sinh/  langO        .   ,^ 

COséch/=    .    .        =  : s  =  colO      =  BU  =  mv, 

smh/         tangO 

séch/    =-    -r-    = -r-â    —  cosO     =  0/^, 
cos  h  /         séc  0  ^ 

COth/      = r-    =    -r-r     =  COSécO  =  OU  =  Oi'. 

tangh/        smO 

On  peut  remarquer  que  l'on  a,  en  valeur  absolue. 

cos^ 
00  =  Op  tanira  =  -.— jr-  =  col6  —  coséclw  =  BU. 
^         ^  sinO 

On  retrouve  aussi,  par  le  triangle  rectangle  OmP,  la  relation  tabu- 
laire (985)  

Ôm    =OP.O/?, 

c'est-à-dire 

cosh/cos6  =  I. 

De  réquation  de  condition  (974) 

sinb/  =  MP  =  tango  =  , 


.''• 
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OU  déduit  d'ailleurs 

6'*' —  2lang6.6''—  I  =  o 

ou 

f'^  =  lang  0  zt  v/iang*6-hi . 

/,  d'après  ce  qui  précède,  doit  être  léel  et  de  même  signe  que  6.  Les 
nombres  positifs  ayant  seuls  un  logarithme  réel  (911),  on  devra,  en 
prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  valeur  précédente,  re- 
jeter le  signe  moins  du  radical  et  écrire 

/  -  /  (  tango  -i-  v^tâng»  6  -h  i  ). 
Il  est  facile  de  vérifier  que  ce  résultat  revient  (985)  à 

/../lang(-.   -j. 

994.  On  voit  que,  pour  appliquer  les  relations  que  nous  venons  de 
démontrer  et  qui  permettent  de  conclure  immédiatement  des  fonctions 
circulaires  les  fonctions  hyperboliques  correspondantes,  il  n'est  pas  né- 
cessaire que  rhyperbole  équilatère  soit  tracée. 

En  effet f  le  choix  du  point  m  sur  la  circonférence  entraine,  par  la 
détermination  du  point  T  et  du  point  .r,  la  connaissance  du  point  M  de 
rhyperbole  et  de  la  tangente  en  ce  point,  puisqu'elle  doit  contenir  le 
point  p. 

Remarque  générale. 

995.  En  résumé,  l'emploi  des  fonctions  circulaires  ou  des  fonctions 
hyperboliques  générales  ou  particulières  revient  au  fond  absolument 
au  même,  et  l'un  ne  doit  pas  présenter  plus  de  difficultés  que  l'autre. 

Seulement,  dans  certaines  questions,  dans  certains  problèmes  d'Al- 
gèbre, de  Géométrie  ou  de  Mécanique,  ce  sont  tantôt  les  fonctions  hy- 
perboliques, tantôt  les  fonctions  circulaires,  qui  s'introduisent  natu- 
rellement. 

Il  y  a  lieu  alors  de  conserver  dans  la  solution  du  problème  qu'on  a  à 
traiter,  sans  transformations  et  sans  complications  inutiles,  les  fonc- 
tions qui  apparaissent  explicitement  dans  sa  mise  en  équations. 


LIVRE  SEPTIÈME. 
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PREMIERS  PRINCIPES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PROPRIÉTÉS  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES.  -   PRINCIPE 
FONDAMENTAL  DE  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS. 


Définitions. 

996.  Nous  avons  déiini  les  fonctions  entières  d'une  seule 
variable  réelle  ou  imaginaire,  d'une  manière  générale,  dans 
le  Livre  précédent  (886),  et  nous  avons  vu  que  ces  fondions 
sont  finies  et  monotropes  (920,  9i7),  continues  et  mono- 
gènes (921,  935),  dans  toute  l'étendue  du  plan  des  axes  coor- 
donnés auxquels  la  variable  est  rapportée. 

Lorsqu'une  équation  renferme  seulement  des  fonctions  al- 
gébriques (886),  elle  est  dite  algébrique:  elle  est  transcen- 
dante dans  le  cas  contraire. 

Toute  équation  algébrique  à  une  seule  inconnue  ou  à  une 
seule  variable  peut,  après  la  disparition  des  dénominateurs, 
celle  des  radicaux  et  la  transposition  des  termes,  être  ra- 
menée à  la  forme 

AoS'"-hA,5"*-ï-4- A,5'«-*  +  . . .  ^  A,„_,c-i-  A;„— o. 

Son  premier  membre  est  alors  une  fonction  entière  de  z. 
Ainsi,  toute  équation  algébrique  est  de  la  forme  9(2)  =  0, 
9(2)  étant  une  fonction  entière  de  z, 
z  est  la  variable  ou  Vinconnue;  m  est  un  nombre  entier, 
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degré  de  l'équation;  Ao,  A|,  A,,  ...,  A;,»,  coejficients  de 
l'équation,  représentent  des  quantités  réelles  ou  des  quan- 
tités imaginaires  de  la  forme  a  +  bi^  supposées  connues. 

Quand  ces  coefficients  sont  des  nombres  donnés,  et  non  des 
symboles,  Téquation  devient  numérique, 

[i  y  a  lieu  de  distinguer,  au  point  de  vue  de  leur  résolu- 
tion, entre  les  équations  algébriques  proprement  dites  et  les 
équations  numériques. 

997.  La  résolution  d*une  équation  générale  de  degré  /// 
consiste  à  trouver  les  expressions  qui,  composées  algébrique- 
ment  avec  les  coefficients  de  cette  équation,  et  substituées  \\ 
l'inconnue,  rendent  identiques  les  deux  membres  de  ladite 
équation  :  ces  expressions  sont  les  valeurs  générales  des  ra- 
cines de  l'équation  de  degré  m.  On  les  connaît  pour  les  deux 
premiers  degrés.  11  nous  restera  à  les  trouver  pour  le  troi- 
sième et  pour  le  quatrième  degré. 

Au  delà  du  quatrième  degré,  la  résolution  algébrique  des 
équations  générales  est  impossible. 

La  première  démonstration  rigoureuse  de  ce  fait  impor- 
tant est  due  à  Abbl  (*);  ultérieurement,  Wantzkl  (•)  en  a 
donné  une  démonstration  plus  simple. 

Quant  aux  équations  numériques,  leur  résolution  consiste 
à  trouver  directement,  par  des  procédés  appropriés,  les 
nombres-racines,  c'est-à-dire  les  nombres  qui,  substitués  à 
l'inconnue,  annulent  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée, lorsque  son  second  membre  est  égal  à  zéro.  Quel  que 
soit  le  degré  de  cette  équation,  la  marche  à  suivre,  d'après 
la  méthode  adoptée,  reste  toujours  la  même,  sauf  la  lon- 
gueur plus  grande  des  calculs  à  mesure  que  le  degré  devient 
plus  élevé. 

998.  Après  ces  définitions,  nous  allons  insister  sur  les  pro- 
priétés des  fonctions  entières ,  type  des  fonctions  holo- 
morphes  (94.7),  pour  les  appliquer  ensuite  à  l'étude  des 
équations  algébriques.  Les  propriétés  de  ces  équations,  à 
leur  tour,  nous  en  feront  connaître  de  nouvelles  pour  les 
fonctions  entières. 


(')  Abrl,  Œuvres  complètesy  nouvelle  édition;  Gauthier-Villars,  i88i 
(»)  Wantzel,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  \V,  Gahiei*  25. 
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Propriétés  générales  des  fonctions  entières. 

999.  L  Soit  (p(^)  une /onction  entière  de  z.  Si  elle  s'annule 
pour  5  :=  o  {c'est'à-dire  si  elle  n'a  pas  de  terme  constant),  il 
existe  une  quantité  positive  \y  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  z  dont  le  module  est  compris  entre  o  et  X,  le 
module  de  <J^{z)  soit  inférieur  à  un  nombre  donné  quel- 
conque N. 

On  a,  par  hypothèse, 

9(3)  — Ao3"»i-A,;;'«-»-4-A5v'«-«-4-...-l-A,„_,v. 

Soient  p  le  module  de  la  valeur  attribuée  à  3  et  a  le  plus 
grand  module  parmi  ceux  des  coefQcients  Aq,  Aj,  A,, ...,  A,„_i. 
Le  module  d'une  somme  ne  pouvant  surpasser  la  somme  des 
aiodules  des  parties  (84>0)  et  le  module  d'un  produit  étant  le 
produit  des  modules  des  facteurs  (821),  nous  aurons  alors 

mod9(3)  <rt(p'"~hp"*-'-h  p'"-*--i-. .  .-f-p) 
ou  (14) 

mo^oiz)  <.ai- <7, 

'  p  —  I 

c'est-î.-dire 

mod  9(3)  <  a  2 


m-Ht  _  Q 


I 

On  ne  modifie  pas  cette  inégalité  en  changeant  les  signes 
des  deux  termes  de  la  fraction  du  second  membre;  et  Ton 
voit  que,  si  p  est  moindre  que  Tunité,  on  peut  poser  afor- 
tiori 

modo(3)  <  - — "  -• 

i-~p 

Le  module  de  9(3)  sera  donc  alors  inférieur  au  nombre 
donné  N,  si  Ton  a 

'^    <  N        ou        p  < 


1  —  p  ^      rt  -i-  N 

et  renoncé  sera  justifié  en  prenant 
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Les  propositions  suivantes  sont  des  conséquences  immé- 
diates de  ce  premier  théorème. 

1000.  IL  -  Soit 

/D^-\  —  A  "ft   i_  k  ^11 4-i_i_        a-A"  "»—  *  -i-  A    ^'" 


une  fonction  entière  de  Zy  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  variable.  Si  l'on  pose 

<p('5)  =  A,„_„5«(i-hK), 

il  existe  une  quantité  positive  X,  telle  que,  pour  toutes  les  va- 
leurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entre  o  et  X,  le  module 
de  K  soit  inférieur  à  un  nombre  donné  quelconque  N. 

En  effet,  la  fonction  K  a  pour  valeur,  en  renversant  Tordre 
des  termes, 


et  on  peut  lui  appliquer  immédiatement  le  théorème  précé- 
dent (999). 

[1  est  clair  que  la  proposition  subsiste  lorsqu'on  a  /z  =  o. 

1001.  Si  la  fonction  entière  9(2)  et  la  variable  z  devien- 
nent réelles,  la  proposition  précédente  demeure  applicable  ; 
et  l'on  voit  que  le  module  de  K,  c'est-à-dire  la  valeur  absolue 
de  cette  quantité  (820),  pouvant  être  rendu  moindre  que  i 
par  toutes  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module  ou  la 
valeur  absolue  est  inférieure  à  une  certaine  limite  facile  à 
déterminer  (999),  c'est  le  premier  terme  Am-n^'^  de  la  fonc- 
tion 9(2)  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  la 
variable  qui,  à  partir  de  cette  limite,  donne  constamment 
son  signe  à  la  fonction. 

1002.  111.  Soit 

(p{z)  —  Aos^'-f-  A,  3'«-'  -h  Ai3"'-»H- . . .-+-  A,„_|5  -h  A,„ 

une  fonction  entière  de  5,  ordonnée  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  la  variable.  Si  l'on  pose 

(p(3)=r  Ao3'«(l-4-K), 

il  existe  une  quantité  positive  X  telle  que.  pour  toutes  les  va- 
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leurs  de  z  dont  le  module  est  supérieur  à\^  le  module  de  K 
soit  inférieur  à  un  nombre  donné  quelconque  N. 

£n  effet,  la  fonction  K  a  pour  valeur,  en  renversant  l'ordre 
des  termes, 

wr   A/n     ^ A/yi-i  \  At        î  Aj      I 

Ao  5'"  Ao     2'«-»  "*"'""^Ao  5*  "^Âo  ^' 

On  peut  prendre  pour  variable  (  7  )  et  appliquer  la  propo- 
sition ci-dessus  (1000),  de  sorte  que  le  module  de  K  sera  in- 
férieur à  N  pour  toutes  les  valeurs  de  (  -  J  dont  le  module 

sera  inférieur  à  un  certain  nombre  positif  f  y  j  facile  à  déter- 
miner (999).  Par  suite,  le  module  de  K  sera  inférieur  à  N 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  sera  supérieur 
à  >.. 

1003.  Si  la  fonction  entière  9  (;3)  et  la  variable  z  deviennent 
réelles,  la  proposition  précédente  demeure  applicable;  et  l'on 
voit  que  le  module  de  K  ou  la  valeur  absolue  de  cette  quan- 
tité pouvant  être  rendue  moindre  que  i  par  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  dont  le  module  ou  la  valeur  absolue  est  supé- 
rieure à  une  certaine  limite,  c'est  le  premier  terme  k^z^  de 
la  fonction  (p(^)  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  la  variable,  qui,  à  partir  de  cette  limite,  donne  constam- 
ment son  signe  à  la  fonction. 

1004*.  IV.  Soit  9(2)  une  fonction  entière  de  z.  Lorsque  le 
module  de  la  variable  devient  infini,  il  en  est  de  même  de 
celui  de  la  fonction. 

bi  I  on  a 

9 (z)  =  Ao-2"'  -f-  A,  3"*-»  4- ... 4-  A;„-i z  -f-  A,„, 
on  peut  poser,  comme  ci-dessus  (1002), 

D'après  ce  qui  précède  (999,  1002),  pour  une  valeur  assez 
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{grande  du  module  de  z,  le  module  de  K  peut  devenir  aussi 
petit  qu'on  voudra. 

Désignons  par  M,  p,  Oq  et  k  les  modules  de  9(^),  «,  Aq  et  K. 
Le  module  du  premier  membre  de  Tégalilé  précédente  sera 

Quant  au  module  du  second  membre,  il  sera  compris  (8/M) 
entre  i  -hA^  et  i-—k.  Mais,  p  tendant  vers  Tinfini,  k  tendra 
vers  zéro,  de  sorte  que  Ton  aura 

,.        M 

lim —  i; 

aop"' 

ce  qui  justifie  l*énoncé. 

1005.  Si  la  fonction  entière  et  la  variable  deviennent  r^e/Zes^ 
le  théorème  subsiste;  et  l'on  voit  que  les  valeurs  absolues  de  la 
variable  et  de  la  fonction  tendent  en  même  temps  vers  l'infini, 
le  premier  terme  AqZ'^  de  la  fonction  lui  imposant  toujours  son 
signe,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  la  variable  (1003). 

Il  en  résulte  qu'une  fonction  TéeWe  de  degré  pair,  ordonnée 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  a  le  même 
signe  que  le  coefficient  de  son  premier  terme  pour  des  va- 
leurs absolues  suffisamment  grandes  de  la  variable  réelle, 
puisque  toute  puissance  paire  d'un  nombre  réel  est  positive. 

Une  fonction  réelle  de  degré  impair,  ordonnée  de  la  même 
manière,  a  le  même  signe  que  le  coefficient  de  son  premier 
terme  ou  un  signe  contraire,  suivant  qu'on  substitue  à  la  va- 
riable réelle  une  valeur  positive  ou  négative  suffisamment 
grande  en  valeur  absolue,  puisque  toute  puissance  impaire 
d'un  nombre  réel  a  le  même  signe  que  ce  nombre. 

1006.  V.  Toute  fonction  entière  9(3)  delà  variable  z  est 
une  fonction  continue. 

Nous  avons  déjà  énoncé  cette  propriété  évidente  (  W2, 828), 
en  nous  fondant  simplement  sur  la  nouvelle  forme  donnée  à 
la  définition  de  la  continuité  (921,  922).  Nous  croyons  devoir 
la  préciser  ici  comme  il  suit,  à  cause  de  son  importance  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  équations,  en  nous  appuyant 
sur  les  propositions  précédentes. 

On  sait  qu'une  fonction  cp(5)  est  continue  dans  un  espace 
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déterminé^  lorsque  le  module  de  la  variation  ou  de  la  diffé- 
rence 

(i)  9(5  H- As)  — 9(3) 

detienl,  dans  le  même  espace,  infiniment  petit  en  même 
temps  que  le  module  de  A(js). 

Or,  si  9(2)  est  une  fonction  entière,  on  peut,  quel  que 
soit  z,  développer  9(2 +A2)  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  Taccroissement  As,  absolument  de  la  même  manière 
que  lorsqu'il  s'agit  d'un  polynôme  réel  (32&-,  967).  Il  est  clair 
alors  que  la  différence  (i)  s'annule  pour  As=z=o.  De  plus,  si 

l'on  représente  son  premier  terme  par  A,„_;,  As  (  n  pouvant  être 
égal  à  zéro),  on  peut  écrire,  comme  au  n^  1000, 

— « 

9(5  4- As)  — <jp(-3)  — A,n^«Av   (i-hK), 

le  module  de  K  devenant  aussi  petit  qu'on  veut  pour  une  va- 
leur assez  petite  du  module  de  As.  Par  conséquent,  le  module 
du  premier  membre  de  l'égalité  posée  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que  celui  de  àz  (8U)),  et  cela  dans  toute  l'étendue  du 
plan  des  axes. 

Cette  continuité  des  fonctions  entières  entraîne  immédiate- 
ment des  conséquences  remarquables. 

1007.  VI.  Soient  une  fonction  entière  <^{z)  et  une  variable  Zy 
toutes  deux  imaginaires.  On  sait  (828,  836)  qu'on  peut  leur 
donner  les  formes  correspondantes 

3  =  r(cosa-i- isina)        et        (p(s)  =  Ph-0'- 

Cela  posé,  lorsque  le  module  et  l'argument  de  z  varient, 
ensemble  ou  isolément,  d'une  manière  continue  et  suivant  une 
loi  déterminée,  aucune  des  quantités  P  et  Q  ne  peut  changer 
de  signe  sans  s'annuler. 

Admettons,  en  effet,  que  l'argument  a  varie  d'une  manière 
continue  de  aj  à  a%  et  que,  dans  cet  intervalle,  le  module  r 
demeure  constant  ou  varie  d'une  manière  continue  avec  a.  Si 
P  ou  Q  prend,  sans  s'annuler,  des  valeurs  de  signes  contraires 
pour  «  =  «1  et  pour  a=:ra„  P  ou  Q  est  une  fonction  disconti- 
nue dans  l'intervalle  considéré,  puisque  ses  valeurs  négatives 
et  ses  valeurs  positives,  ne  s'y  rejoignant  pas  par  leur  limite 
commune  zéro,  s'y  trouvent  séparées.  Il  en  serait  donc  de 
même  de  la  fonction  entière  9 (s)  ;  ce  qui  est  impossible  (1006). 
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Celte  proposition,  dans  le  cas  d^une  fonction  entière  et 
d'une  variable  réelles^  revêt  la  forme  suivante. 

1008.  VII.  La  fonction  entière  ^(z)  et  la  variable  z  étant 
réelles,  si  les  valeurs  Zi  et  z^^^  z^  de  la  variable  conduisent  à 
des  résultats (^{zi)  et<^{Zf)  qui  soient  de  signes  contraires,  la 
fonction  (p{z)  s'annule  nécessairement  pour  une  ou  plusieurs 
valeurs  de  z,  comprises  entre  z^  et  z^. 

La  démonstration  est  identique. 

Si  la  variable  z  varie  d'une  manière  continue  depuis  la 
valeur  z  =  zi  jusqu'à  la  valeur  5  —  *„  ^(s)  devra  varier  aussi 
d'une  manière  continue  (1006)  depuis  la  valeur  <p(^i)  jusqu'à 
la  valeur  9 (>Si).  Comme  ces  deux  résultats  sont,  par  bypothèse, 
de  signes  contraires,  9(2)  passera  nécessairement  dans  l'inter- 
valle au  moins  une  fois  par  la  valeur  zéro,  limite  commune 
des  quantités  négatives  croissantes  et  des  quantités  positives 
décroissantes. 

Principe  fondamental  de  la  théorie  des  équations. 

1009.  Toute  équation  algébrique  (996)  a  une  racine  réelle 
ou  imaginaire  :  tel  est  le  principe  fondamental  de  la  théorie 
des  équations. 

On  lui  donne  souvent  le  nom  de  théorème  de  d'Albmbbrt, 
parce  que  c'est  à  ce  profond  géomètre  que  la  première 
démonstration  en  est  due  (*). 

Lorsqu'on  se  borne  aux  fonctions  entières  réelles  et  aux 
valeurs  réelles  de  la  variable,  on  peut  facilement  en  prouver 
l'exactitude,  sauf  dans  un  seul  cas. 

Les  résultats  qu'on  obtient  ainsi  sont  d'ailleurs  indispen- 
sables à  retenir  au  point  de  vue  des  applications.  Nous  com- 
mencerons donc  par  les  indiquer. 

1010.  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels  et  de 
degré  impair  a  au  moins  une  racine  réelle  de  signe  contraire 
à  son  dernier  terme. 

Soit  l'équation 

F(.r)— :  AoJ?"*-h  Aix'"  -'  -h  . . .  -H  A,„-  ,j™-h  A,«  =  o, 

(')  Becherches  sur  le  Calcul  intégral  {Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin  y  17^6). 
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dont  Jes  coefficients  sont  des  nombres  réels  et  où  Ton  peut 
toujours  supposer  Aq  positif.  Admettons  qu'on  fasse  varier 
^  de  —  00  à  -+-  00. 

m  étant  impair,  une  très  grande  valeur  positive  substituée 
à  a;  rend  le  premier  membre  de  l'équation  positif,  tandis 
qu'une  valeur  négative,  très  grande  en  valeur  absolue,  sub- 
stituée à  Xy  rend  ce  premier  membre  négatif  (1005).  D'ailleurs, 
pour  j?  =  o,  le  premier  membre  se  réduit  à  son  dernier 
terme  A,,,. 

Si  A,„  esi positif,  le  premier  membre  de  l'équation  change 
donc  de  signe  pour  une  certaine  valeur  de  x  comprise  entre 
—  00  et  o,  et  l'équation  a  au  moins  une  racine  négative  (  1008). 
Si  A^  est  négatif,  le  premier  membre  de  Téquation  change  de 
signe  pour  une  certaine  valeur  de  a:  comprise  entre  o  et -h  oc, 
et  Féquation  a  au  moins  une  racine /^osi^^Ve. 

Le  Tableau  ci-dessous  résume  ce  qu'on  vient  de  dire  : 


VALEURS  DONNEES   A  X. 

—  00 

o 

00 


SIGNES  DE    F(J7). 


môme  signe  que  A,„(±:). 


L'équation 


S—   /.    /.î 


^  j;'  H-  0  j?  -t-  7  =  o 


a  au  moins  une  racine  négative. 
L'équation 

a  au  moins  une  racine  positive. 

1011.  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels  et  de 
degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  moins  deux 
racines  réelles,  V une  positive,  l'autre  négative. 

D'après  l'observation  faite  au  n'^  1005  et  sans  avoir  besoin 
(le  recommencer  le  raisonnement  précédent,  il  suffit  de  for- 
mer le  tableau  ci-dessous  : 


VALEURS  DONNEES  A  X. 

—  00 

o 

-r-  00 
Db  C.  -  Cours,  IV. 


SIGNES  DE    F(:r). 


même  signe  que  A;;,(  — ), 


12 


■* 


F'i 
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Le  premier  membre  de  l'équation  change  donc  de  signe, 

aussi  bien  lorsque  x  passe  de  — 00  à  o,  que  lorsque  x  passe 

de  o  à  -h  00,  c'est-à-dire  que  l'équation  admet  au  moins  une 

racine  négative  et  au  moins  une  racine  positive. 

L'équation 

j?*  —  3  j?*  -{-  X'  —  I IX  —  2=0 

a  au  moins  deux  racines  réelles,  l'une  positive  et  l'autre 
négative. 

1012.  Il  y  a  doute  lorsque,  l'équation  étant  de  degré  pair, 
son  dernier  terme  est  positif. 

Dans  cette  hypothèse,  en  effet,  on  ne  peut  affirmer  aucun 
changement  de  signe  du  premier  membre  de  l'équation, 
lorsque  x  parcourt  toute  l'échelle  des  grandeurs  réelles, 
de  —  00  à  -h  00  en  traversant  zéro. 

Nous  laisserons  donc  de  côté  ce  cas  particulier,  auquel  il 
faut  joindre  le  cas  général  des  équations  à  coefficients  imagi- 
naires, et  nous  passerons  immédiatement  à  la  démonstration 
du  principe  fondamental  que  nous  avons  énoncé  (1009)  et  sur 
l'importance  duquel  il  est  inutile  d'insister. 

Parmi  les  démonstrations  proposées,  nous  choisirons  celle 
adoptée  par  J.-A.  Serret  (*),  diaprés  Cauchy  {Anciens  exercices 
de  Mathématiques) y  et  qu'il  a  notablement  simplifiée.  Malgré 
les  remarquables  travaux  publiés  avant  ou  après  Cauchy,  sur 
la  môme  question,  cette  démonstration,  entièrement  anal\- 
tique,  nous  parait  encore  la  plus  directe  et  la  plus  simple. 

Nous  établirons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

1013.  Lemme.  —  Soit  une  fonction  entière  quelconque  de 
degré  m,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires, 

Si  le  module  de  ^{z)  n* est  pas  égal  à  zéro  pour  une  certaine 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable,  z  -=zi  z^,  on  peut 
déterminer  une  quantité  /i,  réelle  ou  imaginaire,  telle  que  le 
module  de  ©(sq  -H  ^)  soit  inférieur  à  celui  de  (^{zq). 


(•)  J.-A.   Skrret,   Cours  d'Algèbre  supérieure,  3*  édition;   Gauthicr- 
Villar-,  iSij(i. 
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Nous  avons  le  droit  de  développer  <p(3o-+-  li)  par  la  série  de 
Taylor  (967).  Nous  aurons  ainsi 

h  h^ 

1  I    •   ^ 


?"'(-o) 


i/n 


I  .  2  . 3  . . .  w 


Par  hypothèse,  le  module  de  9(^0)  n'est  pas  nul.  Le  premier 
terme  du  développement  existe  donc.  Les  coefficients  de 
quelques  puissances  de  h  peuvent  s'annuler  et  les  termes  cor- 
respondants disparaître  ;  mais  le  dernier  terme  du  dévelop- 
pement subsiste  comme  le  premier.  Son  coefficient  est,  en 
effet,  égal,  comme  on  le  sait  (935,  325),  au  coefficient  Ao  du 
premier  terme  de  9(5"). 

Cela  posé,  représentons,  pour  plus  de  rapidité,  les  différents 
coefHcients  du  développement  par 

7      7/  7 

Si  nous  désignons  par  Z„  le  premier  de  ces  coefficients  qui, 
après  Zo  =  9(^0),  soit  différent  de  zéro,  nous  aurons 


9(:;o  -+-  ^)  =  Zo  -h  IJi"  ^  Z,;+,  h"-^'  -h  .  .  .  -t-  7.,nh"' 
OU 

?(^o)  ^0  Zo  Zo 

On  peut  poser  alors  (823,  836) 

// =  r(cosa-i- /sina),         ^^    - p^(cos 6)^,4- /si nw,,), 
et  l'égalité  (i)  deviendra  (841,  8W) 

©  (  3o  -H  A  ) 

^  '^  ^       \p/-  X      —  »  H-  P«  '•"  [cos  (/i  a  -f-  w„)  -h  /  sin  (/?  a  -h  w,,)] 

-t- 

-h  p;„  /•'"  [cos  (;n  a  H-  w,;;)  h-  t  sin  (a«  a  -h  o),„)] . 

Si  l'on  détermine  alors  l'argument  a  par  la  condition 

/i  a  -h  0)„  =:  7:, 

la  parenthèse  qui  multiplie  p«/'*  se  réduira  à  —  i,  et  l'éga- 


'l'.-lv^l»'*^   -^ 


'l'qvj» 


180  \L<;ÈBUE    SL'PÉRIECnE. 

lilé  (2)  |:ren(Jra  Ja  forme 
(3)<'  -hp«-fi/"'-^' jcos[(/i-^-i)a-ho)„+,]-f-/sin[(/i-hi)a-i-'i)«».,] 


I 
I 


Pm^'"'  [cos(ma  H-  &),„)  -h  is'\n{m<x-\-  Wm)]- 

Soient   mainlenani  R    et   Ho    les   modules   respectifs   de 

(p{zo-\-h)  et  de  9(3o).  Le  module  du  premier  membre  de 

l'égalité  (3)  esl(8i2) 

R_ 

Ko' 

Le  module  du  second  membre  est,  comme  on  le  sait  (840), 
au  plus  égal  à  la  somme  des  modules  des  parties  qui  le  com- 
posent. 

Considérons  d*abord  le  premier  terme  i  —  p/,r".  Si  ce  pre- 
mier terme  est  un  nombre  positif,  il  se  confondra  avec  son 
module  (820).  Il  suffit  pour  cela  qu'on  donne  à  r  une  valeur 

inférieure  à  —=•  Cette  condition  étant  supposée  remplie,  on 

Vpn 

aura  donc 

p-  5  (  »  -  P/,  /•"  )  -+-  P/,  M  f""^'  -h  .  .  .  -h  p,n  /"", 

c'esl-à-dire 

Ko"  ^  L  P«  p/t  Pn  J 

Lorsqu'on  fait  tendre  h  ou  /*  vers  zéro,  la  parenthèse  du 
second  membre  de  cette  relation  tend  vers  i,  et  elle  reste 
positive  (  1000)  pour  toutes  les  valeurs  de  r  comprises  entre  o 
et  une  certaine  limite  positive  X  facile  à  déterminer  (999). 
Par  conséquent,  pour  toutes   les  valeurs  de   r  comprises 

entre  o  et  la  plus  petite  des  deux  quantités  ï,  et  ;p^^>  on  a 

Vpn 

nécessairement 

lY"  <  I        OU        R<Ro; 

Mo 

ce  qui  justifie  l'énoncé. 

1014.    Principe  fondamental   :    Toute  équation   algébrique 
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3  (3)  =  o,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  et  de  degré  quel- 
conque m,  admet  une  racine  réelle  ou  imaginaire. 

En  effet,  faisons  prendre  à  la  variable  z  toutes  les  valeurs 
possibles,  réelles  ou  imaginaires.  Le  module  de  9(2),  nombre 
positif,  ne  pourra  pas  diminuer  constamment  et  atteindra  un 
certain  minimum.  Ce  minimum  ne  peut  pas  répondre  à  une 
valeur  infinie  de  z  ou  de  son  module,  puisque  le  module  de 
9(3)  devient  en  même  temps  infini  (1004);  il  répond  donc  à 
une  valeur  finie  du  module  de  z. 

Il  en  résulte  que  le  minimum  atteint  par  le  module  do 
9(z),  lorsque  jz  prend  toutes  les  valeurs  possibles,  est  néces- 
sairement zéro;  car,  si  Ton  supposait  que  ce  minimum  eCit 
une  valeur  finie  Ro»  non  nulle,  et  répondant  à  ;?  =  3o»  on 
pourrait,  d'après  le  lemme  qu'on  vient  d'établir  (1013),  dé- 
terminer une  quantité  additionnelle  h  pour  laquelle  on  aurait 

mod  9(3»-+-  ^)  <  H„, 

quelque  petit  que  fût  Rq. 

Il  est,  par  suite,  prouvé  qu'il  existe  toujours  une  valeur 
finie  de  z,  telle  que  Ton  ait,  pour  cette  valeur,  mod  9(3)  ou 
9(3)  izzo,  c'est-à-dire  il  est  prouvé  que  toute  équation  algé- 
brique a  une  racine. 

1015.  Il  faut  bien  comprendre  de  quelle  manière  une  racine 
imaginaire  de  la  forme  a  -h  bi  peut  satisfaire  à  l'équation 
9(s)  =  6. 

Comme  on  l'a  vu  (828),  la  substitution  de  a  -h  bi  à  la  place 
de  5  dans  le  premier  membre  de  l'équation  conduit  à  un  ré- 
sultat de  même  forme  P  -h  Qi.  Si  «f  -h  bi  est  racine,  on  a 

PH-Q/=:0, 

c'est-à-dire  (820)  que  les  valeurs  de  a  et  de  b  satisfont  aux 
deux  conditions  P  =1  o  et  Q  —  o. 


Pointe  racines. 

1016.  Ce  que  nous  venons  de  remarquer  (1015)  conduit 
naturellement  au  procédé  géométrique  qu'on  peut  suivre  pour 
iTouy et  graphiquement  les  racines  de  l'équation  9(5)  =  0. 

Ramenons  la  variable  z   à  la  forme  imaginaire  et  rem- 


.«/' 
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plaçons-la  par  le  binôme  ^4- y/,  où  a:  et  /  sonl  des  quanlilés 
réelles.  Nous  aurons  alors 

o(z)  —  q{x  -h  ri)  —'H^Vy  y)  -{-  i^i-v, y). 

Le  module  de  9(3),  égal  à 


s'annule  toutes  les  fois  que  z  atleinl  une  racine  de  Téqua- 
lion  9(3)  =  0,  ou  toutes  les  fois  qu'on  a  simultanément 


(1) 


'^(.r,r)  -  o,         7.(.r,  V)  =0. 


11  en  résulte  que,  si  5  —  ^4-  in  est  racine,  et  seulement 
dans  ce  cas,  a  et  ^  représentent,  pour  le  système  des  deux 
équations  (i),  une  solution  commune. 

On  peut  alors,  en  prenant  des  axes  coordonnés  rectangu- 
laires, construire  par  rapport  à  ces  axes,  comme  nous  Pavons 
déjà  indiqué  souvent  (535),  les  deux  courbes  réelles,  lieux 
des  équations  (i);  et  leurs  points  d'intersection  réels  auront 
précisément  pour  coordonnées  les  groupes  de  solutions  com- 
munes {a,b)  répondant  à  toutes  les  racines  de  Téquation 
(p(;5)  =  o.  Ces  points  d'intersection  sont  les  points  racines. 

Pour  les  racines  imaginaires  complexes,  les  deux  courbes 
auxiliaires  se  couperont  en  dehors  des  axes;  pour  les  racines 
imaginaires  simples  (803),  elles  se  couperont  sur  Taxe  des  y 
(869);  pour  les  racines  réelles,  elles  se  couperont  sur  Taxe 
des  X. 
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CHAPITRE  II. 

CONSÉQUENCES  DU  PRINCIPE  FONDAMENTAL.  —  COMPOSITION 

DES  ÉQUATIONS. 


Facteurs  linéaires  d'une  fonction  entière ,  nombre  des  racines 

d'une  équation. 

1017.  I.  Toute  équation  algébrique  de  degré  m,  à  coeJ]l- 
cients  réels  ou  imaginaires,  admet  exactement  ni  racines 
réelles  ou  imaginaires. 

Nous  avons  vu  (13)  que,  lorsqu'une  fonction  entière  cp(-3) 
s'annule  quand  on  substitue  une  certaine  quantité  a  à  la  place 
de  ^,  cette  fonction  entière  est  exactement  divisible  par  le 
binôme  z  —  a.  Cette  propriété  est  vraie,  qu'il  s'agisse  de 
fonctions  entières  et  de  quantités  réelles  ou  imaginaires , 
comme  on  peut  s'en  assurer  en  reprenant  identiquement  le 
raisonnement  indiqué  au  n""  13. 

Cela  posé,  considérons  l'équation  algébrique  quelconque 

(le  degré  m 

9(5)  =  o, 

le  premier  membre,  ordonné  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  la  variable,  ayant  pour  premier  terme  AqZ'", 

L'équation  proposée  a  une  racine  réelle  ou  imaginaire 
(lOli).  Désignons-la  par  a.  On  aura  9 (a)  1=0  et  cp(>s)  sera 
exactement  divisible  par  z  —  a.  Le  premier  terme  du  quo- 
fient  sera  Ao3"*-*.  Représentons  le  quotient  par  91(5).  Nous 
aurons 

?(-)  — (-  — ^)9i(-). 

Si  Ton  forme  Téquation  9^(3  )=o,  elle  aura  une  racine 
quelconque  b.  On  aura  91(6)  =  0,  et  9i(«)  sera  exactement 
^iivisible   par  z  —  b.    Le  premier   terme  du   quotient  sera 


'•*> 

t»^- 
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Ao^j"*"*.  Représentons  ce  quotient  par  9j(3).  Nous  aurons 

?l(-)  =  (5  —  ^)?î(-)- 

Le  degré  par  rapport  à  z  des  quotients  successifs  allant 
toujours  en  diminuant  d'une  unité,  on  parviendra,  en  répé- 
tant la  même  opération  un  nombre  suffisant  de  fois,  à  un 
quotient  du  premier  degré  (^m-i{z)y  dont  le  premier  terme 
sera  Ao^  et  qui,  égalé  à  zéro,  aura  une  racine  et  une  seule 
{Alg.  élém.,  217).  Si  on  la  désigne  par  /,  9m-i(«)  sera  exacte- 
ment divisible  par  5  —  /,  et  le  quotient  se  réduira  évidem- 
ment à  Ag. 

La  série  des  opérations  ainsi  effectuées  est  résumée  par  les 
égalités  suivantes,  où  les  m  quantités  a,  b^  c,  . . . ,  /  repré- 
sentent respectivement  une  racine  de  cbacunc  des  m  équa- 
tions successivement  considérées  : 

<p  {z)  —  (Z'-a)Oi(z), 
?ï(-)-— (-  — c)9,(5). 


9m-\{^)  =  (5—  OAq. 


Si  Ton  multiplie  ces  m  égalités  membre  à  membre  et  si 
Ton  simplifie  le  résultat,  il  vient  identiquement 

(i)  (^{z)  ^=  Xq(z  —  a)  {z  —  b)  {z  —  c) . .  .{z  —  l). 

Les  racines  de  Téqualion  (^{z)  =0  se  confondent  avec  les 
valeurs  de  z  qui  annulent  le  second  membre  de  l'identité  (i). 
Or,  pour  qu'un  produit  de  facteurs  réels  ou  imaginaires  soit 
nul,  il  faut  et  il  suffit  que  Tun  des  facteurs  le  soit  (822).  Les 
seules  valeurs  de  z  qui  soient  racines  de  l'équation  cp(5)  =  o 
sont  donc  précisément  les  m  quantités  a,  b,  c,  . . .,  l;  car 
toute  autre  quantité  mise  à  la  place  de  z,  n'annulant  aucun 
des  facteurs  du  second  membre  de  l'identité  (1),  ne  peut  an- 
nuler le  premier  membre. 

Il  est,  par  suite,  démontré  que  le  nombre  des  racines  d'une 
équation  algébrique  quelconque  est  exactement  égal  à  son 
degré. 

Les  facteurs  binômes  z  —  a,  z  —  b,  3—  c,  ...,  z  —  /  sont 
les  fadeurs  linéaires,  ou  les  diviseurs  du  premier  degré,  ou 
simplement  \es  facteurs  premiers  de  <p(^). 
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La  démonstration  précédente  conduit  à  plusieurs  remar- 
ques importantes. 

1018.  II.  Toute  fonction  entière  du  /»'«'»«  degré,  telle  que 
nous  l'avons  àé^me, peut  être  décomposée  en  un  produit  de  m 
facteurs  du  premier  degré,  multiplié  par  le  coefficient  Aq  de 
son  premier  terme.  Il  suffit  de  calculer  les  racines  de  Téqua- 
tion  correspondante  <p(c)  =  o. 

Réciproquement,  on  peut  former  immédiatement  le  pre- 
mier membre  d'une  pareille  équation,  lorsque  ses  racines 
sont  données  a  priori.  Le  coefficient  A©  reste  seul  arbitraire. 

Il  en  résulte  que  les  premiers  membres  de  deux  équations 
algébriques  qui  ont  les  mêmes  racines  ne  peuvent  différer  que 
par  un  facteur  constant,  puisque  tous  leurs  facteurs  linéaires 
sont  identiques  et  que  le  coefficient  de  leur  premier  terme 
demeure  seul  Indéterminé. 

1019.  Rien  n'exige  dans  ce  qui  précède  (1017)  que  les  ra- 
cines a,  by  c,  . . .,  /  soient  différentes,  et  il  peut  arriver,  en 
effet,  que  quelques-unes  soient  égales  entre  elles.  On  dit 
alors  que  l'équation  q^{z)  =:o  a  des  racines  multiples  ou  des 
racines  égales. 

Si  les  racines  a  et  ^,  par  exemple,  soni  égales,  le  second 
membre  de  l'identité  (i)  [1017]  contient  le  facteur  (s  —  a)', 
et  a  est  une  racine  double. 

Si  les  racines  a,  6,  c  sont  égales,  a  est  une  racine  triple, 
correspondant  au  facteur  {z  —  ay. 

Si  l'équation  admet  n  racines  égales  à  «,  le  second  membre 
de  l'identité  (i)  renferme  le  facteur  {z  —  aY,  et  a  est  une 
racine  multiple  d'ordre  n. 

Une  racine  qui  ne  se  reproduit  pas  est  une  racine  simple 
ou  du  premier  ordre. 

Quand  on  dit  qu'une  équation  algébrique  de  degré  m  a 
m  racines,  on  entend  que  chaque  racine  multiple  doit  être 
comptée  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de 
multiplicité. 

1020.  Une  objection  peut  se  présenter  à  l'esprit.  La  décom- 
position du  premier  membre  de  l'équation  <p(5)=r-o  en  fac- 
teurs linéaires  dépend-elle  de  la  première  racine  a  mise  en 
évidence? En  d'autres  termes,  si  l'on  commençait  par  diviser 


^\ 


?^«' 


Ls  '. 


M    ' 


l8G  ALGEBRE    SUPli^RIEURE. 

9(:;)  par  le  binôme  z  —  c  au  lieu  d'employer  d'abord  le  divi- 
seur z  —  «,  obtiendrait-on  une  décomposition  diflFérente  de  la 
première?  Ou  bien,  plus  généralement,  si  l'on  employait  tout 
aulre  mode  de  décomposition,  parviendrait-on  toujours  au 
même  résultai? 

11  nous  semble  donc  utile  de  démontrer  la  proposition  sui- 
vante, qui  assimile  complètement  aux  nombres  premiers  de 
l'Arithmétique  les  facteurs  linéaires  d'une  fonction  entière  et 
qui  justifie  la  dénomination  de  facteurs  premiers  donnée  à 
ces  facteurs  linéaires,  d'ailleurs  divisibles  seulement  par  eux- 
mêmes  et  par  l'unité. 

1021.  111.  Une  fonction  entière  ne  peut  être  décomposée 
fjue  d'une  seule  manière  en  facteurs  premiers. 

Admettons  que  l'on  ait  obtenu  pour  la  fonction  9(5)  deux 
systèmes  de  facteurs  premiers  et  qu'on  ait  à  la  fois,  quel  que 
soit  -3, 

Ç/'(  c  )  —  Vo  (  -  —  ^)  {^  —  lf){z  —  r  ) .  .  .  (  3  —  /  ), 

^^{z)  —  Ao(:;  —  a'){z~h'){z  —  c).  .  .[z  —  l'). 

Si  l'on  donne  à  s  la  valeur  particulière  a,  la  première  expres- 
sion de  (p(z)  s'annule,  puisqu'elle  contient  le  facteur  z  —  a. 
Il  faut  donc  qu'il  en  soit  de  même  de  la  seconde  expression, 
égale  à  la  première  pour  les  mêmes  valeurs  de  5;  ce  qui  exige 
que  l'un  de  ses  facteurs,  z  —  a'  par  exemple,  s'annule.  Ce  fac- 
teur sera  donc  lui  môme  égal  hz  —  a.  Ainsi,  les  facteurs  pre- 
miers sont  les  mêmes  dans  les  deux  expressions.  Et,  comme 
on  peut  supprimer  successivement  de  part  et  d'autre  ceux 
dont  on  a  reconnu  l'égalité  et  renouveler  le  même  raisonne- 
ment sur  les  produits  restants,  il  en  résulte  que  les  facteurs 
qui  se  répèlent  présentent  dans  les  deux  expressions  le  même 
ordre  de  multiplicité (1019).  Enfin,  les  deux  expressions,  ainsi 
composées  des  mêmes  facteurs  premiers  affectés  des  mêmes 
exposants,  devant  être  égales  pour  une  même  valeur  quel- 
conque de  z,  il  faut  qu'on  ait  aussi  A©  =  A'^. 

11  résulte  de  là  que,  si  l'on  peut  décomposer  le  premier 
membre  d'une  équation  (p(<s)  =  o  en  deux  facteurs  enliers  Z 
et  Z,,  les  racines  de  l'équation  proposée  seront  l'ensemble  des 
racines  des  deux  équations  plus  simples  Z  —  o,  Zi  ~  o. 

1022.  IV.  Lorsqu'une  fonction  entière  quelconque  9(5),  de 
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de^ré  ni,  s'annule  pour  plus  de  m  valeurs  de  la  variable,  tous 
ses  coefficients  sont  identiquement  nuls  {iô^  17). 

En  effet,  l'équation  cp(5)  =  o  élanl  du  degré  m  n'a  que  m  ra- 
cines (1017)  et  ne  peut  ètresalisfaite  que  par  m  valeurs  de  la 
variable,  sauf  le  cas  où,  le  coefficient  Ao  de  son  premier  terme 
étant  nul,  elle  est  nulle  quel  que  soit  z.  Ce  coefficient,  d'après 
l'hypothèse  indiquée,  est  donc  nul.  L'équation  9(5)1=0  s'a- 
baisse alors  au  degré  m  —  1,  et  le  môme  raisonnement  prouve 
que  le  coefficient  A,  du  second  terme  de  9(3)  est  aussi  nul. 
Et  ainsi  de  suite. 

1023.  V.  Lorsque  deux  fonctions  entières  quelconques  ou 
deux  polynômes  en  z  de  degré  m  sont  égaux  pour  plus  de 
m  valeurs  de  la  variable,  ils  sont  identiques  (18). 

Celle  proposition  résulte  immédiatement  de  la  précédente. 
En  effet,  soient 

les  deux  polynômes  proposés.  L'expression  de  leur  égalité  con- 
duit, en  transposant  tous  les  termes  dans  un  môme  membre, 
à  l'équation 

(  \o-  Bo)  :;'"  4-  (A,  -  BO-'"-  ^  +  .  . .  -  -  (A,„  -  B„,  )  =  o, 

qui  est  de  degré  m  et  satisfaite,  par  hypothèse,  par  plus  de  m 
valeurs  de  z.  Tous  ses  coefficients  sont  donc  identiquement 
nuls  (1022),  c'est-à-dire  qu'on  a 

Ao  ^^  t>o,  Al  ^:-  Bi,  •  •  •  j  A,;i  -  -  l3/«. 

1024.  VI.  Essai  d'une  racine.  —  On  a  souvent  à  essayer  si 
un  nombre  a  est  racine  d'une  équation  algébrique  9(3)  =10. 
Il  suffit  de  vérifier  que  (!^{z)  est  exactement  divisible  par  le 
binôme  z  —  a  (1017). 

Les  détails  donnés  au  n<»  13  indiquent  la  marche  à  suivre. 
On  peut  les  présenter  plus  rapidement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Soit 

r^(  '•\  —  A    -'«  _i_  A    '- w»  —  1  _i_  A  »  s'«— 2  _i_        -4-4       ^  5  -4-  \  - 


iS8 
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.4. 


r  ■•   * 


7».  s. 


En  effectuanl  la  division  de  9(2)  par  z  —  ^,  on  obtient,  d'une 
manière  générale,  un  quotient  de  la  forme 

et  un  reste  R  indépendant  de  z. 

9(2)  étant  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quotient,  plus 
le  reste,  on  doit  avoir  identiquement,  quel  que  soit  :;, 


(p(3)r=  AoS"'     ■     Bl 


3m-l.,.Uj      '3//1    2    ■_  B3 

Z»'-^  \-.,.-hB,n    i 

Bir/'            -Bï^/ 

—  h,n-l^ 

R 
B 


/«  1 


n. 


c'est-à-dire,  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  z  dans  les  deux  membres, 

A|  •=  B,  —  Ao^,        A*  ri  Bj  -  1^^,        Aa^^B,— Bj^/,        ..., 

A,M_I       —    B,;,_,    B„,_2a',  A;„     T-     H B,;,_,   ^/. 

11  en  résulte 

B,  =:  Ai -h  Ao</,        B,  — Aj-i-Bi^,        B:|  — Aa-hBja,        .... 
B,„_i  ~-  A;„_|  -f-  B,;,_sflr,  R     :  A;„  4"  B,„_.i  a. 

Ces  égalités  expriment  la  loi  de  formation  des  termes  du  quo- 
tient et  du  reste. 

Le  coefficient  d'un  terme  quelconque  du  quotient  est  égal  au 
produit  du  cofficient  du  terme  précédent  par  la  valeur  a  du  se- 
cond terme  du  binôme  diiuseur  (abstraction  faite  du  signe  - 
dont  elle  est  affectée),  augmenté  du  coefficient  du  terme  du 
dividende  qui  est  de  même  rang  que  celui  qu'on  veut  écrire 
au  quotient. 

Le  reste  s  obtient,  de  la  môme  manière,  en  ajoutant  au  pro- 
duit  du  dernier  terme  du  quotient  par  a  le  terme  constant  du 
dividende. 

Le  reste  R  est  donc,  comme  il  est  facile  de  s*en  assurer  en 
appliquant  la  loi  de  proche  en  proche  (13),  le  résultat  de  la 
substitution  de  a  à  la  place  de  z  dans  9(5),  c'est-à-dire  cp(a). 
Si  V opération  conduit  à  R  ^  o,  et  seulement  dans  ce  cas,  la 
quantité  a  est  racine  de  l'équation  ^{z)r=LO, 

Lorsque  le  premier  membre  de  Téquation  n'est  pas  corn- 
plet,  il  faut,  pour  appliquer  convenablement  la  règle,  sup- 
poser les  termes  manquants  rétablis  avec  le  coefficient  o. 

L'algorithme  que  nous  venons  de  rappeler  est  important. 
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Comme  nous  le  verrons,  la  recherche  des  racines  commensu- 
râbles  est  fondée  sur  son  emploi. 
Nous  terminerons  par  quelques  exemples. 

I0i5.  Exemples.  —  r  Chercher  si  r équation 

admet  la  racine  2. 

Nous  essayerons  la  division  du  premier  membre  par  z  —  a.  Le  pre- 
mier terme  du  quotient  est  ^z^.  Les  différents  coefficients  du  quotient 
et  le  reste  sont  ensuite  fournis  par  les  égalités  ci-dessous  (lOâi)  : 

4  X  2  —  10  —  —  2,        ( —  2)  ;<  >.  -H  6  —  2,        2  X  2  —  7  —  —  3, 
i-  3  )  X  2  H-  y  —  3,         3  X  A  —  1 1  -  —  5. 

Le  ({uotient  est  donc 

.\z^      2z'-T-232—  3r.  ^3, 

et  le  reste  est  —  5,  de  sorte  que  2  n'est  pas  racine  do  Tcquation  et 
qu'on  a  cp(2)  —  —  3. 

2"  Chercher  xi  l'équation 

o(z)  —  «' —  2(1  '-  i)z^ —  (I  —  2/)-  -t-  2(1-4-2/)  —  o 

tultmt  la  racine  i  -f-  2«. 

Nous  essayerons  la  division  du  premier  membre  par  3  --  (1  -h  2/ ).  Le 
premier  terme  du  quotient  est  z'.  On  obtient  ensuite  par  l'algorithme 
indiqué '(i02i)  les  différents  coefficients  du  quotient  et  le  reste.  On  a 

I  X  (I  4- '>./)  —  2(1  -r  /)  -  —  I,  (         I)>:(l-h2/)  —  (l  --■>./)-  — 2, 

(—  2  )  X  (  I  -t-  2  /  )     ;     2  (  I  -h  2  /  )    -    o. 

U  reste  étant  nul,  1  +  2/  est  racine  de  Téquation.  Le  quotient  est  d'ail- 
leurs 

-a   -  -  _   ., 

V  CJiercher  si  l'équation 

^{z)  —  iz^ —  )s'-h7  3— -5  — o 

admet  la  racine  —  2. 

Nous  essayerons  la  division  du  premier  membre  par  s  —  (—  2),  en 
ayant  soin  de  supposer  le  terme  manquant,  qui  est  celui  du  second 
degré,  écrit  avec  le  coefficient  o. 


-  *  .-.  '-'  r-  •, 


n 
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Le  premier  terme  du  quotient  est  iz^.  On  a  ensuite 

2X(— 2)  — 5=— 9,  (—   9)x(— ^) 

18  X  (—  2)  -h  7  -=  —  29,        (—  29)  X  (—  2) 


-h  o  = 


5 


5J. 


Le  reste  n'étant  pas  nul,  —2  n'est  pas  racine.  Le  quotient  est 

2  2^    _g32_uj83  — ^9 

et,  le  reste  étant  53,  on  a  ©( —  2)  —  53. 

Équations  à  coefficients  réels. 

1026.  Lorsque  réqualion  algébrique  proposée  a  tous  ses 
coefficients  réels,  on  peut  généraliser  le  théorème  relatif  aux 
substitutions  (1008)  et  montrer  que,  dans  ce  cas,  les  racines 
imaginaires  marchent  nécessairement  par  couples  de  racines 
imaginaires  conjuguées  (809). 

1027.  VII.  Soit  l'équation  algébrique  à  coefficients  réeLs 
F{jo)^=io.  Si  les  deux  nombres  réels  "k  et  [k'^'k^  substitués  à  la 
place  de  x  dans  le  premier  membre  de  V équation,  donnent 
des  résultats,  F(X)  et  F(ft),  de  signes  contraires,  il  existe 
entre  ces  deux  nombres  un  nombre  impair  de  racines  réelles 
de  l'équation.  Si  les  deux  résultats  F(X)e^F(jUL)  sont  de  même 
signe,  les  deux  nombres  "k  et  ix  comprennent  un  nombre  pair 
de  racines  réelles  de  l'équation  {ce  qui  u' exclut  pas  zéro), 

[Il  est  entendu  qu'une  racine  multiple  réelle  d'ordre  n 
compte  pour  /^  racines.] 

Désignons  par  a^  b,  r,  . . .,  g  toutes  les  racines  réelles 
comprises  entre  X  et  fx,  et  so\i  f{x)  le  quotient  de  F(.r)  par 
le  produit 


(./•  —  a)  (.r  —  b)  {,r  —  c).  .  .(.r 


On  aura 


(r)       F{x)  -~  {x  —  a)  [x  —  b)  (,r  —  c  i .  .  -{^  —  g)/{x), 

/{x)  représente  le  produit  du  coefficient  du  premier  ternie 
de  l'équation  considérée  parles  facteurs  premiers  qui  corres- 
pondent aux  racines  réelles,  non  comprises  entre  k  et  /jl,  et 
au\  racines  imaginaires  que  l'équation  F(;r)— o  peut  ad- 
mettre. Il  en  résulte  que  l'équation /(^t)  =  0  n'a  aucune  ra- 
cine réelle  entre  les  nombres  1  et  /jl,  et  que,  par  suile,  les 
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deux  résultats /(X)  et /([i)  sont  nécessairement  de  mémo 
signe  (1008). 

Cela  posé,  substituons  successivement  à  la  place  de  a\, 
dans  l'identité  (i),  les  nombres  X  et  /ji.  On  pourra  écrire 

^^^       tS)  "^ ^^'  "' ""^ ^^"  "■" ^^ ^^^'  - ^)- •  -(^  ^ ^)' 

(3 )  j^-^  ---  (f^  -  «)  (fx  -  ^)  (f;.  -  c  ) . .  .(fx  -  ^'). 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  F(X)  et  F(fjL)  soient  de 
signes  contraires.  Il  en  sera  de  même  des  seconds  membres 
des  identités  (2)  et  (3),  puisque /(X)  et/(fx)  sont  de  môme 
signe.  Or,  dans  Tidentité  (2),  tous  les  facteurs  du  second 
membre  sont  négatifs,  tandis  qu'ils  sont  tous  positifs  dans 
l'identité  (3).  Il  faut  donc  qu'ils  soient  en  nombre  impair, 
pour  que  les  seconds  membres  des  deux  identités  soient  eux- 
mêmes  de  signes  contraires,  de  sorte  qu'il  y  a  bien  un  nombre 
impair  de  racines  réelles  de  F(  j?)  =  o  entre  X  et  /Ji. 

En  second  lieu,  si  F(X)  et  F(fx)  sont  de  même  signe,  comme 
/(X)  et /(/jl),  les  seconds  membres  des  identités  (2)  et  (3) 
doivent  être  aussi  de  même  signe;  ce  qui  exige  que  les  fac- 
teurs qui  les  composent  soient  en  nombre  pair.  Et  il  y  a  alors 
un  nombre  pair  de  racines  réelles  de  F  (a?)  =0  entre  X  et  fx, 
nombre  qui  peut  être  zéro. 

D'après  la  loi  des  réciproques  {Géom.,  34),  la  réciproque 
de  cette  double  proposition  est  vraie.  Nous  l'énoncerons  de 
la  manière  suivante  : 

F(j7)  =  o  étant  une  équation  algébrique  à  coefficients  réels 
etX  et  \i.  deux  nombres  réels,  si  ces  nombres  comprennent  un 
nombre  impair  de  racines  réelles  de  l'équation,  les  deux  ré- 
sultats F(X)  et  F(fJL)  sont  de  signes  contraires.  Si  les  mêmes 
nombres  comprennent  un  nombre  pair  de  racines  réelles  de 
Véquation  ou  n'en  comprennent  aucune,  les  deux  résultats 
HÇk)  etY{[i)  sont  de  même  signe. 

1028.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  nombre  des  ra- 
cines  réelles  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  réels, 
F(^)  =  o,  est  toujours  de  même  parité  que  le  degré  m  dv 
Véquation,  c'est-à-dire  pair  si  m  est  pair,  impair  si  m  est 
impair. 
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En  effet,  pour  une  équation  de  degré  pair,  les  deux  subsli- 
lulions  —  00  et  4-  00  à  la  place  de  x  donnent  des  résultats  de 
même  signe,  tandis  que,  pour  une  équation  de  degré  impair, 
les  deux  mêmes  substitutions  donnent  des  résultats  de  signes 
contraires  (1010,  1011). 

On  peut  en  conclure  que,  dans  une  équation  algébrique  à 
coejfficients  réels,  le  nombre  des  racines  imaginaires  est  tou- 
jours pair,  puisque  ce  nombre  est  nécessairement  l'excès  du 
degré  de  l'équation  (1017)  sur  le  nombre  de  racines  réelles 
qu'elle^  admet. 

Nous  reviendrons  un  peu  plus  loin  sur  celte  importante 
propriété,  et  nous  en  donnerons  une  démonstration  plus 
explicite. 

1029.  11  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  la  réciproque 
de  la  proposition  du  n*  1008  n'est  pas  toujours  vraie,  précisé- 
ment en  raison  de  la  proposition  du  n°  1027  qui  en  est  la  gé- 
néralisation. 

¥{a:)  =z  o  étant  une  équation  algébrique  à  coefficients  réels 
et  les  résultats  F(a)  et  ¥(b),  fournis  par  les  substitutions 
réelles  a  et  b,  étant  de  signes  contraires,  on  est  certain  (1008) 
que  F(j?)  s'annulera  au  moins  une  fois  quand  oc  parcourra 
d'une  manière  continue  l'intervalle  (a,  b).  Mais  on  ne  peut 
pas  affirmer,  réciproquement,  que,  si  x  atteint  une  racine 
réelle  de  F(jr)i=io,  F(.r)  changera  de  signe,  avant  et  après 
cette  valeur  de  x.  Cela  dépend  de  l'ordre  de  multiplicité  de  la 
racine  réelle  atteinte  par  œ, 

£n  reprenant  les  notations  et  le  raisonnement  du  n<*  1027, 
on  peut  supposer,  en  etfet,  les  deux  nombres  réels  X  et  |ul  as- 
sez rapprochés  pour  qu'il  n'existe  entre  eux  qu'une  racine  a 
d'ordre  n.  Les  identités  (2)  et  (3)  du  n*  1027  deviennent 
alors 

et  l'on  voit  que,  si  n  est  impair,  F(X)  et  F(|ul)  sont  de  signes 
contraires,  tandis  que,  si  n  est  pair,  VÇk)  et  F(jul)  conservent 
le  même  signe. 

Ain^i,  le  premier  membre  de  V équation  F(j:^)==:o  change 
ou  non  de  signe,  suii'ant  que  la  valeur  de  x  passe  par  une  ra- 
cine dont  le  degré  de  multiplicité  est  impair  ou  pair. 


^•'  '::  ••• 


ALGÈBRE    SUPÉRIEUIU:.  I  93 

1030.  Les  considérations  géomôlriques,  que  nous  allons  développer 
très  succinctement,  viennent  à  l'appui  de  ce  qui  précède  et  peignent 
pour  ainsi  dire  aux  yeux  les  résultats  obtenus  analytiquement. 

Prenons  (fig.  46)  deux  axes  rectangulaires  Oj:,  Oy.  Les  coefficients 
de  F(x)  étant  toujours  supposés  réels  et  x  variant  de  —oc  à  -h*, 
portons  les  valeurs  de  x  en  abscisses  et  les  valeurs  correspondantes 
de  F(x)  en  ordonnées.  Les  points  où  la  courbe  ainsi  déterminée  ren- 
contre l'axe  Ox  répondent  aux  valeurs  de  x  qui  annulent  F(.r)  ou 
aux  racines  de  F(.r)  =  o. 


Fig.  46. 


Fig.  -57. 


?/ 


/ 


o 


a 


A' 


Si  deux  valeurs  x  —  Où,  x  =  Oh  répondent  à  des  valeurs  ko,  B^  de 
F(j:)  qui  soient  de  signes  contraires,  il  est  évident  que  la  courbe  re- 
présentative, en  passant  de  A  à  B,  rencontrera  l'axe  des  x  une  fois 
au  point  c,  ou  un  nombre  impair  de  foLf  (1027)  aux  points  rf,  r,  e  par 
exemple. 

Si  les  points  ef,  c,  e  se  rapprochent  et  viennent  se  confondre  en  c 
{fig'  47),  réquation  F(j:)  =  o  admet  alors  une  racine  triple  Oc,  et  il 
est  clair  {Géom,,  \\\)  que  la  courbe  AcB  a  au  point  c,  avec  l'axe  Ox, 
un  contact  d'ordre  supérieur.  Lorsque  x  traverse  cette  racine  triple  y 
F(x)  change  de  signe  (1029). 

Si  les  deux  valeurs  x  =  Oa,  x  =  0^  correspondent  à  des  valeurs 
Au,  B^,  de  F(x),  qui  soient  de  même  signe  (fig,  48),  il  est  évident 
que  la  courbe  représentative ,  en  passant  de  A  à  B,  peut  ne  pas  ren- 
contrer l*axe  Ox;  mais  que,  si  elle  le  rencontre,  ce  sera  un  nombre 
pair  de  fois  (1027),  soit  aux  points  c  et  rf,  soit  aux  points  e,  /, 
g,  /i,  etc. 

Si  ces  points  d'intersection  se  rapprochent  et  viennent  se  confondre 
en  un  seul  point  lifig*  49),  l'équation  F(x)  =  o  admet  alors  une  ra- 
cine double  ou  quadruple,  etc.,  et  il  est  clair  que  la  courbe  A/B  a  au 
point  /,  avec  l'axe  Ox,  un  contact  simple  ou  un  contact  d'ordre  supé- 
rieur. Lorsque  x  traverse  cette  racine  double  ou  quadruple,  F(x)  ne 
change  pas  de  signe  (1029). 


De  c.  —  Cours,  IV. 
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D'une  manière  générale,  F(.r)  étant  une  fonction  entière  à  coef- 
ficients réels,  si  l'on  pose 

r  =  F(x)  =  Aox'"-4-  Aijr'«-»4- Aî.r'w-«H-...-t- A,rt-ix-f- A,„, 

et  si  l'on  construit  la  courbe  correspondante  par  rapport  aux  axes  rec- 
tangulaires 0.r,  Oj,  on  obtient  ce  qu'on  appelle  la  courbe  parabolique 


Fig.  48. 


Fig.  49- 
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du  w'<^'««  degré,  par  analogie  avec  la  parabole  du  second  degré  dont 
l'équation  est  de  la  forme  x  =  ^-^^  lorsque  son  axe  est  pris  pour  axe 
desj^  {Geom.y  432). 

D'après  les  propriétés  des  fonctions  entières  à  coefficients  réels,  la 
courbe  est  nécessairement  formée  d'un  trait  continu,  s'étendant  à  l'in- 
fini à  droite  et  à  gauche,  sans  revenir  sur  lui-môme;  car,  à  chaque  va- 
leur de  X  répond  une  seule  valeur  de  /.  En  étudiant  les  ondulations  de 
cette  courbe  relativement  à  l'axe  Ox,  on  se  rendra  compte  des  varia- 
tions successives  éprouvées  par  les  valeurs  de  la  fonction,  c'est-à-dire 
de  leurs  alternatives  de  croissance  et  de  décroissance;  et,  en  marquant 
es  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  môme  axe,  points  pour 
lesquels  on  a  j  =  o,  on  déterminera  les  racines  réelles  de  l'équation 
algébrique  F(-'')  =  o- 


Racines  imaginaires  conjuguées. 

1031.  Vlll.  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels, 
F(.r')  — o,  qui  admet  la  racine  imaginaire  a-l-(3£,  admet 
aussi  la  racine  imaginaire  conjuguée  a  —  (3/. 

En  effet,  en  remplaçant  œ  par  a  -f-  (3/  dans  la  fonction  en- 
tière il  coefficients  réels  F(j-),  on  obtient  (828)  un  résultai 
«le  la  foi^me 

P  -i-  0  / 
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et,  comme  a  -h  p/  est  racine  par  hypothèse,  on  doit  avoir 

c*esl-à-Klire 

P  1=  o,        Q  -^  o. 

Si  Ton  substitue  maintenant  à  la  place  de  x  Timaginaire 

x  —  ^i^  conjuguée  de  la  première,  on  parviendra,  puisque 

tous  les  coefficients  de  F(ur)  sont  réels,  à  un  résultat  qui  ne 

(liiTérera  du  précédent  que  par  le  signe  de  /,  c*est-à-dire  an 

résultat 

P-Q/. 

Mais  P  et  Q  étant  nuls,  d'après  Texistence  de  la  première 

racine,  on  aura 

P-Q£=o, 

c/esl-à-dire  que  a  —  (3{  est  aussi  racine  de  réquationF(aT)  =  o. 

1032.  11  faut  bien  remarquer  que  la  proposition  ne  peut 
plus  subsister  lorsque  le  premier  membre  de  Téquation  pro- 
posée renferme  des  coefficients  imaginaires,  c'est-à-dire  n'a 
pas  tous  ses  coefficients  réels.  Car,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  indiqué  précédemment  (829),  i  change  bien  de  signe 
dans  la  valeur  de  x  lorsqu'on  substitue  oc  —  ^i  au  lieu  de 
3t-Hpi;  mais  il  n'en  change  pas  dans  les  différents  coeffi- 
cients imaginaires  qui  restent  invariables.  On  ne  peut  donc 
plus  dire  que  la  seconde  substitution  conduit  à  un  résultat 
conjugué  de  celui  fourni  par  la  première  substitution. 

1033.  On  voit  que  toute  équation  algébrique  à  coejfficients 
réels  renferme  nécessairement  un  nombre  pair  de  racines 
imaginaires  (1028),  puisque,  d'après  la  proposition  précé- 
dente, elles  se  correspondent  par  couples. 

Ajoutons  que  les  deux  facteurs  premiers  qui  répondent  à 
deux  racines  imaginaires  conjuguées  a  h- (3/  et  a  — (3/  sont 
de  la  forme 

{x  —  x)  —  pi    et     (j7— a)-hj3/, 

c'est-à-dire  qu'ils  sont  eux-mêmes  conjugués  et  que  leur  pro- 
duit, égal  au  carré  de  leur  module  commun  (820),  constitue 
le  facteur  réel  du  second  degré 

(a*  — a)*  +  (3». 


rC^. 
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On  peut  donc,  en  se  reportant  au  n^  1017,  énoncer  ce  théo- 
rème remarquable  : 

Le  premier  membre  de  toute  équation  algébrique  à  coeffi- 
cients  réels  est  le  produit  d'autant  de  facteurs  réels  du  pre- 
mier degré  qu'elle  admet  de  racines  réelles  et  d'autant  de 
facteurs  réels  du  second  degré  qu'elle  admet  de  couples  de 
racines  imaginaires  conjuguées,  le  tout  multiplié  par  le  coef- 
ficient de  son  premier  terme. 

On  comprend  par  Jà  comment  une  équation  algébrique  dont 
tous  les  coeffîcients  sont  réels  peut  cependant  admettre  des 
racines  imaginaires. 

1034.  Il  est  évident  que  les  racines  conjuguées  a-hP/  et 
a  —  p/  sont  toujours  du  même  ordre  de  multiplicité. 

Admettons,  par  exemple,  que  a-+-p«  soit  une  racine 
double.  (x  +  [3<  étant  racine,  a  —  i^i  le  sera  aussi,  et  Ton 
pourra  diviser  F(ar),  premier  membre  de  l'équation,  par  le 
facteur  réel  du  second  degré 

qui  correspond  à  ces  deux  racines  conjuguées.  En  égalant  à 
zéro  le  quotient  ^\{^)y  on  obtient  une  seconde  équation  dont 
les  racines  sont  les  autres  racines  de  la  première.  Par  suite, 
réquation  Fi(a;)=:o  admet  encore  la  racine  a-i-(3«  et, 
d'après  le  théorème  direct  (1031  ),  elle  admet  aussi  la  racine 
conjuguée  a  —  Çii^  qui  est,  par  conséquent,  comme  a-h^/, 
une  racine  double  de  F(j7)  rr  o.  Fi(j7)  sera  donc  de  nouveau 
divisible  par  (^  —  a)'-+-  [3*,  de  sorte  que  ¥{x)  le  sera  à  son 
tour  par 

Le  raisonnement  est  général.  Si  a  +  ^i  est  une  racine 
multiple  d'ordre  /2,  il  en  est  de  même  de  la  conjuguée 
OL  —  piy  et  F(x)  est  divisible  par 

On  peut  conclure  de  là  que  toute  équation  algébrique  à 
coefficients  réels,  qui  n'a  que  des  racines  imaginaires,  est  né- 
cessairement de  degré  pair,  les  deux  termes  extrêmes  de  son 
premier  membre  étant  de  même  signe  (1017). 


I 
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Ce  résultat  concorde  d'ailleurs  avec  les  énoncés  des  n"*'  1010 
et  1011. 

1035.  Il  convient  de  remarquer  que  cette  propriété  des  ra- 
cines imaginaires  des  équations  algébriques  à  coefficients 
réels,  d'être  ainsi  conjuguées  deux  à  deux,  appartient  de 
même,  nécessairement  (1033),  aux  racines  incommensurables 
du  second  degré  des  équations  algébriques  à  coefficients  corn- 
inensurables. 

La  démonstration  directe  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  du 
n«  1031. 

Supposons  qne  réquation  F(x)  =  o  ait  tous  ses  coefficients  commen- 
surables  et  qu'elle  admette  la   racine  incommensurable  du   second 

degré  a  h-  \/F. 

En  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  x  dans  F(x),  on  obtient 
un  résultat  de  la  forme  P  -+-  Q  /6.  En  effet,  en  appliquant  successi- 
%'ement  la  formule  du  binôme  au  développement  des  différents  termes 
de  F(  x),  l'irrationnelle  y^  disparaîtra  dans  tous  les  termes  où  yfb  doit 
être  élevée  à  une  puissance  paire  et  persistera  au  contraire  sous  cette 
forme  dans  tous  les  termes  où  v/^  doit  être  élevée  à  une  puissance  im- 
paire. Si  «  -H  v/5  est  racine,  on  devra  avoir 

F  -h  Q  v/^  =  o, 

ce  qui  entraîne  les  conditions 

F  =  o,        Q  =  o. 

Si  l'on  substitue  âs  ~  v^  à  la  place  de  .r  au  lieu  de  a  -+-  /J,  le  ré- 
sultat ne  différera  du  précédent  que  par  le  changement  de  signe  de  v/^. 
On  trouvera  donc 

F-Ov/^. 

Mais  Texistence  de  la  première  racine  donnant  F  =  o  et  Q  =  o,  on  a 

F  -  Q  y//;  =  o, 

c'est-à-dire  que  a  —  /ïî  est  aussi  racine  de  F(vc)  =  o. 

Les  facteurs  premiers  qui  correspondent  aux  deux  racines  étant 

(jc  —  a)—/b        et        (.r  — a)H-v^, 

leur  produit  est  le  facteur  du  second  degré  à  coefficients  commensu- 

râbles 

(x  —  a)*—  b; 


^v" 


.r/. 
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ce  qui  explique  comment  une  équation  algébrique  à  coefficients  corn- 
mensurebles  peut  pourtant  admettre  des  racines  incommensurables  du 
second  degré. 


Relations  entre  les  coefficients  et  les  racines 
d'une  équation  algébrique. 

1036.  Soit  Téquation  algébrique  quelconque  de  degré  /// 

Désignons  par  a,  b,  c^  . , .,  A*,  i,  les  racines  de  cette  équa- 
tion. Nous  aurons  identiquement  (1017) 

^    Aq  <3      -\-  A  j  Z  -\-  .  .  .  -f-  A  fn 


I       —\^(z  —  a){z^b){z--c)...{z~k){z^l). 

Cela  posé,  en  se  reportant  à  rétablissement  de  la  formule 
du  binôme,  on  a  (254>) 

{  z  ■^'  a)  (z  -h  b)  (z  -^  c) . . .  {z  -}-  k)(z~\-  l) 


mftl 


Si  représente  la  somme  des  m  seconds  termes  des  bi- 
nômes multipliés;  S,,  la  somme  des  produits  a  à  2  des 
mômes  termes;  S3,  la  somme  de  leurs  produits  3  à  3;  ...: 
Sm  est  le  produit  de  ces  seconds  termes. 

Si,  maintenant,  tous  les  seconds  termes  des  binômes  consi- 
dérés changent  de  signe,  il  suflît  évidemment,  pour  avoir 
le  produit  correspondant,  de  changer  les  signes  des  termes 
du  développement  précédent  qui  renferment  des  sommes  de 
produits  où  les  quantités  a,  6,  c,  . . .,  A^,  /,  sont  assemblées 
en  nombre  impair. 

Il  en  résulte 


(3  —  a)  {z  —  b)  {z  —  c)  .  . .  (5 

—  wm C    -w— I  _:     G    -w-î 


k){s-l) 

Le  dernier  terme  S,„  a  le  signe  4-  ou  le  signe  —  suivant 
que  le  degré  m  de  Téquation  proposée  est  pair  ou  impair. 

Finalement,  nous  aurons,  d'après  Tidentité  (i),  cette  nou- 
velle identité 


1  Ao^'"  4-Ai  3"'-»  -h  A, 3'"-*  4- . . .  -+-  A,«_,  z-\~  \ 

\    '•  I  x\q  *r       1\q  C?!  -*»  ^r^  JXq  Oj  «»  .  .  . 

\  IIlAob//l-l3     Aob/;|. 


m 
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Les  coefficients  des  termes  de  même  degré  devant  alors 
(10^)  être  égaux  dans  les  deux  membres,  nous  aurons 

A,  =r-AoS,       ou     -r-î    rzz~{a -\- (f-hc-h.  ..^  k-h  l)--  -\(h 

Ao  ^^ 

A  V 

Aj  =     A^S,      ou     Y^   --  -f-  {ab  -+- ac  -\-  ad  ^- , . ,  -h  Ik)  —  -4-  ^  ab, 

A,  nn-    A0S3      ou     V^  -  {abc  ^  abd  +  .  , .  ^  Ikli)      —  -\a^c. 

Ao  ^^ 


\ 

A«=:it:  AflS,,,     ou     -7-  =n±:  abc  . . .  kl. 

Ao 

On  peut  énoncer  comme  il  suit  ces  importants  résultais. 

Lorsqu'on  a  réduit  le  coefficient  du  premier  terme  de 
Téquation  9(5)  =  0  à  l'unité,  en  divisant  les  deux  membres 
de  Téquation  par  sa  valeur  primitive  Aq,  on  a  les  relations 
ci-après  entre  les  nouveaux  coefficients  de  l'équation  et  ses 
racines  : 

Le  coefficient  du  deuxième  terme,  multiplié  par  —  i,  repré- 
sente la  somme  des  racines  ; 

Le  coefficient  du  troisième  terme,  multiplié  par  ( —  1)*,  re- 
présente la  somme  des  produits  2  à  2  des  racines; 

Le  coefficient  du  quatrième  terme,  multiplié  par  ( —  i)', 
représente  la  somme  des  produits  3  à  3  des  racines;  ...  ; 

Le  coefficient  du  (n  -+- 1  )'*'««  terme,  multiplié  par  (—1)",  re- 
présente la  somme  des  produits  n  à  n  des  racines;  .  . .; 

Enfin,  le  coefficient  du  (/n4-  i)'*'"^  terme  ou  le  terme  constant 
de  l'équation,  multiplié  par  (—1)"*,  représente  le  produit  des 
racines. 

1037.  Comme  Téquation  complète  du  nv^"'''  degré  contient 
m  +  i  termes  y  la  mise  en  œuvre  du  théorème  précédent 
Toarnit  en  tout  m  relations  entre  les  m  racines.  Il  peut  donc 
sembler,  au  premier  abord,  que  ces  m  relations  suffisent 
pour  déterminer  les  m  racines;  mais  il  est  facile  de  montrer 
que  ces  relations,  qui  peuvent  grandement  faciliter  la  résolu - 
lion  de  l'équation  lorsque  ses  racines  sont  soumises  a prnori 
à  d'autres  conditions  particulières,  ne  peuvent  pas,  en  géné- 
ral, conduire  à  celte  résolution,  lorsqu'on  les  considère 
seules  et  toutes  ensemble. 
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En  effet,  si  Ton  veut  trouver  la  racine  a  en  utilisant  seule- 
ment les  m  relations  du  n°  1036,  il  faut  éliminer  entre  ces 
m  équations  les  m  —  i  autres  racines  b,c,d,  . . . ,  A-,  /.  Comme 
toutes  les  racines  entrent  d'une  manière  parfaitement  symé- 
trique dans  les  relations  employées,  l'équation  fînale  en  a  à 
laquelle  on  parviendra  sera  absolument  la  même  (sauf  la 
lettre  représentant  l'inconnue)  que  celle  qu'on  aurait  obte- 
nue en  cherchant  Tune  quelconque  des  autres  racines  b,  c, 
dy  . . .,  ky  L  II  en  résulte  que  l'équation  en  a  aura  nécessaire- 
ment pour  racines,  non  seulement  a,  mais  les  m  —  i  autres 
racines  de  l'équation  proposée.  Elle  ne  sera  donc  autre  chose 
que  cette  équation  elle-même,  où  l'on  substituerait  le  sym- 
bole a  au  symbole  z. 

Il  n'est  pas  difficile  de  vérifier  cette  remarque  parie  calcul. 

Séparons  la  racine  a  des  autres  racines  b,  c^  d,  , .  .^  A%  /,  et 
désignons  par  ^i,  s^,  s^,  ...,  ^;„_i  les  sommes  des  produits 
I  à  1 ,  2  à  2,  3  à  3,  ...»  m  —  I  à  m  —  I  de  ces  autres  racines. 
On  pourra  poser  alors  (1036)  les  égalités  suivantes  : 


Al  Aï  A, 

—  rzi  — a  — .Ç|,  ~-   1=  rt5i  4- .Çj,  -r- 

Ao  Ao  Ao 


A;/| — \ ^  -^  m 1 


-"*0 


Ao 


Multiplions  les  deux  membres  de  la  première  égalité  par 
ûr'"~*,  les  deux  membres  de  la  deuxième  par  a'"-*,  les  deux 
membres  de  la  troisième  para"'-',  . . .,  les  deux  membres  de 
l'avant-dernière  par  a,  et  ajoutons  ensuite  membre  à  membre 
tous  les  résultats  obtenus.  Nous  aurons  alors,  en  simplifiant. 


a'n-i  ^.  1^  a"'-'- -]-  -^a'"-^^,..^  ii^  a  +  -^  —  —  a^ 


Ao 


'lo  Ao  Ao  A( 

c'est-à-dire 

Ao»'"  -H  A,a'«-'  4-  A, «""-»-!-  A, rt'"-' -H . . .  -f-  A,„_,a  -i-  A,„=  o. 

Applications. 

1038.  Nous  nous  proposons  de  constater  par  quelques 
exemples  très  simples  l'utilité  des  relations  précédentes, 
lorsque  les  racines  de  l'équation  à  résoudre  sont  soumises  à 
quelques  conditions  spéciales. 
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I"  Résoudre  r équation  générale  du  troisième  degré,  daiu  le  cas  où 
l'une  des  racines  de  l'équation  doit  être  égale  à  la  somme  des  deux 
autres. 

Soit  l'équation 

Ao^'-h  Ai3'-i- Aj2  -f- A8=  o. 

Désignons  les  trois  racines  cherchées  par  a,  b^  c.  Nous  aurons  entre 
ces  racines  les  quatre  relations  suivantes,  la  première  imposée  par 
renoncé,  les  trois  autres  fournies  par  le  théorème  du  n""  1036  : 

0) 


(3) 

(4) 


Puisqu'on  a  quatre  équations  et  trois  inconnues,  il  existera  (ce  qu*on 
pouvait  prévoir)  une  équation  de  condition  entre  les  coefficients  de 
réquation  générale. 

En  combinant  (i)  et  (;i),  on  obtient 

K\  j  Al 

=  —  'la        ou         a  =  /;  -f-  r  =  — 


a 

— 

b  -^-  r, 

A, 
Ao 

= 

—  (rt-t-  b 

4-c), 

A, 
Â, 



ab  -h  «c  -h 

•bc, 

A, 
Ao 



—  abc. 

Ao  1  Ao 

L'équation  (3)  donne  ensuite,  d'après  (i), 

A  A' 

--Î  =  a{b  -h  c)  4-  ^c  =  «*-!-  bc  —  --4  -f-  bc, 
Ao  4  Ag 

c'est-à-dire 

ir,c  =  ^*  —  ^  =  '^-^o^«--^î 
Ao       4A5  4AÎ 

On  connaît  ainsi  la  somme  ^  +  c  et  le  produit  bc,  de  sorte  que  &  et  c 
sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 

,       A,  4AoAî~A« 

•lAo  4AÎ 

d'où 

—  At±  /ôAf  —  16A0A2 


u  = 


4Ao 


Les  trois  racines  a,  b,  c  sont  donc  déterminées. 

Quant  à  l'équation  de  condition,  elle  sera  donnée  par  l'équation  (4) 
dont  nous  n'avons  pas  fait  usage,  et  dans  laquelle  nous  substituerons 
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Io!«  valeurs  trouvées  pour  n  et  pour  lo  produit  bc.  Il  viendra 

As  _    At    4^oA2 — Af  _  4 ApAïAa — A} 

â;  ~  -lÂi         4irg  ~  8Tj 

ou 

A?  — 4AoAiAj-^8A5A3  =  o. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coeflicients  d'une  équa- 
tion générale  du  troisième  degré,  pour  que  Tune  de  ses  racines  soil 
égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

Supposons,  par  exemple,  Ao=  i,  Ai  =  a,  Aj  =  3.  L'équation  de  con- 
dition donne  alors  A3  =  2.  L'équation  à  résoudre  devient 

3' -+-  2 3* -f-  3 3  -^  '2  =  0, 
et  l'on  a 


?  —  2  zb  t/sio  —  4^^ 

2  4 

c'est-à-dire 

,       —  i-h2i  ^'7           .                 —  a  —  a/ 1/7 
/;  — 1_£  ei  C  = , — ~  . 

4  4 

Ou  a  donc  bien  a  —  b  -\-  c. 
a**  Résoudre  l'équation  incomplète  du  troisième  degré' 

z^-hpz  -r-  q  —  o, 

sacheuit  qu*eUe  a  une  racine  double, 

Lo  terme  en  z^  manquant  a  pour  coefGcient  o.  ce  qui  montre  que  la 
somme  des  racines  est  nulle. 

Désignons  par  Zy  la  racine  simple  et  par  z^  la  racine  double,  c'est- 
à-dire  deux  fois  répétée. 

Les  relations  du  n*^  1036  fournissent  ici  les  trois  équations  suivantes  : 

(1)  o  —  Z\-^  232, 

(2)  p  —  23i3j-T  3|. 

(3)  q  —  —  3i3|. 

Puisque  nous  avons  trois  équations  et  deux  inconnues,  les  coeflicients  p 
et  q  seront  liés  par  une  équation  de  condition. 
L'équation  (i)  donne 

Si  =  —  2  3î. 

Les  équations  (2)  et  (3)  deviennent  alors,  par  substitution, 

p  —  —  3s|        et        q  =  23|. 
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En  divisant  ces  deux  résultats  l'un  par  Taulro,  on  a  immédialement 

q  -izn  Zq 

p  3  'àp 

et.  par  léquation  (i), 

P 

L'équation  de  condition  s'obtient  en  remplaçant  z^  par  sa  valeur  dans 
p  =  —  Zz\.  On  a  ainsi 

/?  =  —  3  * -^         ou         f\p*  -{-  277»  —  o. 

En  résumé,  l'équation  quelconque 

z^  \'  pz-^-  q  =  o 

aune  racine  double,  si  la  condition  4p' -4- 27^^=0  est  remplie.  Sa 

racine  simple  a  pour  expression  -  -  >  et  sa  racine  double, • 

Supposons,  par  exemple,  p  —  Zi,  L'équation  de  condition  donne 

4 .  3^7  /'  -f-  '27  7*  =  o        ou        7*  —  4  'î 
c'est-à-dire 

q  —  'À  y//  —  '^i  / —  I . 

Reportons-nous  (848)  à  la  formule  fondamentale 

/«/ —  {ik-^t)Tz    ,    .    .    (2A:-4-i)x 

i/—i=  cos ±:  f  sm , 

m  m 

en  nous  rappelant  qu'il  suffit  de  donner  à  A-  les  valeurs  o,  1,2,  3,  . . . , 
jusqu'à  ce  que  l'on  ait  trouvé,  en  tenant  compte  du  double  signe  du 
second  membre,  les  m  valeurs  distinctes  de  V—  '  • 
Nous  aurons,  dans  le  cas  actuel,  en  faisant  m  =  {, 

/— I   =  COS dzfsm^^ >— ^> 

»  4 

et  il  suffira  de  donner  à  k  les  valeurs  o  et  i. 
On  a  ainsi,  pour  ^ —  1 .  les  deux  couples  de  valeurs 

T    ,    .    .    Tî  Sir    ,    .   .    3Tt 

cos  y  dt  £  sin  7-     et     cos  -7-  ±  i  sm  -—  ; 
4  4  4  4 

ce  qui  revient,  d'après  les  propriétés  des  arcs  supplémentaires,  à 

±  COS  T  =t  «  sm  r  =  rb  cos  -7  (  i  ±  O  =  —  —  (1  =  0. 
4  4  4  2 

On  a  donc  enfin 

q  =±:^{idzi). 


T\*.*- 
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Mais,  diaprés  l'équalion  de  condition,  on  doit  avoir  q*=ii.  Comme 
(i=h/)*  se  réduit  à  ±21,  on  voit  qu'il  faut  rejeter  le  signe  —  dans 
cette  parenthèse  et  prendre  seulement 

L'équation  à  résoudre  est  alors 

3' H-  3 1 5  dr  v/â ( i-f-  / )  =  o. 
Sa  racine  simple  a  pour  valeur 

.     3v/2(l-4-/)__^ 


31 


2 — —  j 


tandis  que  celle  de  sa  racine  double  est  égale  à 

_  3  \/2  (  I  -h  /)  _  _   /-  I-f-  I 


/^ 


•Ài 


Les  signes  supérieurs  et  inférieurs  doivent  être  pris  ensemble. 

Il  est  facile  de  représenter  géométriquement  ces  racines  imaginaires. 

Considérons  la  racine  simple  qui  correspond  à  la  seconde  valeur  de  </ 
ou  à  la  seconde  solution.  Elle  a  pour  expression 

—  V'i  — ^-  • 

Multiplions  ses  deux  termes  par  — /,  ce  qui  est  permis  (824);  son 
expression  deviendra 

—  V^  ( —  i  —  /*)=—  V^2  -r  <  V^2. 

Pour  la   construire  (867,  868),  il  suffit  alors  de  prendre   (fig.   5o) 


Fig. 

5o. 

?/ 

M 

B 

0 

v 


•  \ 


\v 


y 


0A'=  v/'2  sur  la  partie  négative  de  l'axe  .rx'  et  OB  =  /a  sur  la  partie 
positive  de  Taxe/j'.  Le  point  M',  dont  les  coordonnées  sont  ÔA'  et  OB, 
ou  le  rayon  vecteur  OM'  (874),  représente  la  racine  dont  il  s'agit. 
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La  racine  simple  qui  fait  partie  de  Tautre  solution  ne  différant  do 
c^IIe  qu'on  vient  de  construire  que  par  un  changement  de  signe,  on 
n'a,  pour  la  représenter  à  son  tour  (871),  qu*à  prolonger  le  vecteur 
OM'  de  Tautre  côté  de  Torigine  d'une  longueur  OM  =  OM'. 

Quant  aux  racines  doubles  des  deux  solutions,  elles  sont  les  moitiés 
des  racines  simples  correspondantes,  changées  de  signes.  On  prendra 
donc  les  milieux  N  et  N'  des  vecteurs  OM'  et  OM,  et  l'on  associera  la 
racine  double  ON'  avec  la  racine  simple  OM'  et  la  racine  double  ON 
avec  la  racine  simple  OM. 


m' 


■«: 


i.  A 


1,  *> 


r_.r 
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CHAPITRE  III. 


DES  FONCTIONS   SYMÉTRIQUES. 


Définitions. 

1039.  Les  relations  établies  à  la  fin  du  Chapitre  précédent 
entre  les  coefficients  d'une  équation  algébrique  et  ses  racines 
nous  conduisent  naturellement  à  exposer  les  notions  fonda- 
mentales relatives  à  la  théorie  des  fonctions  symétriques, 
puisque  les  coefficients  d^une  pareille  équation  sont  précisé- 
ment des  fonctions  symétriques  de  ses  racines. 

D'une  manière  générale,  on  entend  par  fonction  symétrique 
de  plusieurs  quantités  une  fonction  qui  ne  change  pas  lors- 
qu'on échange  entre  elles,  de  toutes  les  manières  possibles, 
les  quantités  qui  y  entrent.  Ainsi,  une  expression  renfermant 
plusieurs  lettres  et  qui  reste  la  même  quand  on  permute  deux 
lettres  quelconques  est  une  fonction  symétrique  de  ces 
lettres. 

Nous  ne  considérerons  que  des  fondions  symétriques  ra- 
tionnelles. 

Les  expressions 

9       19        «  .  1  hc        ac       ah 

a^-\-o^~hc^y         ab-hac-hoc,  -7  -H- tt  H r> 

a*        b^        c' 

sont  des  fonctions  rationnelles  et  symétriques  des  trois  lettres 
a,  by  c  \  les  deux  premières  sont  entières,  la  troisième  est  ra- 
tionnelle ou  fractionnaire. 

Toute  fonction  symétrique  non  entière  peut  être  ramenée, 
par  la  réduction  au  même  dénominateur,  à  une  fraction  dont 
les  deux  termes  sont  des  fonctions  symétriques  et  entières. 
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Ainsi,  la  dernière  fonction  indiquée  cUdessus  peul  èlre  ra- 
menée à  la  forme 

On  peul  donc  s'occuper  seulement  des  fonctions  symétriques 
entières. 

De  plus,  lorsqu'une  fonction  symétrique  entière  n'est  pas 
homogène  (580),  elle  est  forcément  la  somme  de  plusieurs 
fonctions  symétriques  homogènes,  comme,  par  exemple, 

ab  -\-  ac  -{-  bc  —  abc, 

11  est  permis,  par  conséquent,  de  se  borner  à  l'étude  des  fonc- 
tions symétriques  entières  et  homogènes.  Mais,  dans  cette 
hypothèse  même,  il  y  a  encore  lieu  de  distinguer,  la  fonc- 
tion considérée  pouvant  être  la  somme  de  deux  ou  d'un  plus 
grand  nombre  de  fonctions  symétriques  de  même  degré,  mais 
différentes,  qu'on  peut  calculer  séparément.  Ainsi,  on  a  (308, 
309) 

(a-h^-hc-h...-i-/)*=ia'4-  2laby 

(flr  -i-  ^-i-  CH-.  ..-+-/)'  — 2 «'-h  Zla^b  -f-  Cyl^abc. 

On  se  restreindra  donc  finalement  aux  fonctions  symétri- 
ques, entières  et  homogènes,  où  les  exposants  des  lettres  sont 
les  mêmes  dans  un  terme  quelconque,  de  sorte  que  la  fonction 
est  définie  lorsqu'on  donne  les  lettres  qui  y  entrent  et  un  seul 
de  ses  termes. 

Lorsque  chaque  terme  ne  contient  qu'une  lettre,  on  a  une 
fonction  symétrique  simple  ou  du  premier  ordre;  lorsque 
chaque  terme  contient  deux  lettres,  on  a  une  fonction  symé- 
trique double  ou  du  deuxième  ordre;  et  ainsi  de  suite. 

Les  fonctions  symétriques  simples  de  plusieurs  quantités 
ne  sont  autre  chose  que  les  sommes  des  puissances  semblables 
de  ces  quantités.  Nous  avons  trouvé  précédemment  (275  et 
suiv.)  Texpression  des  fonctions  symétriques  simples  relatives 
aux  termes  d'une  progression  arithmétique. 

Nous  allons  nous  proposer  de  chercher  les  formules  qui  font 
connaître  les  fonctions  symétriques  simples  des  racines  d'une 
équation  algébrique  quelconque,  sans  qu'on  ait  besoin  de  dé- 
terminer ces  racines. 


fil 


1 
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Fonctions  symétriques  simples  des  racines  d'une  équation 
algébrique.  Formules  de  Newton. 

10^0.  Soit  réquation  algébrique  de  degré  m  ramenée  à  la 
forme 


(i)      Z  =  s'"-h/>,5"*-*4-y9, 


^m—l 


-\-Pm-i^-^Pm  =0. 


Nous  désignerons  ses  m  racines  par  a,  b,  c^  . . .,  A-,  /.  Si  YJ  est 
la  dérivée  du  premier  membre  Z,  on  a  toujours  (935) 

(2)  Z'=:/nz'"-*-4-  (m—  i)^i3"»-'-h(/n  — 2)p,3"*-'H-...-h/?,„_,. 

On  peut  indiquer  une  autre  expression  de  la  dérivée  Z'  et, 
en  ridentiflant  avec  la  précédente,  on  parviendra  aux  résul- 
tats cherchés. 

Nous  avons  vu,  en  effet  (1017),  que 

Z:=(z  —  a)(z  —  b){z—c).,,{z  —  k){Z'-'l), 

et  nous  savons  (573)  que  la  dérivée  d*un  produit  d*un  nombre 
quelconque  m  de  facteurs  ou  de  fonctions  (m  étant  fini)  est 
égale  à  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  dé- 
rivée de  chaque  facteur  ou  de  chaque  fonction  par  le  produit 
de  tous  les  autres  facteurs  ou  de  toutes  les  autres  fonctions. 
Or,  la  dérivée  du  premier  facteur  z  —  a  par  rapport  à  z  esl 
Tunilé,  qu'il  faut  multiplier  par  le  produit 

{z  —  b){z  —  c)...{z  —  k)(Z'-() 

de  tous  les  autres  facteurs,  c'est-à-dire  par  — - — >   et  ainïîi 

z  —  a 

de  suite.  On  a  donc  immédiatement 


(3)    7J 


Z 


Z 


Z 


z  —  a       z  —  b       z  —  c 


-\'.,.-h 


Z 


-h 


Z 


5-  / 


Mais  nous  avons  indiqué  une  règle  commode  pour  trouver  ra- 
pidement le  quotient  de  Z  par  un  binôme  de  la  forme  z  —  a 
(102^,  13).  Nous  pourrons  donc  écrire,  d'après  cette  règle  e! 
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en  nous  reportant  à  l'équation  (i). 
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{a)  ==  3 

-3  —  a 


m— I 


a 
Pi 


•rm-~i 


a« 

mm- 

1t 

-•-H«, 

p^a 

-+-J0.a' 

Pt 

-(-/),« 
-+-/'> 

-m— 4 


a 


m-l 


»m— t 


Pi  a' 


/>s« 


w— 4 


Pm-\- 


Il  n'y  a  qu'à  remplacer  successivement  a  par  les  autres  racines 
b,Cy...,k,  /,  dans  le  second  membre  de  Téquation  (4)»  pour 
avoir  les  autres  quotients 


Z 


Z 


Z 


z 


F  J         > 

5  —  o       z  —  c 


•> 


;;  — A- 


/ 


En  les  ajoutant  tous  ensemble  et  avec  le  précédent,  et  en 
représentant  d'une  manière  générale  par  la  notation  S;,  la 
somme  a"  h-  6'»  -f-  c"  -h  . . .  -h  A:*»  -t-  /'*,  nous  aurons  évidemment 


\5)  Z' 


mz*^- 

-^-f-s, 

5'~-«H-S, 

-/«-»_!_  S3 

.m-V_^ 

■  •    l    ^m-\ 

-hmjp, 

-^/>,S, 

H-  />!  S, 

^Pl^m-t 

-i-/W/>, 

-|-/W/>3 

-^Pt&m-% 
-h 

En  identifiant  les  deux  valeurs  de  Z',  c'est-à-dire  les  se- 
conds membres  des  égalités  (^)  et  (5),  et  en  simplifiant,  nous 
obtiendrons  les  formules  suivantes  : 

S,-h/?,S,-h/?jSi4-3/?,  =  0, 


S„,_|-+-/?lS;„_l-H/?jS,„_j-h/^3S^_4-4-.   .    . 
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=  0. 


t4 


4:        .r    -ïf^"       T 


!♦•• 
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La  première  des  formules  (A)  fail  connaître  Si  ou  la  somme 
des  racines  (1036);  la  deuxième  fait  alors  connaître  St  ou  la 
somme  des  carrés  des  racines;  la  troisième  fait  connaître  Ss 
ou  la  somme  de  leurs  cubes»  et  ainsi  de  suite,  jusqu*à  la 
(m  — i)^*™«ou  dernière  qui  fait  connaître  S„-,  ou  la  somme 
des  puissances  (m  — i)  des  racines.  En  effectuant  de  proche 
en  proche  ces  calculs  très  simples,  il  vient 

Si  =  —  />!, 

Sj— />î  — 2/?„ 

S,  3=  — /? J  H- 3 />,  p,  —  3/7„ 


(B) 


Les  formules  (A)  vont  du  degré  i  au  degré  m  — i.  Pour  pour- 
suivre au  delà  ou  en  deçà,  désignons  par  n  un  entier  positif, 
négatif  ou  nul,  et  multiplions  les  deux  membres  de  Téquation 
donnée  Z  =  o  par  s'*.  Elle  deviendra 


-;//!+«  _^  p^  ^/«-h/i-1  ^  p^j^m-hn-t 


■4-/?,„-.,  iî'»^^  4- /?„,  5'»  rz  o. 


Remplaçons  alors  successivement  z  par  chacune  des  racines 
a,  b,c,  . . . ,  k,  /,  et  ajoutons  ensuite  tous  les  résultats  obtenus. 
Nous  aurons  évidemment 


(?) 


'//»-+-/» 


^3  S/wH-rt-s  H-  .  .  .  -+-  pm-i  Srt-Kl  "^  Pm  S»  =  O. 


En  donnant  d'abord  à  n  les  valeurs  positives  o,  i,  2,  3,  . . ., 
et  en  remarquant  que  So=  /n,  nous  trouverons  cette  deuxième 
série  de  formules  : 

S,w     -+-/?iS,„_i-+-/>iS,„_, 4-/?sS,„-3-h. .  .-H /?,„_! s, 4-  mpm  ^o, 

Sm+i  -i-/>iS,rt       -f-/?jS,„_i-h/>3S,„_i-H.  .  .-|-^,;i_|Sj-f-  ^/«Si^o, 
Sw-».2  -H  P\  S/n-f-1  -+-  A^«  S„i      -h  />j  S,„-i  H-  ...  -H  />„,-i  Sj  -+-  pm  Sî  =^  O, 


La  première  des  formules  (B)  donne  S;„,  puisqu'on  connaît 
les  autres  sommes  par  les  formules  (A);  la  deuxième  donne 
ensuite  S;„+i;  la  troisième,  S,„+„  etc. 

On  peut  remarquer  que  les  sommes  S»,  S,,  S,,  . . .,  S;„_,, 
Sw,  S;„+i,  S^rt+i,  ...,  ne  renferment  dans  leurs  expressions 


r 


(B'): 
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aucuns  dénominateurs  (autres  que  ceux  que  les  coefflcients 
de  l'équation  donnée  peuvent  contenir),  puisque  les  diffé- 
rentes inconnues  ont  toutes  pour  coeffîcient  l'unité.  De  plus, 
chaque  somme  est  une  fonction  entière  des  coeflicients  de 
réquation,  de  même  degré  que  son  indice,  de  sorte  que,  si 
ces  coefflcients  sont  des  nombres  entiers,  les  différentes 
sommes  sont  elles-mêmes  des  nombres  entiers. 

Les  formules  (A)  et  (B)  ont  été  données  par  Newton.  Il  est 
clair  que  l'on  peut  indifféremment,  à  l'aide  de  ces  formules, 
déterminer  les  sommes  en  fonction  des  coefflcients  de  l'équa- 
tion, ou  les  coefflcients  en  fonction  des  sommes  lorsqu'on 
connaît  m  de  ces  dernières. 

Si  l*on  substitue  maintenant  à  n,  dans  l'équation  (P),  les 
valeurs  négatives  —  i,  —  2,  —  3,  . . .,  on  obtiendra  une  troi- 
sième série  de  formules  qui  feront  connaître  les  sommes  des 
puissances  semblables  à  exposants  négatifs.  Ces  formules 
sont  : 

Siw— 3-t-/?iS,«-4  4-/>jS,;,_5-h/l3S,„_6H-.  .  . -i- /^,rt-l  S_2  4-  /?;„S_3=  O, 

Les  autres  sommes  étant  connues,  la  première  équation  don- 
nera S-i;  la  deuxième  donnera  ensuite  S.,;  la  troisième, 
S-3,  etc.  Mais,  à  cause  du  coefflcient  constant />/„,  la  remarque 
faite  plus  baut  n'est  pas  applicable  à  ces  nouvelles  sommes. 
[Au  lieu  d'employer  les  formules  (B'),  on  pourrait  changer 

simplement  dans  l'équation  proposée  ^  en  -  (nous  insiste- 

rons  plus  loin  sur  cette  transformation)  et  continuer  alors  à 
se  servir  des  groupes  de  formules  (A)  et  (B);  caries  puis- 
sances positives  de  -  sont  les  puissances  négatives  de  z,'\ 

Rbmabque.  —  Lorsqu'on  a  une  fonction  symélrique  homo- 
gène des  coefflcients  /?i,  /?,,  pzy  ...,  le  nombre  de  facteurs 
contenus  dans  chaque  terme  est  Vordre  de  la  fonction.  Si  la 
fonction  n'est  pas  homogène,  son  ordre  est  Tordre  le  plus 
élevé  parmi  ceux  de  ses  différents  termes. 

Dans  les  fonctions  symétriques  homogènes  que  nous  venons 
de  considérer,  tous  les  termes  ont  le  même  poids,  et  ce  poids 


m" 
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est  celui  de  la  fonction.  Le  poids  d'un  terme  est  la  somme 
des  indices  des  facteurs  qui  y  entrent.  Ainsi  le  poids  du 
terme  piPtPi  est  i  -h  2  -f-  3.  Le  poids  du  terme 

PiPIpI    ou    PiPtPiPiPiPz 

est  1  +  2X2-1-3x3.  D*une  manière  générale,  le  poids  du 
iermep^plpl  est  donc  «-1-2^-1-37,  et  son  ordre  est  a-h(3-hY. 
Il  est  clair,  d'après  les  formules  précédemment  établies, 
que,  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  donnée,  le 
poids  de  Si  est  égal  à  1,  celui  de  S,  égal  à  2,  celui  de  S,  égal 
à  3,  et,  d'une  manière  générale,  celui  de  S^  égal  à  m. 


Antre  procédé  fondé  snr  l'emploi  des  séries. 

10^1.  Pour  arriver  aux  mêmes  résultats,  on  peut  suivre  un 
autre  procédé  où  une  simple  division  algébrique  suffit. 
Reprenons  l'équation  (3)  du  n®  lOi-Omise  sous  celte  forme  : 

/  X     Z'  I  I  I  1  I 

L        z  —  a       z  —  b       z  —  c  z  —  A'       ,3  —  i 

Si  l'on  effectue  la  division  de  i  par  z  —  a^on  trouve 


(2) 


a        a*        a} 


^^    Ci  w  «r  m»  V 


Il  est  clair  (891)  que  la  série  du  second  membre  est  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  de  :;  dont  le  module  est  supé- 
rieur à  celui  de  a\  car  on  peut  alors  appliquera  la  série  des 
modules  de  ses  termes  le  théorème  du  n"  371. 

Si,  dans  la  relation  (2),  on  remplace  successivement  a  par 
les  m  —  I  autres  racines  6,  c,  ...,  Â-,  /,  et  qu'on  ajoute  en- 
suite membre  à  membre  tous  les  résultats  obtenus,  il  viendra 
évidemmenl,  en  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  le 
numéro  précédent, 

'il  _  fn       S,       S,       S:i       S^ 

(^ )  '7  —    ^   "^   ^1  ~^   -3  -^  Ti  "^   ,1  "^ •  •  •  • 

#j  w         w  ^  -w  «» 

Ainsi,  en  divisant  Z'  par  Z  et  en  remarquant  que  m  =  Sq,  on 
voit  que  les  sommes  successives  des  puissances  semblables 
positives  des  racines  de  l'équation  Z  =  o  sont  les  coefficients 
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de  :.»  :.-'  -3'  •  •   >  OU  de  z-\  j--,  3-',  . . .,  dans  le  quoiient  de 

la  division  du  polynôme  dérivé  Z'  par  le  polynôme  Z. 

Bien  que  le  calcul  n'offre  aucune  difficulté,  on  peut,  pour 
éviter  les  exposants  négatifs ,  multiplier  d'abord  les  deux 
membres  de  la  relation  (3)  par  z;  ce  qui  donne 


z /j  0|  ^2  3;{  ^4 

Z 


(3  bis)  -;y-  =1  m  -h  —  -h  ,,  -+-  -^j  -h  ^^ 


puis,  changer  ensuite  -  en  -•  Le  premier  membre  de  l'éga- 
lité précédente  deviendra  -— >  Uj  et  U  étant  des  fonctions  en- 
tières de  Uy  et  l'on  aura 

(4)  ----  =/?£  H-S,^7  -h  Sj/Z'-H  83//=* -h  S^/z^-h.  .  .. 

En  effectuant  la  division  des  deux  polynômes  Ui  etU,  ordon- 
nés suivant  les  puissances  croissantes  de  u,  les  coefficients  du 
quotient  ordonné  de  même  représenteront  les  sommes  So,  S,, 
S,,  S3,  . . .,  indéfiniment. 

On  peut  trouver  d'une  manière  analogue  les  sommes  S-i, 
S_„  S_3,  . . .  des  puissances  semblables  négatives  des  ra- 
cines de  Z  =:  o. 

»  Posons 

;  _  r I 

\  z  —  a  a  —  z 

I 

et  effectuons  la  division  de  i  par  a  —  z.  Nous  aurons 

'W  4J  «» 

=  —  [  -  -h  -.  -¥- 


a  \a       a^       a*       «^ 


U  est  clair  que  la  série  du  second  membre  est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  inférieur  à 
celui  de  a.  On  aura  donc  évidemment,  en  remplaçant  succes- 
sivement a  dans  la  relation  précédente  par  les  m  —  i  autres 
racines  et  en  se  reportant  à  l'équation  (i), 

(5)  —  |r=S>i  + S»,3-|-S_,c' 4- S_,  :;'-+-.... 

11  suffira  donc  encore  d'effectuer  la  division  des  deux  poly- 


2l/\ 
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nômcs  —  Z'  et  Z  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes 
(le  z.  Les  coefficients  du  quotient  ordonné  de  même  repré- 
senteront les  sommes  S_,,  S_j,  S^»,  S_4,  . . .  indéfiniment. 

On  doit  avoir  soin  d'ailleurs  de  rétablir  dans  les  quotients 
trouvés  les  termes  manquants  en  leur  donnant  le  coeffi- 
cient o. 


10(2.  ExKMPLE.  —  Un  exemple  très  simple  ne  sera  pas  inutile.  Pre- 
nons Téquation  classique 


z^ —  73-4-7  =  0. 


[^  premier  membre  de  Téquation  (3  bis)  du  n°  1041  devient  ici 

2(33«— 7) 

-         —  ■       —     • 

3»—  72  -+-  7 


(^Jiangeons  dans  cette  expression  z  en  -  •  Nous  aurons 

M»  u         ' 

ou,  en  multipliant  les  deux  termes  par  u^  en  ayant  soin  de  les  ordonner 
suivant  les  puissances  croissantes  de  u^ 


U 


3    -7WÎ 


I  —  7//*-+-  7^3 


En  effectuant  la  division,  on  trouve  pour  quotient 

3-4-o.w  f-    i4tt*—     2i//»-h     98W*--      245tt» 

—  833^6—  2401  «7^-  ;546«8—  ^.2638w»-f-.... 

On  a  donc,  dans  ce  cas, 

So— 3,       S,  =  0.       Si  =14,      S,— --21,       Si  =98,       Sb  — —  245, 
Se  =833,         S7=-24oi,         S8=  754Ô,        89  =  — 22638 

Pour  les  sommes  de  puissances  négatives,  on  considérera  l'expres- 
sion 


Z' 
Z 


7-33» 


.  ( 


En  effectuant  la  division,  on  trouve  pour  quotient 

4  3  2   .       10   ^       1    .       5    . 

I  ^  2^  23»  ^_  -334.  -24-1-  _   35 -i-  -38-+-  —3' 


49 


49 
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ÛD  a  donc,  dans  ce  cas, 

S_|  =  I ,  S_j  =  1 ,  S—s  =  -  >  S— 4  ^  -  >  S— 8  =  -  » 

7  7  7 

49  7  49 

On  peul  vérifier  ces  dernières  valeurs  à  Faide  des  formules  (B')  du 
n""  1010,  combinées  avec  les  résultats  précédents. 


Fonctions  symétriques  d'ordres  supérieurs  des  racines 

d'une  équation  algébrique. 

iOW.  Soient  toujours  Téquation  du  m»*°»"  degré  Z  r::  o  et  ses 
racines  a,  ^,  c,  . . .,  A-,  /. 

Proposons-nous  de  calculer  les  fonctions  symétriques  dont 
chaque  terme  contient  deux  racines,  c'est-à-dire  les  fonctions 
symétriques  doubles. 

En  supposant  d'abord  les  exposants  des  deux  lettres  diffé- 
rents, chaque  terme  sera  de  ia  forme  a"6P,  et  nous  représen- 
terons ces  fonctions  symétriques  doubles  par  la  notation 

Cela  posé,  considérons  le  produit  des  deux  fonctions  symé- 
triques simples  correspondantes,  c'est-à-dire  (1040)  le  produit 
de  Sot  par  Sp. 
Comme  on  a 

Sa  — a» -h  ôa_j-c«-h..  .4-  A:«H-  /«, 
Sp  =  aP-f-  6P-+-cPh-..  .4-  A-P-t-/^ 

il  est  clair  que  le  produit  SaSp  comprend  deux  sortes  de 
termes  :  des  termes  tels  que  a^^^  pour  toutes  les  racines,  et 
des  termes  tels  que  a*6P  pour  toutes  les  combinaisons  deux 
à  deux  des  puissances  a  et  |3  des  racines.  On  a  donc  précisé- 
ment 

SaSp  =  Sa^p+2a«^P, 
d'où 

(0  2a«6P  =  SaSp-Sa^p. 

Si  les  exposants  a  et  p  deviennent  égaux,  on  voit  que  le  terme^ 
(i^h^  ne  diffère  plus  du  terme  a^b^y  c'est-à-dire  que  les 
termes  de  2rt"ftP  devenant  égaux  deux  à  deux,  on  doit  rem- 
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placer 2a«^P  par  2^a^b'^.  On  a,  par  suite,  dans  celle  hypo- 
Ihèse, 

{ibis)  2a«6«  =  i[(Sa)«-S.a]. 

lOU.  Passons  aux  fondions  symélriques  dont  chaque  lerme 
conlient  trois  racines,  c'est-à-dire  aux  fonctions  symétriques 
triples. 

En  supposant  d'abord  les  exposants  des  trois  lettres  diffé- 
rents, chaque  lerme  sera  de  la  forme  a^b^ct,  et  nous  repré- 
senterons ces  fonctions  symélriques  triples  par  la  notation 


2a«6PcY. 

On  a  d'ailleurs 

Sa      a^-f- ^*4-c«-i-. . 

.^-^«-h/^ 

Sp       rtP-f- 6P4-cP-t-. . 

.^-^P-h/?, 

Sy  —  flT+Z^Ï-4-cTH-.. 

.  4-  AtY  -h  Cî. 

et,  si  l'on  multiplie  ses  trois  sommes  entre  elles,  le  produit 
comprend  évidemment  cinq  sortes  de  termes  :  des  termes  de 
la  forme  a*-^P^Y;  des  termes  de  la  forme  a*-^P6Y;  des  termes 
de  la  forme  a«-^YZ>P;  des  termes  de  la  forme  aP"+-Y6«;  et,  enfin, 
des  termes  de  la  forme  a"6PcY,  sans  qu'aucune  autre  combi- 
naison puisse  se  présenter.  Il  vient  donc,  d'après  les  notations 
adoptées. 

Sa Sp  S^  =:  Sa+p+Y  4- 2 a^'-»-? ^Y -4- 2 a«-^Y  ôP 

2aP-^Yôa-h2a«6PcY. 


Mais  la  formule  (i)  du  numéro  précédent  donne 

2a*-^-P6Y  =z  Sa4.pSY—  Sa-Hp-hy, 
2 a«-^-Y  6P  =:  Sa+v  Sp  —  Sa-4-p-HY, 
laP+Y^a  —  Sp+ySa—  Sa+p+v. 

On  a  donc,  finalement,  la  formule  suivante  pour  les  fonc- 
tions symétriques  triples  : 

(a)   2 a«  6P cY  —  Sa  Sp Sy—  Sa+p  Sy—  Sa-i-y  Sp—  Sp4.y  Sa-h  2  Sa4-p-hy- 

Lorsque  deux  des  exposants  a  et  (3  deviennent  égaux,  le  terme 

'a^b^cy  ne  diffère  plus  du  terme  aP6"cY,  de  sorte  que,  les 

termes  de  2a*6?cY  devenant  égaux  deux  à  deux,  on  doit  rem- 
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placer  2a" ôPcï  par  2  2a*6*cY.  On  a  alors 

(2  bis)    2a«£>«cY=:i(SâSy— S,aSy-2Sa^YSa-H2  8,a+Y). 

Lorsque  les  trois  exposants  a,  (3,  y  deviennent  égaux,  les  six 
termes  qui  correspondent  aux  permutations  des  trois  lettres 
Qy  b,  c,  sans  toucher  aux  exposants  (218),  deviennent  eux- 
mêmes  identiques.  On  doit  donc  remplacer,  dans  ce  cas, 
2«»6?cT  par  62a* 6«c*.  On  a  alors 

(a^er)  i;a«6«c»  =  j(Sâ— SSjaSa-f- 283»). 

1045.  On  continuera  de  la  même  manière  pour  calculer  les 
fooclions  symétriques  quadruples,  quintuples,  etc. 

Il  est  clair  que  si,  ayant  calculé  l'expression  de  la  fonction 
symétrique  du  n**"«  ordre,  k  exposants  deviennent  égaux  entre 
eux  parmi  les  n  exposants  considérés,  il  faut  diviser  l'expres- 
sion primitive,  modifiée  en  vertu  de  la  même  hypothèse,  par 
le  produit  A: I  (217). 

lOW.  On  conclu!  de  ce  qui  précède  une  importante  pro- 
position . 

Puisque  les  fonctions  symétriques  des  différents  ordres  dé- 
pendent toujours  de  celles  du  premier  ordre,  toute  fonction 
symétrique^  entière  et  homogène^  des  racines  d'une  équation 
algébrique j  est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de 
l'équation  (lOW).  //  en  est  donc  de  même,  d'après  les  expli- 
cations données  au  n°  1039,  de  toute  fonction  symétrique  et 
rationnelle  des  racines. 

Rrharqob.  —  D'après  ce  qui  précède  (1040,  Remarque)  et 
d'après  les  formules  qu'on  vient  d'obtenir  (1043,  1044),  on 
voit  que  le  poids  d'une  fonction  symétrique  double,  telle  que 
la^b^^  est  égal  à  a  -h  p,  et  que  cette  fonction  est  du  deuxième 
ordre,  puisqu'il  n'entre  que  deux  facteurs  dans  chaque  terme. 
De  même,  le  poids  d'une  fonction  symétrique  triple,  telle  que 
lal^b^c'iy  est  égal  à  a-+-  p  -h  y,  et  cette  fonction  est  du  troi- 
sième ordre .... 

Ainsi  le  poids  d'une  fonction  symétrique  de  degré  jjl  des 
racines  d'une  équation  algébrique  est  précisément  égal  à  /x, 
par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation,  parce  que,  d'une 
manière  générale,  S;„  est  de  poids  m  par  rapport  à  ces  mêmes 
coefficients. 
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Si  Ton  a  à  considérer,  par  exemple»  la  fonction  symétrique 
2a*(6  — c)*,  elle  est  du  deuxième  ordre  et  son  poids  est  4- 
Elle  ne  renfermera  donc  (101^0)  que  des  termes  en  PxPi^  ^^p\ 
et  en  p^y  et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  les  coefficients  nu- 
mériques de  ces  termes. 


Méthode  de  Ganchy. 

101i^7•  Nous  croyons  devoir  exposer  encore,  sur  le  sujet  qui 
nous  occupe,  la  méthode  si  ingénieuse  donnée  par  CàucHT 
dans  ses  Anciens  exercices  de  Mathématiques,  et  qui  permet 
de  trouver  directement  une  fonction  symétrique  et  entière 
quelconque  des  racines  d'une  équation.  Cette  méthode  remar- 
quable repose  sur  une  proposition  préliminaire  que  nous  al- 
lons développer. 

lOW.  Soient  toujours  l'équation  algébrique  du  /»»*«•  degré 

(ît  a,  ^,  c,  . . . ,  /•,  /  ses  racines. 

Désignons  par  1  une  fonction  symétrique  et  entière  de  ces 
m  racines. 

Admettons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  ait  éliminé 
de  Texpression  de  2  toutes  les  racines,  sauf  la  première  a.  On 
pourra  alors,  en  ordonnant  ^  par  rapport  à  a,  la  mettre  sous 
la  forme 

(  3)       2  —  Noa"-!-  Nia™-»  H-  Nja"-*-h.  . .  -h  N„_ia  -h  N«, 

No,  Ni,  N,,  . . .,  N„  étant  des  coefficients  composés  rationnel^ 
lement  (10*6)  avec  ceux  de  l'équation  Z  =  o. 

En  substituant  a  à  la  place  de  z  dans  cette  équation,  il  vient, 
on  appelant  A  le  résultat  de  la  substitution, 

Le  lemme  qu'il  s'agit  d'établir  est  alors  celui-ci  : 

Si  l'on  divise  V expression  {i)  de  1  par  la  valeur  (3)  rfc  A, 
le  reste  de  cette  division  est  indépendant  de  a  et  représente 
précisément  la  valeur  de  2. 

En  effet,  soient  Q  le  quotient  obtenu  et  R  le  reste.  On  a 
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identiquement 

Mais,  puisque  a  esl  racine  de  Téqualion  (i),  on  a  nécessaire- 
menl  A  =  o  et,  par  suite, 

D'ailleurs,  le  reste  R  est  au  plus  du  degré  m  —  i  par  rapport 
à  a,  puisque  le  diviseur  A  est  du  degré  m  par  rapport  à  la 
même  lettre.  On  peut  donc  poser 

R=i2  =  aa"*-*-h  (3 a'"-* 4- y a"*-^ 4-. .  .4- va  4- p. 

Mais,  si,  au  lieu  de  conserver  dans  2  la  première  racine  a,  on 
avait  conservé  l'une  quelconque  des  autres  racines  6,  c,  . . ., 
k,  l  de  l'équation  considérée,  \\  est  clair  que,  puisque  2  est 
une  fonction  symétrique  de  ses  m  racines,  on  serait  parvenu 
aux  mêmes  valeurs  pour  les  coefficients  a,  j3,  y,  . . .,  v,  p,  et 
que  le  seul  changement  eût  été  la  substitution  à  la  place  de 
a  de  la  nouvelle  racine  choisie. 
On  voit  par  là  que  l'équation 

2=:  a-s'"-*4-  P-z'"-*-!-  y55"»-'4-. .  .4-  v<3  4-  p 

ou 

(i)      a5"»-*4-P5'«-*4-y5'«-»4-..  .4- V5  4-  (p  — 2)  =  o 

doil  être  satisfaite  par  les  m  valeurs  de  s  égales  aux  m  racines 
deréquation(i).  L'équation  (4)  étant  du  degré  m  — i  est  alors 
identiquement  nulle,  c'est-à-dire  qu'elle  a  tous  ses  coefficients 
égaux  à  zéro  (1022).  Il  en  résulte  «  =  0,  (3  =0,  y  —  o,  . . ., 
V  =  0,  et 

(5)  2  =  p; 

ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  les  racines  a,  6, 
c,  ...,  Ar,  /,  différentes  les  unes  des  autres;  mais  la  proposi- 
tion subsiste  à  la  limite,  lorsque  quelques-unes  deviennent 
égales  entre  elles,  puisque  cette  proposition  demeure  vraie 
lorsque  ces  mêmes  racines  présentent  entre  elles  des  diffé- 
rences aussi  petites  qu'on  voudra. 

iOi^O.  Venons  maintenant  à  la  méthode  de  Cauchy.  Les 
notations  restant  les  mêmes,  divisons  Z  par  z  —  a;  puis,  le 
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quotient   obtenu  Z^  par  z  —  b;  le  nouveau  quotient  Z,  par 
s  —  c;  et,  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions  à  un 
quotient  Z;„_i  du  preniier  degré,  qui  ne  contiendra  plus  que 
le  facteur  premier  z  —  /  (1017). 
Considérons  alors  les  m  équations 

(i)         Z=^o,  Z,=  o,  Zj=:0,  ...,  Z,„_i  =  o. 

La  première,  qui  est  Féquation  proposée,  a  pour  racines 
a,  b,  c,  . . .  »  A^,  /.  La  deuxième,  dont  on  calculera  le  premier 
membre  Z,  par  la  règle  indiquée  (1024),  a  pour  racines  6,  c» ..., 
k,  /,  et  ses  coefficients,  d'après  cette  règle,  sont  exprimés 
sous  forme  entière  en  fonction  de  la  première  racine  a  et 
des  coefficients  de  Z;  la  troisième  a  pour  racines  c,  . . .,  A,  L 
et  ses  coefficients  sont  de  même  exprimés  sous  forme  en- 
tière en  fonction  de  la  deuxième  racine  b  et  des  coefficients 
de  Zi,  c'est-à-dire  en  fonction  des  deux  premières  racines  a 
et  b  et  des  coefficients  de  Z;  ....  D'une  manière  générale, 
les  coefficients  de  l'une  quelconque  des  m  équations  consi- 
dérées sont  exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  des 
coefficients  de  la  première  et  des  racines  qui  ne  satisfont 
plus  à  l'équation  à  laquelle  on  est  parvenu  ou  des  racines 
supprimées  jusque-là. 

Dans  ces  conditions,  désignons  par  A,  B,  C,  . . .,  K,  L,  les 
valeurs  des  premiers  membres  des  m  équations  (i),  lors- 
qu'on y  substitue  respectivement  à  la  place  de  z  les  m  racines 
ttj  b^  Cy  . . .,  A:,  /.  Nous  aurons  nécessairement 

(a)      A  ^  G,         B  ^=  G,         C  :^  G,  ...,         K::=0,         L  =  o. 

La  fonction  symétrique  et  rationnelle  2  dont  nous  voulons 
trouver  la  valeur  indépendamment  des  racines  de  Z  =  o  est 
fonction  symétrique  des  racines  de  cette  équation,  aussi  bien 
que  des  racines  des  autres  équations  (i);  ce  qui  va  nous  per* 
mettre  d'éliminer  successivement  de  l'expression  de  2  les  m 
racines  a,  b,  c,  . . . ,  A:,  /,  en  nous  fondant  toujours  sur  la 
proposition  du  n°  lOtô. 

Nous  commencerons  par  éliminer  la  dernière  racine  /  et, 
pour  cela,  nous  n'aurons  qu'à  résoudre  l'équation  du  premier 
degré  L  =  o,  qui  nous  donnera  la  valeur  de  /  à  substituer 
dans  2.  Il  est  préférable,  pour  opérer  toujours  de  même, 
d'ordonner  2  par  rapport  à  /  et  d'effectuer  ensuite  sa  division 
par  L  :  le  reste  obtenu  sera  2  débarrassé  de  /. 
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En  regardant  à  présent  la  valeur  de  2  comme  une  fonction 
symétrique  des  deux  racines  k  et  /,  dont  la  dernière  est  éli- 
minée, et  en  ordonnant  cette  valeur  par  rapport  à  Ar,  on  divi- 
sera 1  par  K,  et  le  reste  obtenu  sera  la  valeur  de  2  débar- 
rassée de  k  et,  par  couséquent,  de  k  et  de  l. 

En  conlinuant  successivement  de  la  même  manière,  on 
parviendra  à  une  valeur  de  2  qui  ne  contiendra  plus  que  a. 
Ou  l'ordonnera  par  rapport  à  a,  on  la  divisera  par  A,  et  le 
reste  obtenu  sera  la  valeur  de  2  qu'on  voulait  trouver,  dé- 
barrassée de  toutes  les  racines  a,  b,  c,  . . .,  ky  l,  et  exprimée 
seulement  en  fonction  des  coefficients  de  Téquation  pro- 
posée. 

1050.  Le  premier  terme  de  chaque  polynôme  diviseur 
ayant  pour  coeHicient  l'unité,  les  divisions  n'introduiront  par 
elles-nfièmes  aucun  dénominateur.  Il  en  résulte  que  les  diffé- 
rents restes  ne  pourront  renfermer  d'autres  dénominateurs 
que  ceux  qui  se  trouvent  dans  les  coefficients  mêmes  de  l'é- 
quation considérée. 

1  est  donc  nécessairement  une  fonction  symétrique  et  ra- 
tionnelle de  ces  coefficients  ;  et,  si  ces  mêmes  coefficients  sont 
entiers,  la  valeur  définitive  de  "L  est  elle-même  un  nombre 
entier. 

Cette  remarquable  propriété  est  la  généralisation  ou  l'ex- 
tension de  celle  énoncée  au  n?  1046.  Cette  extension  découle 
immédiatement  de  la  méthode  de  Cauchy,  tandis  que  la  mé- 
ihode  de  Newton  ne  peut  y  conduire  directement. 

Application. 

1051.  Proposons-nous  de  déterminer  par  la  méthode  pré- 
cédente (1049)  la  fonction  symétrique  qui  représente  le  pro- 
duit des  carrés  des  différences  des  racines  d'une  équation 
donnée,  prises  deux  à  deux. 

En 'conservant  toujours  les  mêmes  notations,  nous  aurons 

en  même  temps  que,  pour  l'inconnue  cherchée, 

lz^^a-bY{a-c)^{a^dY... 
^  ^  y^(b--c)^b-'dy..,{k  —  iy. 
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En  appliquant  la  règle  du  n®  1024,  formons  Féquation 


Z,  = ==  o. 

z  —  a 


Nous  aurons 

(2)     Zi  =  -s'«-*-ha 

Pi 


5'«— 5 


Pt 


-m— 3 


et  la  même  fonction  symétrique  pour  Téquation  (2)  sera 
(2  bis)  l^^ib  —  cy{b-^ dy.  ,,{k—  l)\ 

On  aura  donc 


(3) 


l  —  (a  —  by{a  —  cy{a-'dy.,.(a~-iy  2j. 


D'autre  part,  la  formule  (3)  du  n*»  1040  donne,  pour  la  dé- 
rivée Z'  du  polynôme  Z, 


Z'=: 


Z 


Z 


Z 


z 


z 


5  —  a       z  —  b       z  —  c 


z  —  K  Z  — •  I 


Pour  5  =  a,  on  a,  par  hypothèse,  Z=:o.  Donc,  pour  celle 
même  valeur,  Z'  se  réduit  à  la  vraie  valeur  de  son  premier 
terme  (706).  Comme  on  a,  d'une  manière  générale  (935), 

Z'=i  ms'«-*  -+-  (m  —  i)/?,45'«-«-h  (m  —  2)/?,5'«-»-i- . . .  -h />,«-, 
et (1017) 

z  [z  —  b)  {z  —  c)  {z  ~-  d)  .  .  .  (z~  l). 


z  —  a 


on  voit  que  Thypolhèse  z=za  conduit  à  Tidentilé 

{a  —  b)  (a  —  c)  {a  —  d) .  .  .  {a  —  l)  =:zZ'a, 

en  désignant  ainsi  le  résultai  de  la  substitution  de  a  tt  1» 
place  de  z  dans  la  valeur  générale  de  Z'. 
On  parvient  donc  finalement  à  la  formule 

(4)     1  -  [ma^'-'-h{m  —  i)/?i «'"-«-+-  ( m  —  2 )/?, a"-' -h . . .  4- /?,„-, pii- 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  peut  calculer  la  /onction  symé- 
trique dont  il  s'agit  pour  une  équation  d'un  certain  degré, 
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on  aura  immédiatement  sa  valeur  pour  une  équation  de 
degré  supérieur  d'une  un ité. 

En  effet,  si  Ton  admet  qu'on  sache  exprimer  2i  en  fonction 
des  coefDcients  de  l'équation  (a),  c'est-à-dire  en  fonction 
de  a  et  des  coefficients  de  l'équation  (i),  on  voit  que,  par  la 
formule  (4)}  2  sera  exprimée  de  la  même  manière.  Par  suite, 
en  l'ordonnant  par  rapport  à  a  et  en  la  divisant  par  Za  ou 
par  A  (1049),  le  reste  de  la  division  ainsi  effectuée  repré- 
sentera la  valeur  de  1  débarrassée  de  toutes  les  racines  et  en 
fonction  des  seuls  coefficients  de  la  proposée. 

Or  on  peut  calculer  immédiatement  le  produit  des  carrés 
des  différences  des  racines  pour  une  équation  du  second 
degré.  On  passera  donc  de  là  à  la  même  fonction  symétrique 
pour  l'équation  du  troisième  degré,  puis  pour  celle  du  qua- 
trième degré,  et  ainsi  de  suite. 

1052.  Soit  l'équation  du  second  degré 

z^-^  pz  -^  q  =  o, 
dont  les  racines  sont  a  et  b.  Nous  aurons 

(a  — /i)*  = /?»— 2a6  H- Z>«  =  (« -4- ^)«— 4«/;. 

Mais  (1036) 

a-\-b  —  —p        et        ab  =  q. 

U  en  résulte 

{a^by  =  p*-^q. 

1053.  Nous  pouvons  maintenant  considérer  l'équation  complète  du 
trobième  degré  sous  la  forme 

Z  =  5'-i-y?3*-h  qz  -h  r  =  o, 

en  désignant  ses  trois  racines  par  a^  6,  c. 
Nous  poserons,  d'après  ce  qui  précède  (  1051  ), 

Z  ={a—b)i(a—c)^{b  —  cy, 

^i  =  (b-c)\ 

Z  =(rt  —  ^)«(«— c)«Sj. 

^1  répond  à  l'équation  du  second  degré 

Z 


a 


:=  z^-h  a 


2  -J-  fl*  =  o. 


pa 

7 
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On  a  donc  immédialement  (1052) 

2,  =  (û  -\- p)t—  ^(^a^-^pa  -+-  ^)  =  —  3a*—  ^pa  -4-/?' —  iq. 

On  a  ensuite  (  lOol),  d'après  la  valeur  de  la  dérivée  Z'  pour  2  =  a, 

(a  —  ^)  (a  —  c)  r=  3<z*-+-  2pa  +  q. 
Il  vient  donc 


V    — 


[—  3a*—  ^pa-{- p^—  iq]  [3a» -4-  2/>a  -f-  </]* 
—  27  a« 


54 />a* —  '^-7/^* 
—  54^ 


a 


*_!- 


4;)3 
—  y^pq 


a*-i-  4/?* 
—  27^* 


a* 


4;?>g 
i8/>ç* 


Nous  devons  diviser  celte  valeur  de  S  par  Z^  =  A  =  a*  -+-  />a*  -t-  qa-r-  r 
(  1051  ),  et  le  reste  de  la  division  sera  la  valeur  même  de  £  débarrassée 
des  trois  racines  a,  b,  c.  £n  eflfoctuant,  on  trouve  pour  quotient 

—  27  a'  —  27/>a*  —  27  qa  -r-  4/^'  —  1  ^pq  -+-  27  r. 

Le  reste  est 

il  =  p^q^—  4(^3 —  ^p^r  -h  iSpqr  —  27 r*. 

Nous  remarquerons,  et  nous  y  reviendrons  plus  tard,  que  si  Ton 
voulait  former  Féquation  qui  a  pour  racines  les  carrés  des  différences 
des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 


/;s*  h 


qz 


o. 


—  £  serait  précisément  (1036)  le  dernier  terme  ou  le  terme  constant 
du  premier  membre  de  Téquation  cherchée. 


f 


ALGEBRR    SUFI%RIEU11R.  22 D 


CHAPITRE  IV. 

TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS  DANS  LES  CAS  LES  PLUS 
SLMPLES  ET  LES  PLUS  USUELS.  -  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 
RÉCIPROQUES. 


Bat  qu'on  se  propose  dans  la  transformation  des  équations. 

105i.  Le  problème  à  résoudre  est  celui-ci  : 
On  donne  une  équation 

(i)  (p(5)  =  o, 

et  il  s'agit  d'en  déduire  une  nouvelle  équation ,  trànspormëb  de 
la  premièrey  dont  les  racines  aient  avec  celles  de  la  proposée 
une  relation  déterminée. 

L'hypothèse  la  plus  simple  est  de  supposer  que  chaque  ra- 
cine de  la  transformée  doit  être  exprimée  par  une  fonction 
rationnelle  de  la  racine  correspondante  de  la  proposée.  En 
désignant  par  u  les  racines  de  la  transformée,  par /(a)  et 
F(3)  deux  fonctions  entières  de  5,  on  aura  alors 

Si  l'équation  (i)  est  de  degré  m,  elle  admettra  m  racines;  à 
chacune  de  ces  racines  correspondra  une  valeur  de  u^  et  une 
seule.  La  transformée  sera,  par  conséquent,  dans  l'hypothèse 
indiquée,  du  même  degré  que  la  proposée. 

Nous  nous  bornerons,  dans  ce  Chapitre,  au  cas  particulier  où 
les  deux  polynômes /(-s)  et  ¥{z)  sont  du  premier  degré,  et 
nous  examinerons  toutes  les  transformations  usuelles  qui  y 
sont  comprises. 

Db  g.  —  Court.  IV.  i;) 
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1055.  Dans  ce  cas  particulier,  on  a 
,  ,  az  -\-  b 

(0  "~-l 17^ 

a  z  -i-  b' 

a,  b^  a\  b\  étant  des  constantes  données.  On  en  tire,  en  résol- 
vant par  rapport  à  z, 
.    .  b'u^b 

(2)  Zz^  7— 

a  —  au 

et,  si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  Téquation  proposée 
(p(:;)  =  o,  il  vient,  pour  la  transformée  cherchée, 

(3)  (p( j-]  —  o. 

\a  —  a  uj 

£n  chassant  les  dénominateurs,  on  ramènera  cette  équation 
à  la  forme  ordinaire 

(3  bis)  4*1  ")  ^=^» 

et  le  problème  sera  résolu. 

1056.  11  est  évident  que  la  transformation  linéaire  exprimée 
par  la  formule  (i)  du  numéro  précédent  répond  à  la  succes- 
sion de  transformations  plus  simples. 

En  effet,  si  a'  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire  d'abord,  en  divi- 
sant par  a'  les  deux  termes  de  la  valeur  de  w, 


a 


1» 


f  "    '    „' 


a  a 

u  = 


a 
puis,  en  effectuant  la  division. 


ba'  —  ab' 


{i  bis)  w  11=  -7 


a  a'^ 


a'  b^ 

a' 


Il  est  clair  que,  si  Ton  pose  maintenant 

a 

Uz=:  Zi-\ 75 

a 
ba'~ab'  i  // 


cf  z^  a 


r 
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il  suffira  d'éliminer  z^,  z^,  z^  entre  ces  quatre  équations  pour 
retrouver  la  relation  primitive  (i  bis)  ou  (i). 
Si  a'  est  nui,  on  a  simplement 


az  -h  0       a 


de  sorte  que  la  formule  résulte  alors  de  l'élimination  de  Zi 
entre  les  deux  équations 


a  b 

b 


7  -^  »  "  —  ^  1  "*"  IT' 


En  résumé,  la  transformation  linéaire  générale  revient  à  la 
combinaison  de  transformations  plus  simples  représentées,  en 
laissant  les  symboles  de  côté,  par  les  formules 

Nous  allons  donc  nous  occuper  directement  de  ces  transfor- 
mations élémentaires,  dont  l'emploi  est  très  fréquent  et  qu'il 
est  indispensable  de  connaître. 

Mnltiplier  les  racines  d'ane  équation  donnée  par  une  quantité 

constante. 

1057.  Soit  l'équation  quelconque  du  m»*"""  degré  <^(z)  -  o. 
On  peut  toujours  supposer  que  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  z  dans  9(5)  a  été  rendu  égal  à  l'unité,  puisqu'on 
n'a,  pour  remplir  cette  condition,  qu'à  diviser  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  par  le  coefficient  de  3"».  On  a  donc 

La  transformée  en  u  doit  avoir  pour  racines  celles  de  la  pro- 
posée, multipliées  par  la  quantité  constante  k  [on  doit  sup- 
poser alors  ^  rr  o,  a' ~  o, /j>' =11  el«  — X,  dans  la  formule  (1) 
du  n°  1055].  Nous  aurons  donc 

uzzz  kz  et  z  ZZl  -  y 

k 

\\o  sorte  que  l'équation  de  la  transformée  sera 


? 


(7*  ) = '■ 
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OU,  en  consentant  le  même  symbole  pour  les  nouvelles  racines, 


9(  X 


o. 


^?:. 


# 


iff 


[♦'• 


..:i".. 


Comme  la  multiplication  du  premier  membre  d'une  équa- 
tion algébrique  par  un  facteur  constant  ne  modifie  pas  ses 
racines  (1017),  il  sera  plus  simple  de  prendre  pour  équation 
de  la  transformée 

A-».<p(i)=o. 

On  évitera  ainsi  évidemment  les  dénominateurs  qui  pro> 
viennent  de  la  transformation  elle-même,  et  Ton  aura  alors, 
comme  équation  pratique  de  la  transformée,  d'après  l'équa- 
tion (i). 


(2) 


-+-  A''«->/i.-l5  -h  k^'^Pn,  —  O. 


Lorsqu'on  veut  multiplier  les  racines  d'une  équation 

9(5)  — o 

par  ky  ou  lorsqu'on  veut  obtenir  sa  transformée  en  kz^  il 
suffit  donc  de  multiplier  respectivement  les  différents  termes 
de  la  proposée  par  les  puissances  successives  A-*,  A:*,  A**,  . . ., 
f^m-\^  fçm^  dg  manière  que,  dans  chaque  terme,  la  somme 
des  exposants  de  k  et  de  z  soit  toujours  égale  au  degré  m  de 
r  équation. 

Quand  on  a  trouvé  les  racines  de  la  transformée,  il  faut  les 
diviser  par  k  pour  avoir  celles  de  la  proposée. 

1058.  Le  c^s  de  la  division  est  compris  dans  celui  de  la 
multiplication. 
En  effet,  diviser  les  racines  d'une  équation  par  la  quantité 

constante  A-,  c'est  les  multiplier  par  j-  On  a  alors,  pour  la 

transformée  (  1057  ) , 


Pm 


r" 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  229 

OU,  en  multiplianf  par  A"', 

Lorsqu*on  veut  diviser  les  racines  d'une  équation  9(5)  =  o 
par  ky  il  faut  donc  multiplier  respectis^ement  les  différents 
termes  de  la  proposée  par  les  puissances  successives  Ar'",  ^'"-*, 

irni—t  l-x     10 

Transformée  en  —  ^. 

1059.  On  a  souvent  besoin  de  former  une  équation  dont  les 
racines  soient  celles  de  l'équation  donnée  ^(s  )  =r  o,  changées 
de  signes,  c'est-à-dire  multipliées  par  —  i. 

Il  suffît,  pour  obtenir  cette  transformée  9(—  z)  =0,  qu'on 
appelle  la  transformée  en  —  3,  de  supposer  dans  ce  qui  pré- 
cède (  1057)  /  =z:  -  i . 

On  a,  dans  cette  hypothè^e, 

(—   l)*"  Cp(—  z)   —  Z'"'-py  C'"-» 

Si  m  est  pair,  (— 1)"  izzi,  et  le  premier  terme  de  la  trans- 
formée est  5'".  Si  m  est  impair,  (— i)'"=z  — i,  et  il  faut  (ce 
qui  est  permis)  changer  les  signes  de  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  de  la  transformée,  pour  que  son  premier  terme 
reste  toujours  z'". 

La  règle  pratique  est  donc  celle-ci  : 

Pour  obtenir  le  premier  membre  de  la  transformée 

9( —  z)  3=  o, 

il  suffit  de  changer  dans  9(5)  les  signes  des  termes  de  degré 
impair  lorsque  m  est  pair,  et  les  signes  des  termes  de  degré 
pair  lorsque  m  est  impair  (o  est  un  nombre  pair).  De  cette 
manière,  le  premier  terme  est  toujours  5'"  dans  la  proposée 
et  dans  la  transformée. 
Soit  l'équation 

z    —  o  Z     —t"  o  Z'  — "~  "y   O. 

La  transformée  en  —  z  est 


w 
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Soil  réqiiation 


-H  8  r-  o. 


La  transformée  en  —  3  est 


z'*—  -v'h-  iZ-—  S  :     O. 

Ramener  les  coefficients  d'une  équation  à  la  forme  entière, 
en  conservant  Tunité  comme  coefficient  du  premier  terme. 

1060.  C*est  encore  un  cas  parliculier  de  la  première  trans- 
i'ormalion  (1057).  Il  suffit  de  refTecluer  d'après  la  règle  indi- 
(|uée,  en  laissant  le  multiplicateur  k  indéterminé.  Il  ne  reste 
ensuite  qu'à  fixer  sa  valeur,  aussi  simplement  que  possible. 
pour  que  tous  les  dénominateurs  qui  entrent  dans  les  diffé- 
rents coefficients  de  Téquation  donnée  disparaissent. 

Soit,  par  exemple,  l'équalion 


-3        /  «.s 
•2 


3  5 


La  transformée  /'"  9  /  ^  j  :i .  o  est  (  1057) 

5»— -^3*-+-  ■  ~z r- 


'2 


O. 


La  plus  petite  valeur  à  donner  à  A  est  alors  évidemment  i4, 
en  raison  des  deux  premiers  dénominateurs  qui  sont  premiers 
entre  eux.  A'  contiendra,  par  suite,  le  facteur  2',  et  le  dernier 
dénominatenr  disparaîtra  a  fortiori. 
La  transformée  sera  finalement 

5'—  4i»-''4-  84=  —  3'|3o  —  o, 

et  il  faudra  diviser  ses  racines  par  i4  pour  avoir  celles  de  la 
proposée. 


Diminuer  d'une  quantité  constante  les  racines  d  une  équation  donnée. 

1061.  Soit  Téquation  quelconque  du  w'*"«  degré  (p(3)  — o, 
(|ue  nous  prendrons  cette  fois  sous  la  forme  plus  générale 
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La  iransformée  en  u  doit  avoir  pour  racines  celles  de  la 
proposée  diminuées  d'une  quantité  constante  h  [on  doit  alors 
supposer  a  =  i ,  a'  =:  o,  6'  —  i  et  6  —  —  /?,  dans  la  formule  (  i  ) 
(lu  n^  1055].  On  aura  donc 

«=13  —  fi  01  3  :-     //  -4-  //, 

«Je  sorte  que  l'équation  de  la  transformée  sera 

©  (  w  -h  A  )  =  o 

ou,  en  conservant  le  même  symbole  pour  les  nouvelles  ra- 
cines, 

9(3  -h  /l  )  rr:  O. 

En  développant  par  la  série  de  Taylor  (967)  et  en  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  de  z  (684),  la  transformée  aura 
pour  expression 


?'(/o. 


1 

(0    . 

1.2  1 .  '2 .  i) . . .  /n 


Il  reste  seulement  à  déterminer  les  coeflicients  9(^)»9'(^)> 

'i{h)y Pour  cela,  on  peut  diviser  par  le  binôme  z-^h^ 

d'après  la  règle  connue  (102i-),  les  polynômes  9(2),  (p'(2), 

9'(3), Le  reste  auquel  on  parvient  dans  chaque  division 

est  le  résultat  de  la  substitution  de  A  à  la  place  de  z  dans  le 
))olynôme  dividende. 

Soit,  par  exemple,  Téquation 

©(3)  =  is* —  73' —  83-4-  53  —  1  =  0, 

'iont  on  veut  diminuer  de  3  toutes  les  racines. 
On  aura,  comme  transformée, 

<p(.  +  3)=9(3)  +  î^=-HÎ^^^' 

?'(3)..  ,     r(3)    .,_ 


Z' 


1 .2.3^    '    1 .2.3.4" 
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La  sérié  des  opérations  esl  la  suivante  : 

?(-) 3         .. .Q^    J5       . 


-S  —  3                     5  —  3 

4' 

9'(5)   85»-2i5»-i634-5   o^.  .  5^ 

f(z)            243»    425    l6    ^,.  ,  2^  .    74 

(p'^(s)   483  —  42        102 

3    3       3    3      ^^  '  3    3' 

16 

3   3 

• 

9«^(5)    48    2.1.2.3.4 

m^             0      ^  "    0          «>  '"    0 

On  a  donc 

9(3)  =  -85,        9'(3)-_-z-i6,        9'(3)^74, 
9*'(3):-io2,        9"(3) -=  2. 1 .2.3.4. 

Par  suite,  la  transformée  cherchée  est,  en  renversant  l'ordre 
des  termes  et  en  tenant  compte  des  dénominateurs, 

9(3  H-  3)  =  2  3^-1-  173^-1-  373*—  163  —  85  —O. 

D'une  manière  générale,  quand  on  a  les  racines  de  la  tran>- 
forméo,  il  faut  les  augmenter  de  h  pour  avoir  celles  de  U\ 
proposée. 

1062.  Si  Ton  veut  augmenter  de  h  les  racines  de  la  propo- 
sée, au  lieu  de  les  diminuer  de  la  même  quantité,  il  suffit  évi- 
demment de  remplacer  h  par  —  h  dans  tout  ce  que  Ton  vieni 
de  dire.  L'équation  de  la  transformée  est  immédiatement 


9(3  -  A)  ^  9(-  h)  4-  ?-^— ^  3 


o'(-/0.. 


1 .2 


. .  .-f- 


9'"  (—A) 
.j  3 

I  .  2  .  J  .  .  .  /7I 


m 


O. 


Faire  disparaître  an  terme  quelconque  d'une  équation. 

1063.  Cette  question  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  pré- 
cédente. 

Supposons  qu'on  diminue  les  racines  de  Téquation  (1)  [1061 1 
d'une  quantité  A,  que  nous  laisserons  d'abord  indéterminée. 
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La  transformée  sera  Téquation  (2)  du  même  numéro»  c*esl- 
à-dire 

Pour  faire  disparaître  un  terme  quelconque  de  celte  trans- 
formée [sauf,  bien  entendu,  celui  qui  contient  g  à  la  plus 
haute  puissance  et  dont  le  coefficient  est  constant  (325)],  on 
n'a  qu*à  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  ce  terme,  qui  est  une 
fonction  de  A,  et  à  trouver,  à  l'aide  de  l'équation  ainsi  obte- 
nue, la  valeur  à  donner  à  cette  indéterminée. 

Si  l'on  veut  faire  disparaître  le  terme  en  2"*-*  ou  le  deuxième 
terme  de  Téquation  quand  elle  est  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  s,  on  n'a  qu'à  poser 

équation  du  premier  degré  en  /i,  qiii  ne  donnera  qu'une 
seule  valeur  pour  cette  indéterminée.  Ainsi,  il  n'y  a  qu'une 
seule  manière  de  faire  disparaître  le  deuxième  terme  d'une 
équation . 
Pour  faire  disparaître  le  troisième  terme,  il  faut  poser 

cp"«-*(/i)  — o. 

C'est  une  équation  du  second  degré  en  /?,  de  sorte  que,  par 
deux  transformations  différentes,  on  peut  remplacer  une 
équation  donnée  par  une  autre  qui  n'ait  plus  de  troisième 
terme.  Et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  le  nombre  des  substitutions  répondant  à  la 
question  augmente,  à  mesure  que  l'on  considère  dans  la  pro- 
posée des  termes  plus  éloignés. 

Enfin,  si  l'on  veut  faire  disparaître  le  dernier  terme  ou  le 
terme  constant  de  la  transformée,  il  faut  poser 

9(/i)  =  o, 

équation  toute  pareille  à  la  proposée  et  qui  n'en  diffère  que 
par  la  substitution  du  symbole  A  à  la  place  de  z. 

La  raison  de  ce  fait  est  évidente.  Lorsque  le  terme  con- 
stant manque  dans  une  équation  algébrique,  elle  admet  une 
racine  nulle.  La  quantité  dont  on  diminue  les  racines  de  la 
proposée  doit  donc  être  égale  à  l'une  quelconque  d'entre 
elles  et,  par  suite,  l'équation  de  condition  9(A)  =  o  ayant  les 
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mêmes  racines  que  la  proposée  doil  se  confondre  avec  elle 
(1018). 

1064-.  Supposons,  en  particulier,  qu'on  veuille  faire  dispa- 
raître le  deuxième  terme  de  Téquation 

0(5)  =  Ao3'«  -h  A,  3'"-'  H-  A,  :;'"-- -f- . . .  -h-  A,„_,  :;  -h  A,„=i.  o. 

Comme  nous  venons  de  le  dire  (  1063),  11  faut  poser 

9'"-»(/i)  — o. 

Or  on  a  (32i),  en  simpiitiant, 

9"»-«(A)  — mAo/' 4-  Vi  — o, 
e!  il  en  résulte 

h--  — 


^, 


mAo 

Par  conséquent,  pour  faire  disparailre  le  deuxième  terme 
d'une  équation  quelconque,  il  suffit  de  diminuer  les  racines 
de  la  proposée  du  quotient,  changé  de  signe,  du  coefficient 
du  deuxième  terme  par  le  coefficient  du  premier  multiplié 
par  le  degré  de  l'équation. 

Quand  on  aura  trouvé  les  racines  de  la  transformée,  ou 

devra  les  augmenter  de ^  pour  obtenir  celles  de  la  pro- 

posée. 

La  règle  qu'on  vient  d'indiquer  et  qu'on  a  souvent  à  appli- 
quer concorde  avec  les  relations  connues  (1036)  qui  existent 
entre  les  coefficients  d'une  équation  et  ses  racines.  Car,  si 

l'on  diminue  chacune  des  m  racines  do ^-^j  on  diminue 

m  Ao 

\, 
leur  somme  de  —  -r-,  c'est-à-dire  de  sa  propre  valeur;  celte 

somme  est  donc  annulée  et,  puisqu'elle  représente  en  valeur 
absolue,  dans  toute  équation,  le  quotient  du  coefficient  du 
deuxième  terme  par  le  coefficient  du  premier,  le  deuxième 
terme  disparaît  alors  forcément  dans  la  transformée. 

Si  Ton  veut,  par  exemple,  se  débarrasser  du  deuxième 
terme  relativement  à  l'équation  générale  du  troisième  degré 
mise  sous  la  forme 

5*  4-  /^i  3-  4-  />î  V  -i-  /?3  —  o, 
il  faut  diminuer  ses  racines  de  la  quantité  —  ^* 
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1065.  Plusieurs  leniies  peuvent  disparaître  ensemble,  si 
les  valeurs  des  coefUcients  de  l'équation  s'y  prùtent. 

Le  deuxième  et  le  troisième  terme,  par  exemple,  disparaî- 
Iront  à  la  fois,  si  la  valeur  de  h  satisfait  en  même  temps  aux 
deux  équations 

(p«'-»(/i)  =  o,        cp'"-*(/n  —  o, 

dont  Tune  est  du  premier  degré  en  h  et  l'autre  du  second 
degré. 

De  la  première  équation,  on  déduira,  comme  précédem- 
ment (106&),  la  valeur 

m  Ao 

i|u  ou  n'aura  plus  qu'à  substituer  dans  la  seconde,  pour  obte- 
nir, entre  les  coefficients  de  la  proposée,  l'équation  de  con- 
dition nécessaire. 
Cette  seconde  équation  o"'-'(h)  =  o  est  (324.) 

/«  (  w  —  I  )  (  m  —  *>  ) . . .  3  Ao  /<^ 
-\-(ni  —  \)  (m  —  vi) .  . .  1 A , /i  4-  ( /?i  —  2)  ( m  —  3 )...•«.  I  As  =1  o 

ou,  en  simplifiant, 

-  m{m  —  I  )  Ao  A-  -1-  (  /w  —  I  )  A 1 A  -H  A  2  -  o. 

La  substitution  indiquée  conduit  alors  à  l'équation  de  con- 
dition 

.         (/n-i)Af 


S 


•>.  m  Ao 


entre  les  trois  premiers  coefficients  de  la  proposée,  équation 
de  condition  qui  doit  être  satisfaite  pour  que  la  disparition  du 
deuxième  terme  entraîne  celle  du  troisième. 

1066.  Il  faut  remarquer  avec  soin  que  l'on  ne  peut  pas,  en 
essayant  de  faire  disparaître  successivement  tous  les  termes 
intermédiaires  du  premier  membre  d'une  équation,  la  rame- 
ner à  la  forme  binôme  {Alg.  élém,,  218). 

En  effet,  chaque  opération  de  ce  genre,  tout  en  faisant  dis- 
paraître le  terme  qu'on  veut  éliminer  en  l'effectuant,  fait  né- 
cessairement reparaître  le  terme  que  l'opération  précédente 
avait  supprimé. 


a36 
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il-' 


»:"• 


ii'i".  / 


t'. 


Prenons,  par  exemple,  une  équation  telle  que 

Z"^  -h  Pt  3'»-*  ■+-  /?j  3'"-'  -h     .  .  =  G, 

dont  on  ait  déjà  fait  disparaître  le  deuxième  terme.  Pour 
faire  disparaître  maintenant  le  terme  en  s'»-',  il  faut  former 
la  nouvelle  transformée  en  3 -h  A  (1061),  et  donner  à  A  la 
valeur  convenable  (1063).  Or  on  a  directement  pour  celte 
transformée 


c'est-à-dire,  en  développant  et  en  ordonnant, 


^m 


mim  —  i)  , 


1 .2 


Pt 


z 


m-\ 


m  {m  —  I )  ( m  —  2) 

1.2.3 

-h  (m  —  2)/?, A 
Pt 


h^ 


-m -3 


-h...-^ 


La  valeur  de  h  qui  fait  alors  disparaître  le  terme  en  5'^-* 
étant,  comme  on  le  voit,  différente  de  zéro,  le  terme  en  3'"-' 
reparaît  nécessairement  si  celui  en  s*"-'  disparaît. 

Former  une  équation  dont  les  racines  soient  les  inyerses 
de  celles  d'une  équation  donnée. 


1067.  Soit  l'équation  quelconque 


(0 


\  9(3)3=  Ao3'"-h  Ai3"*-'  H-  A,3"'-«-i-... 

4 

[  -+-  A/ri— 13    -\-  Afn—i  Z  -{-  A/,|  '-"^  O. 


La  transfoi*mée  en  u  doit  avoir  pour  racines  les  inverses 
des  racines  de  la  proposée  [on  doit  supposer  alors  «=0, 
6=zi,  a'=i,  b'  —  o,  dans  la  formule  (i)  du  n^  1055].  Nous 
aurons  donc 


u  ^n  - 


et 


*>  —  -  » 
u 


de  sorte  que  l'équation  de  la  transformée  sera 

©(  —  )-=:  o 

OU,  en  conservant  le  même  symbole  pour  les  nouvelles  ra- 
cines, 


?(î)=- 
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I 


(]etle  transformée  est  donc,  en  remplaçant  z  par  -  dans  Té- 
quation  (i), 

En  supposant  z  différent  de  zéro,  multiplions  les  deux  mem- 
bres par  z"*  et  renversons  Tordre  des  termes. 
Nous  aurons  finalement 

Oh  obtient  donc  /a  tratisjormée  en  -  en  échangeant  dans 

la  proposée  les  coefficients  des  termes  également  éloignés  des 
extrêmes. 


1068.  On  peut  étendre  ici  la  portée  d*une  remarque  faite 
déjà  en  Algèbre  élémentaire  {Alg.  élém.,  2^3),  relativement 
aux  équations  du  second  degré. 

Il  peut  arriver  que,  dans  l'équation  (i)  [1067],  les  modules 
(les  n  premiers  coefficients  Aq,  A^,  A|,  . . .,  A,«.|,  deviennent 
nuls.  Cette  équation  s'abaisse  alors  au  degré  m  —  /i  et  devient 


.,  \  A«5'«-'-'H-  \ 


n-k-l** 


^m—n— 1 


(i  bis)  . 

de  sorte  qu'elle  semble  perdre  n  racines. 

Quant  à  Téquation  (2)  [1067],  elle  reste  du  degré  m;  mais, 
ses  derniers  termes  disparaissant,  on  peut  mettre  z"^  en  fac- 
teur dans  le  second  membre,  et  Ton  a 

5'«<p^i^=::;»(A,„s'«-«4-A,„-,3'«-«-» 

4-  A,„_,4;"»-"-«-h  .  .  .  -r  A„+,:î  -h  A„)  z^  O. 

La  transformée  en  -  admet  donc  alors  n  racines  nulles  et,  si 

z 

on  les  supprime,  on  a,  en  concordance  avec  Téquation  (1  bis)^ 

+  A,„_,5'"-''-'+...  +  A„+,5-+-  A„=  o. 


1 
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Mais,  aux  n  racines  nulles  (ou  de  modules  nuls)  suppri- 
mées dans  la  transformée,  correspondent  nécessairement  n 
racines  infinies  (ou  de  modules  infinis)  de  la  proposée. 

On  voit  donc  que  /e  nombre  des  termes  du  degré  le  plus 
élevé  qui  disparaissent  dans  une  équation  algébrique  quel- 
conque marque  le  nombre  des  racines  infinies  qui  sUnlro- 
duisent  en  même  temps  parmi  celles  de  la  proposée, 

1069.  Cherchons  encore  la  transformée  en  —  -  de  Téqua- 

tion  9(z)  =0  [on  doit  alors  supposer  a=:o,  6  — —  i,  a' :^\, 
^'=ro,  dans  la  formule  (1)  du  n°  1055].  On  aura 


U  ^ZL  — 


et 


I 

—  > 


de  sorte  que  la  transformée  sera 


9    — 


-—  o 


u 


ou,  en  conservant  le  même  symbole  pour  les  nouvelles  ra- 


cines, 


I 


—  G. 


Il  suffit  donc  (le  changer,  comme  on  pouvait  le  prévoir, 
5  en  — z  dans  Téquation  (2)  du  n*»  1067,  et  de  se  rappeler  ce 
que  nous  avons  dit  (1059)  sur  la  transformée  en  —  ;;  d'une 
équation  9(5)  =:o. 

On  a,  pour  équation  de  la  nouvelle  transformée, 


(,)((-  -)'"  9  (-  M  -  V,„(-  zy-  ^  \,„_,  (~  z  )'"->  -4-  . . . 
(  -h  Ai(— :?) -h  Ao— o. 

Suivant  que  m  sera /»air  ou  impair,  on  devra  changer  dans 
le  second  membre  les  signes  des  termes  de  degré  impair  ou 
pair,  de  sorte  que  le  premier  terme  du  second  membre  aura 
toujours  le  signe  -h,  et  que  le  facteur  (—3)"*  du  premier 
membre  sera  toujours  remplacé  par  s'".  On  aura  donc  finale- 
ment, pour  la  transformée  cherchée, 


Igm 


9 


(-0 


m-\ 


- -^  .  .  .~h  \iZ- 1^  \iZ  dz  \q :^  o. 
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Théorie  des  équations  réciproques. 

1070.  La  transformation  qu'on  vient  d'établir  conduit  natu- 
rellement à  l'étude  des  équations  réciproques, 

11  peut  arriver  que,  pour  une  équation  donnée  9(2)  =  0,  les 
deux  équations 

(p(5)  =  o        et        3'«9K)  — o    [1067] 

aient  les  mêmes  racines. 

Lorsqu'il  en  est  ainsi,  Inéquation  proposée  admet  aussi  pour 
racines  les  im^erses  de  ses  racines  (1067),  c'est-à-dire  que  ses 
racines  sont  tellement  distribuées  que,  à  chacune  d'elles,  ré- 
pond son  inverse  [si,  à  ^,  répond  d'une  manière  générale 

I  II  1  I         ^ 

->  pour  ^  =  a,  on  a  ~  =  -  ;  et,  pour  5  =  -  >  on  a  -  =:  a  J. 

z  m       Cl  a  z 

Une  pareille  équation  est  dite  aficiPROQUK. 

1071.  Cherchons  la  condition  pour  qu'une  équation  algé- 
brique quelconque  de  degré  m  soit  réciproque, 

Léquation  donnée   9(5)1=0   et   l'équation  aux  inverses 

z'^ ^l-\  =zo  étant  supposées  avoir  les  mêmes  racines,  leurs 

premiers  membres  ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur 
constant  (1018).  On  doit  donc  avoir  identiquement,  en  dési- 
gnant  par  >.  une  constante  appropriée. 


p(5)  — Xc'^^pQj 


(1)  o 

ou 

A»5'"  -+-  Al  3'"->  -h  Ajs"'--  4- ...  H-  A,„ 

=  >.  A;,,  3'«  4-  X  A,„_i  -'"-^  -+-  À  A;,4-2  3'"  -2  4- ...  -H  X  Ao. 
H  en  résulte 

A/w—j  ^=  A  Aj,         A,|,— 1  :=  A  Al ,         A,„  ^=  A  Ao, 
c'est-à-dire,  en  rapprochant  les  égalités  extrêmes, 

-^=X=i,        d'où        X-:=i         et        l~jzy. 


1^; 


s»  . 
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On  a,  par  suite, 

Ainsi,  d'une  manière  générale,  dans  toute  équation  réci- 
proque, les  coejjficients  des  termes  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes doivent  être  égaux  et  de  même  signe  oc  égaux  et  de 
signes  contraires. 

Dans  le  cas  de  m  impair,  le  premier  membre  de  l'équation 
renferme  un  nombre  pair  de  termes  dont  les  coefficieDls 
peuvent  se  correspondre  deux  à  deux.  Mais,  dans  le  cas 
de  m  pair,  le  premier  membre  de  Téquation  renferme  un 
nombre  impair  de  termes»  de  sorte  que  le  coefGcient  du 
terme  du  milieu  n*a  pas  de  correspondant.  Si  Ton  pose 
m=z2n,  ce  coefficient  est  A«,  et  Ton  doit  alors  avoir 

A/»=±  A„. 

L'hypothèse  X  =  —  1  exige  donc  qu'on  ait  A«i=  o. 

Nous  devons,  par  suite,  ajouter  à  Ténoncé  ci-dessus  que  si, 
dans  une  équation  réciproque  de  degré  pair,  les  coefficients  à 
égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traireSy  le  terme  du  milieu  manque. 

1072.  Ou  peut  ramener  toutes  les  équations  réciproques  à 
un  type  unique. 

Remarquons  que  les  racines  égales  à  +1  ou  à  —  1  sont  à 
elles-mêmes  leurs  propres  inverses,  et  n*ont  pas  de  racines 
correspondantes  ou  conjuguées.  Et  c'est  en  raison  de  ce  fait 
qu'il  peut  exister  des  équations  réciproques  de  degré  impair. 
Au  contraire,  les  racines  h-  t  et  —  i  se  correspondent. 

Cela  posé,  admettons  que  l'équation  (p(;!)  =  o  n'admette 
aucune  racine  égale  à  -h  i  ou  à  —  i,  et  reprenons  Tidentilé 
du  numéro  précédent 


(i) 


(p(5):^X5'?(pQj 


Faisons  d'abord  z  =  1  dans  cette  identité.  Il  viendra 

c'est-à-dire,  9(1)  étant  différent  de  zéro  d'après  Thypothèse 
adoptée. 
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Si  Ton  fait  maintenant  g  =—  i  et  X  :==  i  dans  la  même  iden- 
lilé,  on  a 

c'est-à-dire,  <p(—  i)  étant  aussi  différent  de  zéro, 

ce  qui  exige  que  m  soit  pair. 

Donc,  lorsqu'une  équation  réciproque  n'admet  aucune  ra- 
cine égale  à  ±:  I,  elle  est  de  degré  pair  et  l'on  ne  peut  con- 
server que  la  valeur  }.  =:  4-  i,  de  sorte  que  les  coefficients  des 
termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  deux  à  deux  égaux 
et  de  même  signe. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  (^{z)  =  o  possède  des 
racines  égales  à  ±:  1  et  qu'on  mette  ces  racines  en  évidence. 
On  pourra  écrire 

cp(5)  =  (:?-<- 1)^(5 -h  i)V(5)- 

L'équation /(^ 3)  :^o  n'aura,  par  hypothèse,  aucune  racine 
égaie  à  -h  i  ou  à  —i,  et  elle  renfermera  les  autres  racines, 
conjuguées  deux  à  deux,  de  l'équation  0(2)  =  0,  supposée 
réciproque.  L'équation /(a)  =  0  sera  donc  elle-même  réci- 
proque, et  elle  remplira  alors  les  conditions  que  nous  venons 
de  trouver. 

Or  il  est  toujours  facile,  lorsqu'on  a  à  résoudre  une  équa- 
tion réciproque,  de  la  débarrasser  préalablement  des  racines 
égales  à  Tunité  qu'elle  peut  admettre.  On  voit,  en  effet,  im- 
médiatement, si,  en  substituant  -M  ou  —  i  dans  le  premier 
membre  de  Téquation,  on  obtient  un  résultat  nul;  et,  dans 
Taflirmative,  on  n'a  qu'à  diviser  ce  premier  membre  par  z  —  1 
ou  V  -h  I  pour  supprimer  la  racine  correspondante  (1017). 

//  est  donc  permis  de  ne  considérer,  au  point  de  vue  de  leur 
résolution,  que  les  équations  réciproques  de  degré  pair  et 
dont  les  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  même  signe. 

C'est  ce  que  nous  allons  faire. 

1073.  Les  équations  réciproques,  dont  on  vient  de  déter- 
miner le  type,  sont  toujours  susceptibles  d'abaissement^  c'est- 
à-dire  que  leur  résolution  peut  se  ramener  à  celle  d'une 
équation  de  degré  moindre.  C'est  là,  au  point  de  vue  algé- 
brique, une  propriété  très  importante,  et  sur  laquelle  nous 
reviendrons. 
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Soit,  actuellement,  l'équation  réciproque  de  degré  pair, 
dont  les  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  même  signe, 


(0 


ê 

{      -h  A,,-^'*^-. . .-+-  Ats*-h  A,5  -+-  Ao— o. 


Les  racines  de  cette  équation  se  partageront  par  couples, 

tels  que  «et  -»  p  et  -^j  y  et  ->  — 

oc  p  y 

On  peut  alors  ramener  sa  résolution  à  celle  d'une  éguation 
de  de^ré  n  oude  degré  moitié,  en  posant 


(2) 


-  =  //; 


car,  à  deux  valeurs  réciproques  de  z  Melles  que*  a  et  -  j> 

correspondra  toujours  une  seule  valeur  la-\ — j  de  «. 

11  s*agit  de  former  l'équation  en  u,  c'est-à-dire  d'éliminer^ 
entre  les  équations  (i)  et  (a).  C'est  à  quoi  l'on  peut  arriver 
très  simplement  comme  il  suit. 

Rapprochons,  dans  l'équation  (i),  les  termes  de  mêmes 
coefficients,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  z" 
(quantité  supposée  différente  de  zéro).  Nous  aurons 


(3) 


JAo(.«-|-^;^)4-A.(.--^^„l-,) 


/ 


V 


-«  -2 


H- . . .  -t  A^  -   o, 


et  il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  en  fonction  de  u  chacun  des 
binômes 

<*»  <«r  «r 

Or  on  a,  d'une  manièi*e  générale, 


(" 


-.*'•' 


^A-4-l 


1 


-A+l 


Ji-l 


^A-l 


On  en  déduit,  en  remplaçant  par  //  le  facteur  x;  h-  -  du 
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premier  membre, 


(4) 


*»  — i — 

4t 


i^  =  (=•*?)"-(»*--. i) 


Cette  formule  résout  la  question,  puisqu'elle  donne  la  va- 
leur d'un  binôme  quelconque,  lorsqu'on  connaît,  en  fonction 
de  Uy  les  valeurs  des  deux  binômes  précédents.  Nous  aurons, 
en  partant  des  deux  binômes 

5 -f-  -  =  M  et  5*  H r=2, 

z  z^ 

et  en  faisant  A:  =  i,a,  3,4»  . . .,  dans  la  formule  (4), 

5* H-  -i  =z  f^^-H  It)  "  —  (s-* H-  ;:3  )  "  M*—  5«»-4-  5//, 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a),  on  voit  que 
I  équation  (i)  est  bien  ramenée  à  une  équation  en  u,  de 
degré  n.  Une  fois  celte  équation  en  u  résolue,  les  valeurs 

de  z  sont  données  par  la  relation  générale  ;;+-;=</,  c'est- 

z 

à-dire  par  l'équation  du  second  degré 

(5)  5* —  W5-4-I:=0, 

dont  le  produit  des  racines  est,  pour  chaque  valeur  de  //  et 
comme  cela  doit  être,  égal  à  l'unité.  On  a 


_  w^v^i/»— 4 

z  — • 

2 

Les  n  valeurs  de  u  conduisent  ainsi  aux  an  valeurs  de  z.  Si 
les  n  valeurs  de  u  sont  u^,  £/,,  //„  . . .,  £/«-!>  on  peut  mettre 
(1017)  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  sous  la  forme 
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r.^ 


> 


On  rencontre  en  Analyse  de  nombreux  exemples  d'équa- 
tions réciproques  [Alg.  élém.,  268,  4°). 

1074.  Les  racines  d'une  équation  9(2)  =  o,  au  lieu  d'être 
simplement  réciproques,  peuvent  être  réciproques  et  de  signes 
contraires.  A  une  racine  z  z=za  répond  alors  une  autre  racine 

-^ 9  et  le  produit  des  racines  conjuguées,  au  lieu 


z 


d'être  égal  à  i,  est  égal  à  —  1. 

Nous  allons  présenter  succinctement  la  théorie  de  ces  équa- 
tions réciproques  de  seconde  espèce,  tout  à  fait  analogue  l\ 
celle  des  équations  réciproques  ordinaires. 

L'équation  donnée  admettant  les  mûmes  racines  que  la 

transformée  en  —  -»  on  devra  avoir  identiquement  (1009) 


(0 

ou 


9(-)  =  >'-'"?(-^) 


4- A,,,_,3-hA 


A(i  Z     ~j~  A|  Z         ~x~  A  j  3  "T"  •  •  •  ~T~  /»  /u  —  i  ^ 

iii>.A,3»zpXA,:;±:XAo, 
c'est-à-dire 


Aq  —  aA/im  Al  — : —  AA;;i_i,  Aj     -  /A;„_j,  .  . 

A//I— 1  ^=it  AAj,  A„i— i  ^:^  ^i  A  Aj,         Af„  - — di/A,,. 

Il  en  résulte,  en  rapprochant  les  égalités  extrêmes. 


w 


—  / 1-  - 


m 


I 


ou 


l^  ^  ±  I 


On  a  donc  les  deux  solutions 


et 


>.  -  ±:  i. 


La  première  conduit  aux  conditions 

Ao^^=— A,;,,         A|=^^zA,M_i,         A2  ^-^  —  A„i_i, 
la  seconde,  aux  conditions 
Ao  — ±:iA„„         Ay  —  qziAfft-i,        A,  =:±:  «A;n«i, 


•  y 


Mais  on  peut  ramener  aussi  les  équations  considérées  à  un 
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type  unique  (1072),  en  rennarquant  que  les  seules  racines  qui 
puissent  se  correspondre  à  elles-mêmes  sont  données  par  la 
relation 

3  ~  —  -        ou        3*  :n  —  I ,        c'cst-à-dirc        5  =  ±  /. 

Admettons  donc  que  Téquation  9(2)  =  0  ne  possède  aucune 
racine  égale  à  -h  f'  ou  à  —  «,  et  reprenons  l'identité 


(0 


9(5)1-^5"' 9^-^) 


I  i 


En  y  faisant  z—  -h  /,  on  a,  puisque  —  -  —  —  —  —  -i-  /, 

(2)  9(e)  =  >(0'"<p(0; 

en  y  faisante—  -£*,  on  a  également,  puisque =  =  1  =  —  h 

(3)  cp(-£)=.X(-0"'?(-0. 

<p(«)  et  9(—  0  sont  différents  de  zéro  par  hypothèse.  Il  vient 
donc,  en  multipliant  membre  à  membre  les  relations  (2)  et  (3) 
et  en  simplifiant, 

I  =  À» (~ /«)'»  — X«        ou        X  =  zbi. 

Si  l'on  remplace  maintenant  X  par  celte  valeur,  dans  la  rela*- 
lion  (2)  par  exemple,  on  a 

9(0r=:±(0'"9(0        ou        i"'  =  ±i\ 

ce  qui  exige  (826)  que  m  soii  pair. 

Par  suite,  lorsque  Véquation  réciproque  de  seconde  espèce 
ne  renferme  aucune  racine  -\-  i  ou  —  1,  la  solution  X  izr  ±:  * 
n'existe  pas;  l'équation  est  de  degré  pair  et  les  coefficients  des 
termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  alternàtitement 
égaux  et  de  même  signe  ou  égaux  et  de  signes  contraires» 

Supposons  maintenant  que  l'équation  9(^)  =  o  admette  des 
racines  h-  /  et  —  «,  et  mettons-les  en  évidence  en  écrivant 

L'équation  /(s)— o  n'aura,  par  hypothèse,  aucune  racine 
égale  à  -h  «  ou  à  —  /,  et  elle  renfermera  les  autres  racines, 
conjuguées  deux  à  deux,  de  l'équation  9(3)  =  0,  supposée  ré- 


» 


n 
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ciproque  de  seconde  espèce.  L'équation  /{z)z=o  sera  donc 
elle-même  réciproque  de  seconde  espèce,  et  elle  remplira 
alors  les  conditions  que  nous  venons  d'énoncer. 

Or  il  est  toujours  facile  de  débarrasser  préalablement  l'é- 
quation considérée  des  racines  ±:  i  qu'elle  peut  avoir.  En  sub- 
stituant 4-1  ou  ~  i  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  on 
voit  facilement  (826)  si  le  résultat  est  nul;  et,  dans  l'affirma- 
tive, on  n'a  qu'à  diviser  ce  premier  membre  par  z  —  i  ouz-hi 
pour  supprimer  la  racine  correspondante  (1017). 

Au  point  de  vue  de  leur  résolution,  il  est  donc  permis  de  ne 
conserver,  parmi  les  équations  réciproques  de  seconde  espèce  y 
que  celles  qui  sont  de  degré  pair  et  dont  les  coefficients  égale- 
ment  éloignés  des  extrêmes  sont  alternativement  égaux  et  de 
même  signe  ou  égaux  et  de  signes  contraires. 

Le  type  de  ces  équations  est 


(4) 


Az*«-4_A     -2«— l.i_  A     ^î«— î   t.  A     *îw  — 3_;_  «A     t»   •_ 


'  Aji  Z'  -T~  Aj  Z    —  /\|  S  ~T—  Aq  —  O. 


Si  l'on  pose 

(5) 


z —u. 


chaque  couple  de  racines  conjuguées  [a  et )  conduit  \\ 

une  seule  valeur  (a j  de  e/.  En  éliminant  z  entre  les  équa- 
tions (4)  et  (5),  on  obtiendra  une  équation  en  u  de  degré 
moitié  ou  de  degré  n. 

Rapprochons  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (4)  les 
termes  également  éloignés  des  extrêmes,  après  avoir  divisé 
par  s*»  les  deux  membres  de  l'équation.  Il  viendra 


(6) 


-H  A,  ^5'—  +  ^)  +  A,  (z-^  -  —^  + . . .  =  o. 


Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  calculer  en  fonction  de  u  les  bi- 
nômes 


~ii 


JL,    ,»-. 


-«— l 


■*-  Tn-%' 


ftl  —  Z 


-»— l 


•   •   •  » 
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OÙ  les  signes  -h  et  —  alternent.  Pour  cela,  nous  aurons  re- 
cours à  la  relation  générale 


(='- i)(= -;)-="■ 


OÙ  Ton  doit  prendre  ensemble  les  signes  supérieurs  el  les 
signes  inférieurs.  Il  en  résulte  donc 

(7)         ^*^'  ±J^~-  {='  T-  p)  u  +  (.*-  ±  ^--i). 

En  prenant  alternativement  les  signes  supérieurs  et  les  signes 
inférieurs,  cette  formule  donne  Texpression  d'un  binomo 
quelconque  en  fonction  de  u,  à  Taide  des  valeurs  des  deux 

binômes  précédents.  En  partant  des  deux  binômes  z  —     t=^u 

ml 

el  3®4-  ~  =:2,  et  en  faisant  successivement  /  —  i,  ?.,  3,  <^,  .... 
nous  aurons 

-■+  ^,  --=  U  —  \  j  //  ~t-  (  v**  -H  —  j  —  w'  -+-  '.^ 

^^ z    —  (  S*  -h  -'-   I  //  4-  I  3=» ^  I  —  "•*  -h  5  ^/=^  -h  5  W, 


--5        \        '    -V  ;       '    \  -3 


[Il  est  évident  que  ces  binômes  sont  bien  ceux  qu'on  a  à 
calculer;  car,  le  premier  terme  de  Téquation  donnée  étant 
supposé  toujours  positif,  et  les  racines  conjuguées  deux  à 
deux  ayant  un  produit  égal  à  —  i,  le  dernier  terme  est  alter- 
nativement négatif  et  positif  dans  les  équations  successives  du 
deuxième,  du  quatrième,  du  sixième,  du  huitième,  du  dixième 
degré,  ...,  qu'on  a  à  considérer  (1036).] 

On  voit  que  Téquation  en  u  sera  de  degré  n.  Quand  on  Taura 
résolue,  les  racines  de  l'équation  en  z  seront  fournies  par  la 

relation  générale  ^  —  -  —  //,  c'est-à-dire  par  l'équation  du 


^ 
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second  degré 

(8)  Z' —  UZ  —  l:r=0, 

donl  le  produit  des  racines  est,  pour  chaque  valeur  de  u  et, 
comme  cela  doit  être,  égal  à  —  i.  On  a 


^_  i/àz  y/w*  -h  i 


Les  n  valeurs  de  u  conduisent  ainsi  aux  2n  valeurs  de  z. 


»•••■ 


r 
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CHAPITRE  V. 

PACTEUAS  PREMIERS  COxMMUNS  À  DEUX  FONCTIONS  ENTIÈRES. 
PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE.  -  RACINES 
COMMUNES  A  DEUX  ÉQUATIONS.  -  RECHERCHE  DES  DIVISEURS 
DES  FONCTIONS  ENTIÈRES  D  UNE  VARIABLE. 


Facteurs  premien  communs  à  deux  fonctions  entières. 
Plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

1075.  Soient  deux  fonctions  entières  quelconques  de  Zy 
l'une  de  degré  m,  Tautre  de  degré  «,  et  telles  que 

Z  =  Ao5'«-+-  A,5"»-^  4-  AîC'-'-h  . . .  -f-  A,„_i2  4-  A;„, 

Nous  avons  vu  (1018)  qu'on  peut  décomposer  chacune  de  ces 
fonctions  en  facteurs  premiers  de  la  forma  z  —  a,  en  nombre 
égal  à  son  degré,  et  que  cette  décomposition  ne  peut  avoir 
lieu  que  d'une  seule  manière  (lOâl). 

Il  peut  arriver,  dans  certains  cas  particuliers,  que  les  deux 
fonctions  entières  considérées  admettent  un  ou  plusieurs  fac- 
teurs premiers  communs,  et  il  est  indispensable,  dans  un  grand 
nombre  de  questions,  de  pouvoir  s'assurer  qu'il  en  est  ainsi. 

Le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers,  égaux  ou  inégaux, 
communs  aux  deux  fondions  Z  et  Z|,  c'est-à-dire  pris  avec 
leur  exposant  le  moins  élevé  dans  les  deux  fonctions,  s'ap- 
pelle par  analogie  {Arithm.,  115)  leur  plus  grand  commun 
diviseur^ 

On  voit  que  les  facteurs  indépendants  de  z  n'interviennent 
pas  dans  cette  définition.  On  devra  donc,  le  cas  échéant,  spé- 
cifier s'il  en  existe  ou  non  de  communs  aux  deux  fonctions  Z 
et  Zi. 


-??lt« 


r.s 


C.V- 


'iliO 
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1076.  Les  facteurs  premiers  des  polynômes  enliers  jouant 
absolument  le  même  rôle  que  les  facteurs  premiers  des  nom- 
bres (1020),  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique est  toute  pareille  à  celle  du  plus  grand  commun  divi- 
seur arithmélique  et  ne  présente  aucune  diffîculté. 

Soient  les  deux  fonctions  entières  Z  et  Zi,  ordonnées  suivanl 
les  puissances  décroissantes  de  z  (1075).  Supposons  Z  de  degré 
supérieur  à  Zi,  c'est-à-dire  m  >  n.  Divisons  alors  Z  par  Z|.  Il 
est  clair  que,  si  la  division  est  exacte,  Zi  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché,  puisque  tous  ses  facteurs  premiers 
sans  exception  appartiennent  à  Z.  Écartons  cette  hypothèse. 
Appelons  Q  le  quotient  de  la  division  de  Z  par  Z,,  et  repré- 
sentons le  reste  correspondant  par  %,.  Nous  aurons 


(i) 


Z  —  Z,0  -hZj. 


Nous  allons  montrer  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
Z  et  Zi  est  le  même  qu'entre  Z,  et  Z2. 

Supposons,  en  effet,  que  les  polynômes  Z  et  Z,  admettent 
tous  deux  le  facteur  premier  5  — a  et  que  p  soit  son  plus 
faible  exposant  dans  les  deux  polynômes. 

On  aura  alors 

Z  ■:--  (z  —  a)/'. A,         Z,  --{z  —  (xy.K, 

A  et  B  étant  d'autres  polynômes  entiers.  On  déduira  alors  de 

l'identité  (i) 

Z,  — (--^)A'(A  — BQ). 

Par  conséquent,  si  Z  et  Zj  admettent  p  fois  le  facteur  premier 
3  —  a,  le  reste  Z,  l'admet  le  même  nombre  de  fois.  En  d'au- 
tres termes,  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  Z  et  à  Z, 
le  sont  en  même  temps  à  Z^  et  à  Zj. 

Supposons,  réciproquement,  que  Zi  et  Z,  admettent  tous 
deux  le  facteur  z  —  a,  et  que  p  soit  son  plus  faible  exposant 
dans  les  deux  polynômes. 

On  aura 

Z,— (3  —  «)/\B,         Z^=(z^a)r.C, 

C  étant  un  polynôme  entier  comme  B.  On  déduira  alors  de 
l'identité  (1) 

Par  conséquent,  si  Z,  et  Zj  admettent  p  fois  le  facteur  pre- 
mier z  —  a,  le  dividende  Z  l'admet  le  même  nombre  de  fois. 
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Eu  d'auires  termes,  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  Z| 
et  à  Z,  le  sont  en  même  temps  à  Z  et  à  Z^. 

Les  facteurs  premiers  communs,  affectés  des  mêmes  expo- 
sants, étant  identiques  pour  les  deux  groupes  de  polynômes 
Z  et  Z|,  Zi  et  Zt»  le  produit  de  ces  facteurs  premiers  communs, 
c  est-à-dire  le  plus  grand  commun  diviseur,  est  aussi  le  même 
de  part  et  d'autre. 

La  question  étant  ainsi  ramenée  à  déterminer  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  Z^  et  de  Z^,  nous  diviserons  Zi  par  Z2.  Si 
la  division  est  exacte,  Z^  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché.  Si  Ton  trouve  un  reste  Z3,  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  celui  de  Z,  et 
de  Z3. 

On  poursuivra  la  môme  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'où 
parvienne  à  un  dernier  reste  qui  divise  exactement  le  reste 
précédent.  Ce  diviseur  exact  sera  alors  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur  et,  par  suite,  celui  de  Z  et  de  Zj. 

On  est  donc  conduit  absolument  à  la  même  règle  qu'en 
Arithmétique  {Aril/mi,,  117). 

10T7.  Les  opérations  poursuivies  auront  toujours  une  fin; 
carie  degré  des  polynômes  employés  va  constamment  en  di- 
minuant, puisque  le  degré  de  chaque  reste  est  inférieur  à 
celui  du  diviseur  correspondant,  et  que  chaque  reste  devient 
diviseur  à  son  tour. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  ne  parvient  pas  à  un  reste  qui 
divise  exactement  le  reste  précédent,  on  parviendra  nécessai- 
rement à  un  reste  de  degré  o  par  rapport  à  z,  c'est-à-dire 
indépendant  de  z  ou  constant. 

Quand  cette  condition  se  réalise,  les  deux  polynômes  don- 
nés Z  et  Zi  n'ont  aucun  facteur  premier  commun,  et  sont  dits 
premiers  entre  eujc  (Arlthm,^  118). 

1078.  Au  point  de  vue  pratique,  il  est  utile  d'effectuer  les 
calculs  de  manière  à  éviter  les  coefficients  fractionnaires. 

C'est  à  quoi  Ton  peut  toujours  arriver  en  multipliant  tous 
les  termes  d'un  dividende  quelconque  par  une  quantité  indé- 
pendante de  Zy  par  exemple  par  le  coefficient  du  premier 
terme  du  diviseur  correspondant.  De  même,  il  faut  avoir 
soin  de  simplifier  l'expression  d'un  reste,  lorsque  tous  ses 
termes  admettent  un  facteur  commun  indépendant  de  s. 


^ 
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Ces  modiOcations,  extérieures  pour  ainsi  dire,  ne  changent 
en  rien  le  plus  grand  commun  diviseur  qu'on  veut  obtenir. 

En  effet,  supposons  qu'on  ait  été  conduit  à  multiplier  le 
dividende  Z  par  un  facteur  a  et  qu'on  ait  dû  diviser  le  reste 
Z,  par  un  facteur  p,  tel  que  Z,^:  ^U. 

L'identité  (i)  [1076]  sera,  en  désignant  le  nouveau  quo- 
tient par  g,  remplacée  par  celle-ci  : 

(I  bis)  aZiirZ,74-(3U; 

et,  comme  a  et  (3  sont  des  constantes,  on  prouvera  absolu- 
ment de  la  même  manière  (1076)  que  les  polynômes  Z  et  Z, 
d'une  part,  Zi  et  U  d'autre  part,  ont  les  mêmes  facteurs  pre- 
miers communs  affectés  des  mêmes  exposants,  c'est-à-dire 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Z  et  de  Z,  est  celui  de 
Z,  et  de  U. 

Racines  commnnes  à  denz  équations. 

1079.  11  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  vient  d'expo- 
ser (1076)  que,  si  deux  équations  Z^=o  et  7.1^=^  o  ont  n  ra- 
cines communes,  égales  ou  inégales,  les  deux  polynômes  Z 
et  Zy  ont  n  facteurs  premierSy  égaux  ou  inégaux,  de  la  forme 
z  —  a,  c'est-à-dire  un  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique D  du  /2'*'««  degré. 

On  peut  trouver  ce  plus  grand  commun  diviseur  par  des 
divisions  successives,  et  l'égaler  à  zéro.  Léquation 

D=:-o 

a  pour  racines  les  n  racines  communes  des  deux  équations 
Z  =  o  e^  Zi  =  o. 

Si  les  polynômes  Z  et  Z,  sont  premiers  entre  eux  (1077),  les 
deux  équations  correspondantes  n'ont  aucune  racine  com- 
mune. 

On  voit  de  plus,  dans  le  cas  où  les  racines  communes  exis- 
tent, que,  en  divisant  Z,  par  exemple,  par  D,  et  en  égalant  le 
quotient  Q  à  zéro,  l'équation 

Q==o 

a  pour  racines  (  1021  )  toutes  les  autres  racines  de  Z  :^  o,  c'est- 
à-dire  toutes  celles  qui  ne  lui  sont  pas  communes  avec  Z,  =  o. 
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1080.  Avant  d'indiquer  quelques  applications,  on  peut  rat- 
tacher à  ce  qui  précède  la  proposition  suivante  : 

k  et  Al  étant  deux  fonctions  entières  de  z  premières  entre 
elles  et  sans  aucun  facteur  commun  constant  (1075),  on  peut 
trouver  deux  autres  fonctions  entières  de  5,  que  nous  désigne- 
rons par  7i  etiix,  et  telles  qu'ion  ait 

AZ  — AiZi:=I. 

Effectuons,  en  effet,  la  série  des  opérations  nécessaires 
pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  de  Ai. 
Elles  seront  représentées  par  les  identités 

A  :=A,Q,4-Ru 
A,:=iRiQ2-hR„ 
(0  \      R,:^R,Q3^H;,. 


el  l'on  parviendra  à  un  dernier  reste  Rp  qui  sera  une  con- 
stante (1077). 
La  première  des  identités  (i)  donne 

Ri  =  A-A,Qi. 

En  substituant  cette  valeur  de  Ri  dans  la  deuxième  identité, 

on  a 

-R,^RiQi-Ai  =  AQ,-A,(i-hQi02). 

En  substituant  de  même  cette  valeur  de  —  Rj,  ainsi  que  celle 
de  Rj,  dans  la  troisième  identité,  on  trouve 

Il,:=R,-R,Q,^A(r4-Q,Q,)~Ai(Qi  +  Q3  4-0,Q,03); 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  qu'on  obtient  de  celte  manière  une  série  d'iden- 
tités dont  le  premier  membre  est  alternativement  h-  Rj,  —  R,, 
4-R3,  —  R^,  . . .,  et  dont  le  second  membre  est  la  différence 
de  deux  polynômes  entiers  contenant  respectivement  comme 
facteurs  A  et  Ai.  On  arrivera  donc  finalement  à  une  identité 

de  la  forme 

ibRpi^AM  — A,N. 

Son  second  membre  doit  être  divisible  exactement  par  ±  Ry„ 


T-^"'*'' 


!■> 
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puisque  son  premier  Test.  Comme  A  el  Ai  sont  des  fonctions 
premières  entre  elles  et  sans  facteur  commun  constant,  =b  R^ 
devra  diviser  exactement  les  polynômes  entiers  M  et  N.  En 
désignant  les  quotients  par  Z  et  Zi  et  en  renversant  les  deux 
membres,  on  aura  donc 

AZ  —  A|Z,  =  i. 


Applications. 

1081.  Résoudre  V équation  du  quatrième  degré',  datis  le  cas  où  elle  a 
deux  raciaes  égales  et  de  signes  contraires. 

Si  la  proposée  7(2)  =  o  a  deux  racines  égales  el  de  signes  contraires 
telles  que  a  et  —  0,  il  en  est  de  môme  de  la  transformée  cp  ( — 2)  =  o  [1059], 
qui  admet  alors  les  deux  racines  —  a  et  a.  Les  deux  polynômes  9(3)  et 
(p( — z)  admettront  donc  un  plus  grand  commun  diviseur  du  second 
degré  (1079).  En  l'égalant  à  zéro,  on  déterminera  les  racines  a%i  —a^ 
et  la  résolution  complète  de  l'équation  du  quatrième  degré  s'ensuivra 
(1079). 

Soit  donc  l'équation 

o(z)  =  XfiZ^-^  Aiz^f  Aj^^H-  Aj2  -i   Av=  o. 
La  transformée  en  —  s  sera  (1039) 

<p(—  2 )  =  Ao «*  —  Al  2*  ^-  Aj  5*  —  A3 5  -h  Ai  =  o. 

Au  lieu  de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  premiers 
membres  ^{z)  et  (p( — z),  on  simplifie  les  calculs  en  remplaçant  le  sys- 
tème considéré  par  le  système  équivalent  (  y//^.  ^//em.,  Iâ3) 

?(.«)  +  ?{— 3)=  O, 

?(-)  -?(— -)^  O, 

c/cst-à-dire  par  les  deux  équations 

2Ao3*-4- aAjZ*-f-    aA4=o, 
2Ai3'-f-  2  A3  3  =  o. 

En  supprimant  le  facteur  commun  2,  ou  devra  chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynômes 

Ao2*-h  Aj3*-T- Av        et        AiC^-^AiS, 
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sachant  qu'il  est  du  second  degré.  Nous  donnons  ci  dessous  la  suite  des 
opérations ,  en  appliquant  la  remarque  du  n"*  1078  et  en  écrivant  les 
quotients  au-dessus  des  diviseurs  comme  en  Arithmétique. 


— A0A35' 

i 

|A|Aî--.\(,A3}2«H-A,A4 


Al  3»-+- A3  « 


A|(AiA,— AoA3)3'-i-A,(Ai  Aï  -AoAb)^ 

-M  A4  g 

(AiAjAs  — AoA|— a;  A^)z 


XtZ 

(AiAr 


AoA3)3«-^-AtAi 


Puisque  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  doit  être  du  second 
degré,  la  dernière  division  doit  s  effectuer  exactement.  L'équation  de 
condition  qui  doit  lier  les  coefficients  de  Téquation  du  quatrième  degré 
pour  qu'elle  ait  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires  est  donc 

Al  As  A3 —  AqAJ  —  Af  \%=  o. 

Les  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires  sont  alors  données  par 
réqualion 

(Al  Aj —  AoA3)z*-f-  Ai  A4  =  o, 
d'où 


z  = 


y  A0A3— A,A 


l«ï 


ou,  en  tenant  compte  de  Téquation  de  condition, 


Z  =  _l_i/   — 


V 


Los  deux  autres  racines  s'obtiendront  en  divisant  le  premier  membre 
^(2)  de  l'équation  donnée  par  le  plus  grand  commun  diviseur 

(AiAi— AoA3)3*-^  Al  A4. 

Mais,  à  cause  de  l'équation  de  condition,  on  peut  remplacer  le  coefTi- 

cienl  de  z^  par  ^^  • 

Aj 

On  a  donc  à  diviser  le  premier  membre  de  p(3)  par  le  binôme 


AjAi  _  A|A4(Ai3«-t- Aa) 

— - —  «    -t-  Al  A4  — > 

Al  A3 


c'esl-à-dire  simplement  (  1078)  par  A|3*-h  A3. 


^ 
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On  aura  donc 
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Aoc*-f-  Al  3"  H-  AfZ-  -h  A3Z  -H  A4 

AiAo2*-+-A{3»4-AiAj5«-hAiA3  3-hAiA4 
—  Ao  Ajic* 

Ai2'-+-(A|  Al— AoAj):*-f-Ai  Aj2-f-A|  A* 

— Al  AsS 


A|3'-i- Al 


Ao=* 


Al  z  -H  Al  Ag — A0A3 


(AiA,  — AoA3)3«  H- Al  A4 

A,(AiA,— AoA3)3«  -hAJAv 

—  Al  (  Aj  A« —  Ao  As) 

Af  A^-h  AoAJ  —  AiAjAb 

Le  roste  de  cette  division  est  nul  d'après  Téquation  de  condition,  et  les 
deux  autres  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  seront  détermi- 
nées par  réquation  du  second  degré 

Ao3*-i-  Al  5  -h  AiAj —  AoA3  =  o. 

1082.  ^''Résoudre  L'équation  du   quatrième  degré  y  cp(3)  =  o,  con- 
naissant la  différence  d  qui  existe  entre  deux  de  ses  racines. 

Soient  a  et  a  -h  c/  les  deux  racines  dont  la  différence  est  d. 
Si  Ton  forme  alors  la  transformée  en  3  -h  rf,  c'est-à-dire  l'équation 
dont  les  racines  sont  celles  de  la  proposée  diminuées  de  d  (  1061  ), 
l'une  des  racines  de  cette  transformée  sera  «  -h  rf  —  rf  ou  /?,  de  sorte 
que  l'équation  donnée  <p(3)  =  o  et  sa  transformée  ^(:;  -h  rfj  =  o  auront 
nécessairement  une  racine  commune.  Leurs  premiers  membres  auront 
donc  un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré  qui,  égalé  à 
zéro,  fera  connaître  la  racine  a  et,  par  suite,  la  racine  a  -h  rf.  En  divi- 
sant <p(3)  par  le  produit  {z  —a){z  —  a^d)  et  en  égalant  le  quo- 
tient à  zéro,  on  obtiendra  les  deux  autres  racines  de  la  proposée  par 
une  équation  du  second  degré. 

Appliquons  cette  marche  à  un  exemple  numérique,  et  proposons-nous 
de  résoudre  l'équation 

<p(c)  =  z'* —  73"'*-+-  i5  3* —  73  —  6  =  0, 

sachant  que  la  différence  entre  deux  de  ses  racines  est  égale  à  1. 
La  transformée  en  c  -h  i  est  ici  (  1061  ) 


1 .2 


1 .3. 3. 4 


c'est-à-dire 


çp(3-h  i)  =  2^—  3c*-+-o.3*-4-63  —  4  =0. 


On  doit  donc  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  poly- 
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Dômes 


z* —  3a* -t-  62 


4' 


5*— 7s'-+-i5z*— 73  —  6        et 

On  simplifiera  un  pea  les  calculs  en  remplaçant  l'une  des  deux  équa- 
tions (p(3)  =  oet(p(2  +  i)=o  par  leur  différence 

<p(3)  —  <p(3  -hl)  =  o; 

ce  qui  est  permis.  On  aura  ainsi  à  considérer  finalement  les  deux  poly- 
nômes (en  multipliant  le  second  par  —  i) 

3*— 33»-i-63—  4  et  43'— l53«H-l33H-2. 

Nous  indiquons  la  recherche  de  leur  plus  grand  commun  diviseur 


3*_  333  ^   6s   —  4 

43*— I23'-h  243    —  16 
-h  l5s'—  iSz* —  23 


3-1-3 

4s*  — j53'-h  i33  -\-  2 

—  43~-i3 

—  3«-h  73  —  10 

-f-283*—  403 

—  23 

-h  l33' —  273  -*-  2 

-r-  913  —  l3o 

-h  53  —  10 
3—2 

—  3 
3  — 


-f-6i3  — 128 


32*— l33*-r-223     l6 

ra2»~523»-T-883     -64 

—  453* — 393   — 6 

3  —  2  o 

—  7s«  -h  493   —  70 

—  2*   -f.  73    —  10 

On  trouve,  comme  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré, 
2  —  2.  En  régalant  à  zéro,  on  voit  que  la  racine  a  est,  dans  cet  exemple 
numérique,  représentée  par  2  ;  la  racine  a-^d  Test,  par  conséquent, 
par  3. 

Pour  obtenir  les  deux  autres  racines  de  l'équation  proposée,  il  ne  reste 
plas  qu'à  former  le  produit 

(3  — 2)(3  —  3)— 3«— 534-6. 

En  divisant  par  ce  produit  le  premier  membre  cp(3)  de  Téquation,  on 
a  pour  quotient 

3* —  23  —  I, 

et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  a,  pour  les  racines  cherchées, 


Recherche  des  diviseurs  des  fonctions  entières  d'une  variable. 

1083.  Nous  pouvons  supposer  la  fonction  entière  considérée 
ramenée  à  la  forme  (lOGO) 

ainsi  que  ses  différents  diviseurs. 

De  C.  —  Coure.  IV.  n 


■f    • 
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Nous  avons  vu  que  ç(s)  peut  se  décomposer,  et  cela  d'une 
seule  manière  (1017,  1021),  en  m  facteurs  linéaires  ou  pre- 
miers, qui  sont  ses  diviseurs  du  premier  degré.  Tout  diviseur 
de  9(^),  d'un  degré  supérieur  au  premier,  ne  peut  être  que 
le  produit  de  quelques-uns  de  ses  facteurs  premiers  (1021). 

Par  conséquent,  pour  avoir  tous  les  diviseurs  de  <f{z),  il  est 
nécessaire  et  il  est  suffisant  de  combiner  entre  eux  de  toutes 
les  manières  possibles  les  facteurs  premiers  de  ?(5). 

La  fonction  aura  ainsi  autant  de  diviseurs  du  second  degré 
qu'on  peut  former  de  combinaisons  avec  m  objets  pris  a  à  2, 
m{m  —  i) 


c'est-à-dire 


I  .2 


[221];  elle  aura  autant  de  diviseurs  du 


troisième  degré  qu'on  peut  former  de  combinaisons  avec 


m  objets  pris  3  à  3,  c'est-à-dire 


m(m —  i)(m  —  2) 

1 .2.3 


D'une  manière  générale,  le  nombre  de  ses  diviseurs  du 
^ième  degré  sera  donné  par  la  formule 


rn  __ 


m{m  —  j){m  —  2)...(»i  —  n -^  i) 

I    «A.O.    •     a    'C 


En  se  rappelant  (226)  le  théorème  exprimé  par  la  formule 

p/t  C'm-n 

^/rt  —  ^m      > 

on  voit  qu'il  y  a  autant  de  diviseurs  du  premier  degré  que  du 
degré  m  —  t,  autant  du  second  degré  que  du  degré  m  —  2 

1084.  Si  l'on  pouvait,  d'une  manière  simple,  déterminer  un 
diviseur  quelconque  du  premier  membre  de  l'équation 

9(5)=zO, 

la  résolution  de  celte  équation  serait  assurée;  car,  en  opérant 
sur  ce  diviseur  comme  sur  la  fonction  elle-même,  on  descen- 
drait successivement  jusqu'à  des  équations  du  second  ou  du 
premier  degré. 

Admettons,  par  exemple,  que  (û{z)  ait  un  diviseur  Z,  et  que 
le  quotient  de  (s^{z)  par  Z  soit  Zi.  L'équation  donnée  prendra 

la  forme 

ZZ,  ^  o, 

et  sa  résolution  reviendra  (1021)  à  celle  des  deux  équations 

de  degré  moindre 

Z  =  o,        Zi^zo. 
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Hais  la  recherche  des  diviseurs  d'une  fonction  (p(<s)  exige,  en 
général,  la  résolution  d'équations  dont  le  degré  est  plus  élevé 
que  celui  de  cette  fonction,  c'est-à-dire  que  cette  recherche 
constitue  un  problème  plus  difficile  que  la  résolution  directe 
de  réquation  (^(z)  =  o  ou  la  détermination  des  facteurs  pre- 
miers de  cp(^). 

En  effet,  si  Ton  veut  obtenir  un  diviseur  de  degré  /i,  le 
nombre  de  ces  diviseurs  étant  CJ,[1083],  l'équation  qui  per- 
mettra de  déterminer  un  coefficient  quelconque  de  ce  divi- 
seur devra  être  précisément  du  degré  marqué  par  ce  nombre. 

Or,  quand  on  suppose  n=:i  ou/i  =  /n  —  i,ona 

mais,  si  l'on  prend  n  =:  2,  3,  4,  .  •  •>  les  nombres  CJi=  CJ""*, 
C*,=:C^~',  ...,  vont  en  croissant  (262)  jusqu'à  un  certain 

m  —  1  m 

maximum  (263)  [qui  est  C„,*    si  m  est  impair  et  C,^  si  m  est 
pair],  pour  repasser  ensuite  par  les  mêmes  valeurs  en  ordre 
inverse  à  mesure  que  n  augmente  jusqu'à  m  —  i. 
En  prenant  seulement  /i  =  2, 

_  m(m  — O, 


'//»  —  ^  > 


et,  pour  que  ce  résultat  surpasse  m  ou  pour  qu'on  ait 

m{m —  r)  >  2m, 

//  suffit  de  supposer  m  supérieur  à  3- 

Ainsi,  lorsque  la  fonction  est  du  troisième  degré,  la  re- 
cherche de  ses  diviseurs  du  second  degré  est  aussi  difficile 
que  la  résolution  de  l'équation  correspondante  elle-même.  Au 
delà  du  troisième  degré,  pour  les  diviseurs  du  second  degré 
et,  a  fortiori,  pour  les  diviseurs  de  degré  supérieur,  la  ques- 
tion dépend  d'une  équation  dont  le  degré  surpasse  celui  de 
l'équation  formée  en  égalant  la  fonction  donnée  à  zéro. 

1085.  On  peut  suivre  deux  méthodes  générales  pour  trouver 
les  diviseurs  d'un  certain  ordre.  Nous  allons  les  indiquer  suc- 
cinctement, et  nous  les  appliquerons  ensuite  à  la  recherche 
des  diviseurs  du  second  degré  pour  les  fonctions  du  troisième 
et  du  quatrième  degré. 


^V?^;; 


r^;.- 


■f 


t 
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Première  MÉTHODE.  —  Soit  9(2)  la  fonction  donnée,  dont  le 
degré  est  m  et  dont  le  premier  terme  est  5'»-  On  veut  chercher 
ses  diviseurs  du  n»*°»«  degré.  Nous  représenterons  l'un  de  ces 
diviseurs  par  un  polynôme  f{z)  ayant  pour  premier  terme  z», 
et  contenant  dès  lors  n  coefficients  indéterminés. 

En  divisant  9(5)  par  /(-s),  on  parviendra  à  un  reste  de 
degré  /i  — i,  qui  devra  être  identiquement  nul,  si  /{z)  est 
bien  Tun  des  diviseurs  cherchés.  En  égalant  à  zéro  les  coeffi- 
cients des  différents  termes  du  reste,  on  obtiendra  donc  n 
équations  entre  les  données  et  les  inconnues  [qui  sont  les  n 
coefficients  indéterminés  de /(-s)].  Il  faudra  éliminer  n  —  1 
inconnues  entre  ces  n  équations,  et  Ton  parviendra  ainsi  à 
une  dernière  équation,  qui  devra  $tre  de  degré  CJ,,  et  qui  fera 
connaître  la  /i'*"^*  inconnue  conservée.  Les  équations  de  con- 
dition conduiront  ensuite,  pour  chaque  valeur  de  cette  w'*"* 
inconnue,  aux  valeurs  correspondantes  des  n  —  i  autres  coef- 
ficients. 

Seconde  méthode.  —  On  peut  encore  opérer  comme  il  suit. 
f{z)  représentant  un  diviseur  du  n'*"»"  degré,  le  quotient  ¥{z) 
de  9(^)  par/(>3)  sera  un  polynôme  de  degré  m  —  n,  dont  le 
premier  terme  aura  pour  coefficient  Tunité  d'après  les  con- 
ventions précédentes.  En  laissant  indéterminés  les  n  coeffi- 
cients de/{z)  et  les  m  —  n  coefficients  de  F(^),  il  faut  que  le 
produit  de  ces  deux  polynômes  reforme  identiquement  la 
fonction  (^{z).  En  exprimant  ce  fait,  on  aura  donc  m  équa- 
tions de  condition  entre  les  données  et  les  n-h  m  —  n  ou  les 
m  coefficients  indéterminés.  Il  restera  à  en  éliminer  m— i 
entre  ces  m  équations,  pour  arriver  à  l'équation  qui  doit  ré- 
soudre la  question  comme  dans  la  première  méthode,  en  fai- 
sant connaître  la  /n»*"^®  inconnue. 


Recherche  des  diviseurs  du  second  degré  dans  le  cas  des  fonctions 
entières  du  troisième  et  dn  qnatrième  degré. 

1086.  Troisième  degré.  —  En  égalant  à  zéro  la  fonction 
donnée  du  troisième  degré,  on  peut  toujours  faire  disparaître 
son  second  terme  (1064^)  et  la  ramener  à  la  forme 

(i)  z'^-hQz-hR^o. 

Appliquons  la  première  méthode  (1085).  Nous  représente- 
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rons  un  diviseur  du  second  degré  de  la  fonction  z^-i-  Q^  4-R 
par 

et  nous  effectuerons  la  division  des  deux  polynômes. 


z^-+-  Q^-4-R 
—  pz* —  qz 


-^p^z  -i~pq 


z  -p 


{p^'hQ  —  q)z-h(K'{'pq) 

Le  reste  du  premier  degré  auquel  on  parvient  devant  être 
identiquement  nul,  les  valeurs  de  p  et  de  q  devront  satisfaire 
aux  deux  équations 

/>*H-Q  — ^=.0,        R^-/?^  =  o. 

En  éliminant  q  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

/?»-f-Q/?H-R  =  o. 

Cette  équation  fera  connaître  le  coefficient  /?,  et  Ton  aura 

ensuite 

R 

q=z 

P 

Elle  est  du  troisième  degré  (1084)  et  identique  à  Téqua- 
lioD  (i),  sauf  la  substitution  de  /?  à  la  place  de  z.  Il  est  facile 
d'expliquer  cette  coïncidence. 

Les  diviseurs  étant  formés  par  le  produit  des  facteurs  pre- 
miers de  la  fonction  assemblés  convenablement  (1083),  — /? 
représente  la  somme  de  deux  quelconques  des  racines  de 
Téquation  (i)  [1036];  mais,  cette  équation  étant  privée  de  son 
second  terme,  la  somme  de  ses  racines  est  nulle  (1036),  de 
sorte  que  p  représente  Tune  quelconque  des  racines  de  Té- 
quation  (i). 

La  difGculté  de  la  recherche  des  diviseurs  du  second  degré 
est  donc  ici  la  même  (1084.)  que  la  résolution  directe  de  l'é- 
quation qui  répond  à  la  fonction  donnée. 

1087.  Quatrième  degré.  —  Nous  supposerons  également  que 
l'équation  du  quatrième  degré  obtenue  en  égalant  à  zéro  la 
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fonction  proposée  a  été  privée  de  son  second  terme.  Nous 
aurons  ainsi 


(0 


3*  H-  0-3*  -H  R.S  -h  S  =  O. 


Appliquons  la  seconde  méthode  (1085).  Nous  représenterons 
toujours  un  diviseur  du  second  degré  de  la  fonction  par 

et  le  quotient  du  premier  membre  de  l'équation  (i)  par  ce  di- 
viseur, quotient  qui  est  aussi  du  second  degré,  sera  repré- 
senté de  même  par 

On  doit  alors  avoir  idenliquement 


J3*4-Q2*4-R<s4-  ^  —  {z^  -^ pz  -^  q)  {z^  -\-  p' z  4-^') 


ou 


>3*+Q2*-+-R5  -+-S:r=5*4-/> 


PP' 


z^-hgp'    z 

-\-pq' 


m 


Les  équations  de  condition  sont  donc 

jPH-y^o,        q-^pp'-\-q'—Q,        <lP'^P9'  =  ^y        qq'=S. 


La  première  donne 


P=-P^ 


et  les  trois  autres  deviennent 

g  ^pt^q^^  Q,  pi^g'^  g)  ^  R,  gg'=S, 


On  a,  par  suite, 

^'-+-^=/>'h-Q        et 
Il  en  résulte  immédiatement 


q'—q=:  -. 
P 


^  2  2J9  %p 


_£M-Q 


2/?  ip 


»—  • 


En  substituant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation  de  con-- 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  203 

dition,  il  vient  enfin 


c'est-à-dire 


==S, 


et,  en  développant, 

p^-^  2Qp^ -r-  (Q»—  4S)/>*  —  R«  =1  o. 
Cette  équation  en  p  est,  comme  cela  doit  être,  du  sixième 
degré  [on  a  Cî  =  -^  =^6];  mais  elle  ne  renferme  que  des 

puissances  paires  de  p,  de  sorte  que,  en  prenant  p*  pour  in- 
connue, elle  s'abaisse  au  troisième  degré  et  devient 

En  résolvant  cette  équation  du  troisième  degré,  on  aura  les 
trois  valeurs  de  p*  ou  les  six  valeurs  de  />,  deux  à  deux  égales 
et  de  signes  contraires.  Les  valeurs  correspondantes  de  g  se- 
ront données  par  Téquation  de  condition 

q  ^zi  ^ —- 

'  '2p 

Dans  ce  cas  particulier,  grâce  à  Yabaissement  de  Téquation 
en  /?,  la  recherche  des  diviseurs  du  second  degré  est  plus  fa- 
cile que  la  résolution  directe  de  Téquation  (i). 

Descàrtes  a  pu  ainsi  ramener  la  résolution  de  Téquation  du 
quatrième  degré  à  celle  du  troisième  degré.  Car,  une  seule 
valeur  de  p  étant  déterminée,  on  peut  calculer  les  valeurs 
correspondantes,  non  seulement  de  ^,  mais  encore  de  p'  et 
de  q\  à  l'aide  des  relations  ci-dessus.  On  a  alors  à  résoudre, 
à  la  place  de  Téquatîon  (i),  les  deux  équations  du  second  degré 

«'  -h  /?2  -H  7  =  o,        5*  H-  p'z  -h  <7'  —  o, 

dont  les  racines  sont  celles  de  l'équation  (i)  [1021]. 

On  pouvait  d'ailleurs  prévoir  Yabaissement  de  l'équation 
en/7. 

En  effet,  l'équation  (i)  étant  privée  de  son  second  terme,  la 
somme  de  ses  quatre  racines  jzi,  z^,  ;;„  z^  est  nulle;  et,  si  l'on 
égale  à  zéro  un  diviseur  du  second  degré,  dans  l'équation  ob- 
tenue 

z^~>rpz  H-y  nro, 
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—  p  représente  U  somme  de  deux  quelconques  é^  ces  racines. 
D'après  la  condition 

^1  -h  5j  4-  ^j  4-  J5*  :=  O, 

les  six  valeurs  de  p  satisfont  donc  aux  relations  suivantes 


Zi        ^,_^,-|-^^, 

5i         5,— 5|-H54, 

"l        -k        -14-^lf 

Zi  —  Z^  —  S|-h<C4, 

—  S,  — ^4—5,4-53, 

—  ^J — ^i  —  'Si-l-^,, 

c'est-à-dire  qu'elles  sont  bien  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires. 

Un  fait  remarquable  doit  être  encore  signalé.  Si  l'on  con- 
sidère l'équation  du  quatrième  degré  sans  transformation, 
c'est-à-dire  non  privée  de  son  second  terme,  l'équation  en  pk 
laquelle  on  parviendra  par  l'application  de  la  seconde  mé- 
thode sera  une  équation  complète  du  sixième  degré  de  la 
forme 

(  2  )       p'^^P'p^-^  Q'jo*  -h  R>»  4-  S'/>»  4-  T>  4-  U'  z=  o. 
Les  six  valeurs  de  p  seront  toujours 

Zj — 5j,  Z%        54,  Z^' — Z^f 

seulement,  elles  ne  seront  plus  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires,  puisque  la  condition  5  j  4-  5, 4-  5, 4-  54  =  o  n'est  plus 
satisfaite;  P'  sera  alors  la  somme  de  ces  six  valeurs  changées 
de  signes  (1036),  de  sorte  qu'on  aura 

P'  =  3  (  i?,  4-  ;3,  -r-  5 3  4-  >54  ) . 

Or,  pour  faire  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  com- 
plète du  sixième  degré  en  p,  il  faut  (lOGA-)  diminuer  toutes 

P' 

les  racines  de  cette  équation  de  la  quantité  —  -^  ou  (1061) 

former  la  transformée  en 


/     P'\ 
7r=/>  — I— ^j         ou  en         7r=i:/>-t- 


6 


Les  racines  de  cette  transformée  seront  donc,  en  désignant 

P' 

par  2  =  -^  la  somme  des  quatre  racines  de  l'équation  corn* 
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plète  du  quatrième  degré, 
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Zi  — 

•z,^{l 

-H^. 

+  ^4- 

«1- 

■^«). 

5i  — 

•J5,-4-l2_ 

■\{^t 

hz, 

■  5,- 

-53)1 

Zi  — 

•^♦4-i2- 

H^. 

-f-5, 

■5i- 

■54), 

Jj  — 

z,-^\l 

^iUi 

--54- 

5î 

-s). 

S,— 

z^-^\l  — 

1(^1 

-+--3- 

^i 

^*). 

Zz  — 

^4-^12- 

1(^, 

4-5, 

■H- 

■54). 

Et  l'on  vérifie  alors  que  les  racines  de  la  transformée  sont 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires^  ce  qui  exige  que 
l'équation  correspondante  ne  renferme  que  des  termes  de  degré 
pair.  11  en  résulte  que,  en  faisant  disparaître  le  deuxième 
terme  en/>'  de  l'équation  (2),  on  fait  nécessairement  dispa- 
raître en  même  temps  le  quatrième  terme  en  />'  et  le  sixième 
terme  en/?,  de  sorte  que  l'abaissement  du  sixième  degré  au 
troisième  degré  a  encore  lieu. 


—— 


L 


n 
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CHAPITRE  VL 


THÉORIE   DES   RACINES  ÉGALES. 


Recherche  du  pins  grand  commnn  diviseur  d'une  fonction  entière 

et  de  sa  dérivée. 

1088.  I.  Le  plus  grand  commun  diviseur  d'une  fonction 
entière  et  de  sa  fonction  dérivée  est  le  produit  des  facteurs 
prem^iers  multiples  de  la  fonction  proposée,  pris  chacun  avec 
un  exposant  moindre  d'une  unité. 

Nous  avons  vu  (1019)  ce  qu^on  entend  par  racines  multi- 
ples d'une  équation  algébrique  ou  par  facteurs  premiers  mul- 
tiples d'une  fonction  entière. 

La  fonction  donnée,  décomposée  en  facteurs  premiers,  étant 

9(2)  n:  (s  —  a)«  (5  —  b)P  {z  —  c)  (5  —  d), 

par  exemple,  il  s*agit  de  prouver  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  9(2)  et  de  sa  dérivée  9^(2)  est  égal  à 

(^  — a)»-*(5  — 6)/»-*. 

Admettons  d'abord,  sans  faire  apparaître  les  racines  égales  ou 
les  facteurs  multiples,  que,  la  fonction  étant  de  degré  m,  on 

ait 

9(5)— (5  — ai)(«~a,)(>5  — aj)...(5  — a;„). 

Désignons  par  9^(2),  comme  à  l'ordinaire,  la  dérivée  de  <f(s). 
Nous  avons  démontré  (10&-0),  en  appliquant  simplement  la 
règle  de  dérivation  d'un  produit  (573),  la  formule  fondamentale 

/,x      ?'(-)._  '  , ]_     , l .  ' 

9(5)        Z  —  «1       z  —  a,       z  —  a,  z  —  a^ 

Supposons  maintenant  que,  parmi  les  racines  considérées» 
il  y  en  ait  (jli  qui  soient  égales  à  ai,  fx,  qui  soient  égales  à 
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<hi   "i  F-n  quî  soient  égales  à  a^.  On  aura 

<p(5)  ^=:z  {z  —  al)^*«  {z  —  aj)i*«. . .  {z  —  a„y», 
et  la  formule  (i)  deviendra 


(l  ^«)  _  .  .  

<p(j5)        z  —  ai       z  —  flj       z  —  as  ;3  —  a„ 

La  somme  fJti-hfJts+fXa-h. .  .  +  |X;i  est  nécessairement  égale 
à  m,  et  les  nombres  [x,,  juli,  f^s,  • . .  »  j^/i  sont  égaux  ou  supé- 
rieurs à  Tunité. 

Si,  dans  la  formule  (i  bis),  on  réduit  les  fractions  du  second 
membre  au  même  dénominateur  et  si  on  les  ajoute,  le  déno- 
minateur commun  est 

¥{z)  —{z--ai){z  —  a,)  (-5  —  a,). . . (5  —  6r„). 

Qaant  au  numérateur  de  la  fraction  résultante,  il  a  pour  ex- 
pression 

/(-)—      1^1  (-  —  «t)(^  —  a3)...(5  — a„) 
4-fXj(5— ai)(5-  a^)..,{z-'a„) 


^  li^{z  —  ai)  {z  —  Œi)   ..(s--^«^,); 

et  il  est  clair  que  ce  numérateur  n'admet  comme  facteur  pre- 
mier aucun  des  facteurs  linéaires  de  9(^5),  puisque /(s)  est 
composé  de  parties  qui,  toutes,  sauf  une  seule,  contiennent  ce 
facteur  quel  quMl  soit.  Ainsi  le  facteur  ;s  —  ai  se  retrouve  par- 
tout, excepté  dans  la  première  partie  ;  le  facteur  z  —  a^  appar- 
tient à  toutes  les  parties,  moins  la  seconde,  etc. 
La  formule  {i  bis)  pouvant  s'écrire 

et/(5)  n'admettant  aucun  des  facteurs  linéaires  de  9 (-3),  les 
fadeurs  premiers  de  9(5)  qui  se  retrouvent  dans  9'(^)  et  dont 
le  produit  constitue  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 

fonctions  proviennent  seulement  du  quotient  ^rf-\  •  Le  plus 

r  (Z) 

grand  commun  diviseur  cherché  a  donc  pour  expression 

^  =  (^  -a,)^-«  (iï- a,)»*--* . . .  (^  -a„ )»*•-»; 
r(z) 

ce  qui  justifie  l'énoncé. 
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Le  degré  de  ce  plus  grand  commun  diviseur  est 

(|ut,— 1)  -t-  (fXj— i)  -i-...-^{iLn—i)  —  m—n. 

1089.  II.  Toute  racine  multiple  d*ordre  n  d'une  équation 
algébrique  quelconque,  (jp(s)  =  o,  annule  9(5)  et  ses  n  —  i 
premières  dérivées^  sans  annuler  la  n»*"«;  réciproquement, 
toute  quantité  qui  annule  (^{z)  et  ses  n  —  i  premières  dérivées, 
sans  annuler  la  n^*"^«,  est  racine  multiple  d'ordre  n  de  l'équa^ 
tion  (p(js)  =  G. 

En  efîety  si  a  est  une  racine  multiple  d'ordre  n  de  Téqua- 
tion  (p(<s)z=:o,  <f{z)  admet  le  facteur  multiple  (z  — a)". 
D'après  le  théorème  précédent  (1088)  appliqué  successive- 
ment, <p'(-5)  admet  alors  le  facteur  (5  — a)*-*,  ç'C^)  admet 
le  facteur  (s— a)**-*,  ...;  9'»-*(5)  admet  seulement  le  fac- 
teur z  —a,  de  sorte  que  ce  facteur  n'entre  plus  dans  9" (a). 

Réciproquement,  si  la  quantité  a,  n'annulant  pas  (^^{z),  an- 
nule 9'*'"*  (5),  celte  dérivée  contient  une  seule  fois  le  facteur 
z  —  a.  En  remontant,  la  dérivée  9'*"'(;5)  contient  alors  deux 
fois  ce  facteur,  la  dérivée  9'*""'(j5)  le  contient  trois  fois,  ...,Ia 
dérivée  o'{z)  le  contient  n—  i  fois  et,  enfin,  la  fonction  9(5) 
le  contient  n  fois,  de  sorte  que  cette  quantité  a  est  une  racine 
multiple  d'ordre  n  de  l'équation  9(5)  =1^.0. 

Condition  pour  qu'une  équation  algébrique  ait  des  racines  égales. 

1090.  Pour  reconnaître  si  une  équation  algébrique  quel- 
conque 9(5)  =  0  a  des  racines  égales,  il  suffit,  d'après  ce  qui 
précède  (1088,  1089),  de  chercher  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  9(-s)  et  de  sa  dérivée  (f'{z). 

Si  ces  deux  fonctions  sont  premières  entre  elles  (1077), 
l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales;  si  ces  deux 
fonctions  admettent  un  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique, l'équation  9(5)  i=z  o  a  des  racines  égales. 

Les  racines  de  l'équation  formée  en  égalant  à  zéro  ce  plus 
grand  commun  diviseur  D,  entrent  dans  l'équation  donnée 
avec  un  exposant  supérieur  d'une  unité.  Ainsi  les  racines 
simples,  les  racines  doubles,  les  racines  triples,  ...,  de  l'équa- 
tion D  =  o,  sont  racines  doubles,  racines  triples,  racines  qua- 
druples, ...,  de  l'équation  9(^)=:o. 
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1091.  Exemples. 


I*  Reconnaître  si  l'équation  binôme  2"*  —  i  =  o  peut  avoir  des  ra- 


cines égales. 


La  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  donnée  est  mz^^-^.  Il 
faut  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  de  z"»  —  i  et  de  mz*»-*. 


—  m 


mz 


m-l 


La  première  division  conduisant  au  reste  constant  —  m,  z'"— i  et 
mz«-»  sont  des  fonctions  premières  entre  elles,  et  Féquation  proposée 
n'a  pas  de  racines  égales. 

Ce  résultat  concorde  avec  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  des 
racines  de  l'unité  (85i). 

2*  Condition  pour  que  l'équation  complète  du  troisième  degré  ad- 
mette une  racine  double. 


Soit  l'équation 


fp(z)  =  z^->rpz'^-^  qz  -^  r  =  o. 


Pour  que  cette  équation  ait  une  racine  double,  il  faut  que  le  premier 
membre  ^{z)  et  sa  dérivée  ^'{z)  —  Sz'-f-a/jz-hg  admettent  un  plus 
grand  commun  diviseur  du  premier  degré.  Indiquons  la  série  des  opé- 
rations en  nous  conformant  toujours,  pour  éviter  les  coefficients  frac- 
tionnaires, à  la  remarque  du  n**  1078. 


3z5-i-3pz»-T-3^ 
-aps' —  qz 


r 
3r 


Z  -H/> 

3z*-f-  ipz 


pz^ 

-^'kqz 

-f-3r 

^pz^ 

-h6çz 

H-gr 

—  ip^z 

P9 

3s'-ra/7z-f-  q 

—  3(9/'--/?<7)z 


(6^  — 2/?2)z-4-(9r  — />^) 

3z-r-  {\ipq  ~  \p^ ~~  l'^r-^^pq) 
(6q  —  ^p^)z-\'(^r  —  pq) 


{i2pq  —  4/>^ —  î»7''  -r-  ^pq)^  -+-  9(6ç  —  2/?*) 

Eilipq  —  4jo«~  27r  -+-  3pq)z  H-  ^(6^  —  2/?«)« 
--(or  — ;77)(i2/3^  — 4jo»— 27rH-  3/?<7) 
q^-r-  4  qp^ — I  oHpqr-}-  ^6p^r-h  24  3  r^ —  2ypqr-r- 1 2/)*ç* — 4  qp^  —  27  pqr-i-  3  jD*^*. 


^ 
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Ce  reste,  égalé  à  zéro,  représente  Y  équation  de  condition  cherchée. 
En  effectuant  la  réduction  des  termes  semblables  et  en  supprimant  le 
facteur  commun  9,  on  obtient  finalement 

(1)  4^'-»- 4/>'''  — P*^'— i8p7r-t-27r*  =  G. 

En  égalant  le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré  à  zéro,  on 
a,  pour  expression  de  la  racine  double  zi, 

oq  —  2/;' 

La  racine  simple  zi  est  alors  (1036) 

PQ  —  or        p' — ipn-^qr 

Ces  résultats  concordent  avec  ceux  trouvés  précédemment.  Nous 
avons  vu,  en  effet  (1053),  que  le  dernier  terme  de  F  équation  qui  a  pour 
racine  les  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation 

z*-\- pz^-^qz  -f-r=  o 

a  précisément  pour  expression  le  premier  membre  de  Téquation  de  con- 
dition (i).  Or,  si  l'équation  complète  du  troisième  degré  a  une  racine 
double,  l'équation  aux  carrés  des  différences  de  ses  racines  doit  admettre 
une  racine  nulle,  ce  qui  exige  bien  que  son  dernier  terme  ou  son  terme 
constant  soit  lui-même  égal  à  zéro. 

De  môme,  nous  avons  trouvé  (1038,  2°)  la  condition  pour  que  l'équa- 
tion du  troisième  degré,  privée  de  son  second  terme,  ait  une  racine 
double,  et  nous  avons  obtenu  en  môme  temps  les  valeurs  de  cette  ra- 
cine double  et  de  la  racine  simple  qui  lui  est  associée.  En  faisant  dans 
ce  qui  précède  /?  =  o,  ce  qui  donne  à  l'équation  du  troisième  degré  con- 
sidérée la  forme  2»  -h  72  -h  r  =  o,  on  retombe  bien  sur  la  condition 

{ibis)  4^'~H^7'*'  =  o 

et  sur  les  valeurs  des  racines 

3r  3r 

iq  q 

auxquelles  on  est  parvenu  dans  le  second  exemple  du  n"*  1038,  avec  des 
notations  différentes. 


Décomposition  de  toate  éqnation  qai  a  des  racines  égales  en 
équations  pins  simples,  faisant  connaître  chacune  les  racines 
des  différents  ordres  de  multiplicité,  prises  seulement  une  fois. 

1092.  Soit  réquation  algébrique  quelconque  9(2)  —  o.  Nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  cette  équation  a  des 
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racines  doubles ,  des  racines  triples  et  des  racines  qua- 
druples. 

Nous  désignerons  respectivement  par  Zi,  Z|,  Z3,  Z4,  les  pro- 
duits de  facteurs  binômes  correspondant  à  ces  racines  des 
différents  ordres  de  multiplicité,  chacun  de  ces  binômes  étant 
pris  seulement  à  la  première  puissance.  On  aura  alors  évi- 
demment 

(I)  9(5)=.Z,.ZÎ.ZÎ.Z{; 

et  les  équations 

(2)  Zi=:0,  Zi=:0,  Zj=:0,  Z4=:=0, 

feront  connaître  les  racines  des  différents  ordres  de  multipli- 
cité qui  satisfont  à  Téquation  proposée,  indépendamment  de 
cet  ordre  qu'on  n'aura  plus  ensuite  qu'à  rétablir. 

La  question  est  donc  de  déterminer  les  premiers  membres 
des  équations  (2),  et  nous  allons  voir  qu'on  peut  y  arriver  par 
de  simples  divisions  régulièrement  effectuées. 

Soit  D  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  fonction  (d{z) 
et  de  sa  dérivée  ^'(-s).  Nous  aurons  (1088) 

JLF     MJf  •  £i^    m  Là^  . 

Soit  Di  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  fonction  D  et 
de  sa  dérivée  D'.  Nous  aurons  de  même 

Enfin,  soit  D,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  fonc- 
tion D,  et  de  sa  dérivée  Dj.  Nous  aurons 

D,=.Z4. 

Parvenu  à  ce  dernier  produit,  par  lequel  nous  sommes 
averti  que  la  fonction  D,  et  sa  dérivée  sont  premières  entre 
elles  (1088)  nous  diviserons  successivement  <p(5)  par  D, 
Bpar  Di,  D^  par  D„  et  nous  écrirons  cette  suite  d'identités  : 

=  (J  =  i^i  .Zf  .^3.^4, 


D 
Yf  ^^  Qi=^Zj.Zj.Z4, 

y^  ^^  Ql=  Z3.Z4, 

D,  =:D,=  Z4. 
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Cela  fait,  nous  diviserons  de  nouveau  Q  par  Qi,  Qi  par  Q,, 
Qt  par  Di,  et  nous  obtiendrons  le  résultat  cherché,  c'est- 
à-dire 

7_Q  7_-Qi  7_Q«  7—  n 

Zi_ô;\     ^^-q;*       ^'-d;'       L,^ut. 

La  résolution  de  l'équation  (^{z)  =:o  est  ainsi  grandement 
facilitée,  puisqu'elle  est  ramenée  à  la  résolution  d'une  série 
d'équations  de  degrés  inférieurs.  La  méthode  est  simple  et 
élégante,  et  elle  n'a  contre  elle  que  la  longueur  des  calculs 
qu'elle  exige. 

1093.  Supposons  que  l'équation  9(2)  =osoit  du  quinzième 
degré,  et  qu'elle  ait  quatre  racines  simples,  deux  racines 
doubles,  une  racine  triple  et  une  racine  quadruple.  Z|  sera 
alors  du  quatrième  degré,  Z,  du  second  degré,  Z,  et  Z4  seront 
du  premier  degré. 

1094.  Comme  on  opère  seulement  par  voie  de  division  et 
sur  des  fonctions  entières,  les  derniers  quotients  Zi,  Z,,  Z3, 
Z^,  ...,  sont  toujours  des  expressions  rationnelles  dont  les 
coefficients  sont  formés  avec  ceux  de  l'équation  donnée,  et 
qui  sont  entières  par  rapport  à  z. 

D'après  cela,  il  est  important  de  remarquer  dès  à  présent 
que,  lorsque  l'équation  9 (-5)  =^  o  n'a  qu'une  seule  racine  d'un 
certain  ordre  de  multiplicité,  cette  racine  est  nécessairement 
commensurable,  puisqu'elle  est  donnée  par  une  équation  du 
premier  degré  à  coefficients  rationnels  (1092),  et  elle  est  elle- 
même  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  la  proposée. 

1095.  Si  l'on  voulait  décomposer  l'équation  9(^3);=: o  en 
deux  autres,  l'une  renfermant  toutes  ses  racines  inégales, 
l'autre  toutes  ses  racines  égales,  mais  prises  seulement  une 
fois,  on  opérerait  comme  il  suit.  Nous  venons  de  trouver  par 
la  méthode  générale  (1092) 

D  =  z,zjz; 

et 

'  T^     ^^  Q  =  Z1Z2Z3Z4. 

Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  A  de  Q  et  de  D. 
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H  aura  pour  valeur  (1075) 

et,  en  divisant  Q  par  A,  il  viendra 

^      7 
Les  deux  équations  demandées  sont  ainsi 

Q 

A  —  o         et         -r  =^  o, 

a 

la  première  faisant  connaître  les  racines  égaies  prises  cha- 
cune une  fois,  la  seconde  faisant  connaître  les  racines  iné- 
gaies. 

1096.  Exemple.  —  Proposons-nous  de  décomposer  l'équation 

Çp  (  z  <  =  z«  -+-  4  3»  —  3  2*  —  i6  «'  -h  1 1  8*  -T-  1 2  z  —  9  =  o, 
au  point  de  vue  de  la  recherche  de  ses  racines  égales. 
Nous  aurons,  pour  la  fonction  df^rivée, 

«p'(»)   -  63*-f-îl03^—  123^—  483*-+-  223  --  12. 

Cherchons  lo  plus  grand  commun  diviseur  D  de  <p(z)  et  de  ?'(z),  en 
apnt  soin  de  diviser  d'avance  ^'{z)  par  2  et  d'appliquer  les  simplifica- 
tions ordinaires. 

Nous  trouverons,  après  trois  divisions, 

et  Dous  en  déduirons 

Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  D|  de  D  et  de  D'.  Nous 
trouverons,  après  deux  divisions, 

Di  —  z  —  I . 

Di  n*ayant  aucun  facteur  premier  commun  avec  sa  dérivée,  on  doit 

s'arrêter  en  posant  (1092) 

D,  =  Za. 

On  a  ensuite 

î-^  --  Q  ^ZiZ,Z3=z»-4-32«-z-3, 

—  ==Q,  =   ZjZa   =3'-^*z— 3, 

D,  =  Di=     Za     =rz— i. 
Di  C.  —  Cours.  IV.  18 
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n  en  résulte 

D|  =  Z,  =  z  — I. 

On  arrive  donc  enfin  à 

(f(z)  =  (z~hi){z-h  3)*(«  — i)>, 

et  l'équation  proposée  admet  la  racine  simple  —  i .  la  racine  double  —  3, 
et  la  racine  triple  -h  i  . 

Recherche  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  ponr  qn^ono 
équation  algébrique  ait  une  racine  d'un  certain  ordre  de  mul- 
tiplicité. 

1097.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
équation  algébrique  f(;;)=o  admette  une  racine  multiple 
d'ordre  n  sont,  d'après  ce  qui  précède  (1089),  que  cette  ra- 
cine, prise  seulement  une  fois,  annule  (p{z)  et  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées,  sans  annuler  la  /i»*"«.  En  d'autres  termes,  il 
faut  exprimer  que  les  n  équations 

(l)       (^{z):=LO,        9'(5)— O,         (^''{Z):^0,        . .  .,         Ç»-»  (s)  :=  0, 

ont  une  racine  commune. 

Pour  cela,  on  commence  par  écrire  que  9(2)  et  <p'(5)ont 
un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré.  On  trouve 
ainsi  une  première  équation  de  condition  entre  les  coeffi- 
cients de  la  proposée.  En  égalant  à  zéro  le  plus  grand  commun 
diviseur  calculé,  on  a  l'expression  de  la  racine  multiple,  et,  en 
la  substituant  dans  les  n  —  a  autres  équations  (i),  on  obtient 
n  —  2  nouvelles  équations  de  condition  entre  les  coefficients 
de  la  proposée. 

Ainsi,  pour  qu'une  équation  admette  une  racine  multiple 
d'ordre  /i,  il  faut  que  ses  coefficients  satisfassent  à  n  —  i  équa- 
tions de  condition. 

Nous  avons  déjà  appliqué  cette  méthode  (1091,  a»)  à  la  re- 
cherche de  la  condition  pour  qu'une  équation  complète  du 
troisième  degré  ait  une  racine  double.  Nous  en  donnerons  ici 
un  nouvel  exemple. 
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1098.  Trouver  les  deux  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  V équation  du  quatrième  degré,  privée  de  son  second 
terme,  ait  une  racine  triple. 

On  a  ici  à  exprimer  que  les  trois  équations 


(0 


ont  une  racine  commune.  On  a  intérêt,  en  général,  à  opérer 

d'abord  sur  les  équations  de  degré  inférieur. 

Nous  exprimerons  donc  que  les  premiers  membres  des  deux 

dernières  équations  (i)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur 

du  premier  degré,  en  suivant  toujours  la  même  marche  (1078). 

Nous  aurons 

^z  —  gq 


?(^)  — 

^*-!-  pz^ 

-h 

qz 

-4-  r 

_o, 

(p'(^) 

4^' -4-  2/>5 

-+- 

Ç 

—  0, 

(p'(5) 

12  5*  H-  2/7 

o 

4-5*4-  2/>5  -H  q 
I25'h-  6pz  -+-  Sq 

—  2pZ 

^pz  -\-  3q 


'ÀZ 

65*-+-/? 

12/? -3*  H-  2/?' 

—  gqz 

—  36pqz 

l  -+-  2/?* 

-f-8/?» 
4-27^- 

^pz-^Sq 


8/>»-^27^» 

La  première  condition  cherchée  est  donc 

(2)  8/?*-f-  27<7*=  o. 

On  obtient  l'expression  de  la  racine  triple  en  égalant  à  zéro 
le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degré,  c'est-à-dire 
en  posant 

(3)  4^2  +  37  —  0,        d'où        zz=i—^' 

4/? 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (i), 
il  vient 


256/?*       16/?        (\p 
ou,  en  réduisant  et  en  chassant  les  dénominateurs, 
(V)  817*— 48/?»ç»4-256r/?*=r.o. 

Telle  est  la  seconde  condition  cherchée.  On  peut  simplifier 


r/»- 


^- 


i 
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son  expression  en  tenant  compte  de  la  première  condition. 
On  déduit,  en  effet,  de  l'équation  (a), 

8^,3- —  277% 

de  sorte  que  Téquation  (4)  se  réduit  à 

(5)  gg^—32rp. 

En  multipliant  par  3  les  deux  membres  de  l'équation  (5), 

on  a 

2jq^.  .g6rp, 

et  Ton  peut  alors  réunir  les  deux  conditions  trouvées  sous  la 

forme  simple 

27  ^'  :  -  96  r/?  :=  —  ^P^ 

ou 


(6) 


27 


7»'. 


On  peut  simplifier  notablement  les  calculs  par  l'emploi  des 
fonctions  homogènes.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer. 


Emploi  des  fonctions  homogènes. 
1099.  Cas  d'unb  racine  double.  —  Soit  la  fonction  entière 

Remplaçons  z  par  -  et  multiplions  ensuite  par  u'^,  nous  aurons 


(2) 


"""f{î) 


Ao«'"H- Al  a;s'"-*4-  A,  u^z'^'^-T .. .  .-A;»..,  « '»-* ^  4- A«  «", 


c'est-à-dire  que  nous  obtiendrons  une  fonction  homogène  (580) 
et  de  degré  m  des  deux  variables  z  et  u.  Nous  pourrons  la  dé- 
signer par  <f{ZfU),  en  convenant  de  remplacer  9(5,  i)  par 
(p(5),  puisque,  lorsqu'on  suppose  w  i-i:  1,  la  relation  (2)  repro- 
duit identiquement  la  relation  (i).  Il  en  sera  de  même  pour  la 
dérivée  partielle  (^'^{Zyu)  [327,566]  qui,  pour  tt  =  i,  repro- 
duit simplement  (f^{s). 

D'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes  (580)  appliqué 
à  la  fonction  q{z,  u),  on  a,  d'une  manière  générale,  l'identité 


(3) 


s(f'.{z,u)  -i-u<f'„{z,  u)  -  m<f{z,  u). 


I 
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Or,  pour  une  racine  double  de  l'équation  (p(^)  ==  o,  les  deux 
polynômes  9(^,  m)  et  (^'^{z,u)  s'annulent  quand  on  y  rem- 
place z  par  cette  racine  double  et  u  par  i,  puisqu'ils  se  rédui- 
sent, dans  cette  hypothèse,  à  (if{z)  et  à  (^'{z).  On  a  alors  pour 
les  mêmes  valeurs,  d'après  l'identité  (3), 

(^'u{Zy     U)       ~0. 

Donc,  toute  racine  double  de  9(5)  =  0  est  une  racine  com- 
mune des  deux  équations 

quand  on  y  suppose  «  =:  i. 

Réciproquement,  toute  racine  commune  des  deux  équa- 
tions ainsi  modifiées  annule  nécessairement  9(^),  d'après 
l'identité  (3),  et  cette  racine  est  alors  une  racine  double  de 
l'équation  <p (s)  =  o,  puisqu'elle  annule  à  la  fois  9(5)  et  ^'{z). 

1100.  Prenons,  par  exemple,  l'équation  du  troisième  degré 
privée  de  son  second  terme 

(i)  z^-\-  pz  -^  g^=^o. 

Nous  aurons  immédiatement 

|<p(^,  u)   =:^*H-  pu^z  -h^a', 
(f'^{z,  u)  =3j5*h-/?«S 
9m{^>  m)  =  2/?«5  -H  Zqu^. 

Égalons  à  zéro  les  deux  dérivées  partielles,  après  y  avoir  fait 
a  =  i.  Il  viendra 

(3)  3^'-+-f>:=0,  2/>^-+-3^  =  0. 

Si  ces  deux  équations  ont  une  racine  commune,  elle  est  né- 
cessairement, puisque  l'une  des  équations  est  du  premier 

degré, 

(4)  z  =  -^-3.. 

2/> 

En  la  substituant  alors  dans  le  premier  membre  de  l'autre 
équation  (3),  on  obtient  l'équation  de  condition  qui  doit  lier 
les  coefBcients  de  l'équation  (i)  pour  qu'elle  ait  une  racine 
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double.  On  retrouve  de  la  sorte,  plus  rapidement,  le  résultat 
connu  (1038,  20) 

(5)  4/>'H-a7^'  =  o. 

1101.  Cas  d'une  racine  triple. —Pour  que  réquation<p(j5)=:o 
ait  une  racine  triple,  il  faut  et  il  sufQt  (1097)  que  les  équa- 
tions 

(l)  (^{z)—0,  (p'(5)  =  o,  9''(S)=:0 

aient  une  racine  commune. 

Formons,  comme  précédemment  (1099)»  l'équation  homo- 
gène (^{zyu).  Nous  avons  démontré  (581)  que  les  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  d'une  fonction  homogène  de 
degré  m  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  m  —  i.  On 
peut  donc  leur  appliquer  aussi  le  théorème  des  fonctions  ho- 
mogènes (880),  de  sorte  qu'on  a  les  trois  équations  suivantes^ 
en  se  rappelant  les  notions  données  (650  et  suiv.)  sur  les  déri- 
vées partielles  des  différents  ordres  :  • 

Ix;(pl(^,M)    -h  U(^'u{s,u)    :=:  m(p(Zf  u) 
^(pï«(j5,  m)   -^uc^l^uiz,  u)=i{m  —  i)<f'^{z,  a), 
z<^u,z{zy  M) -h  u(fu*(s,u)  i=(m  — i)(pL(«,  w). 

Si  l'équation  9(2)  =0  admet  une  racine  triple,  on  a  à  la  fois, 
pour  la  valeur  correspondante  de  z  et  pour  w  =  i,  (p(^)  r=o, 
(p'(5)  =  o,  9''(2)  =:  o.  Pour  les  mêmes  valeurs,  la  première  des 
identités  (2)  donne  alors  ^'^(s,  u)  =  o;  à  son  tour,  la  deuxième 
de  ces  identités  donne  (pl^j^{z,u)^=o;  enfin,  la  troisième 
donne  nécessairement  (p^t^Zy  u)  rzzOy   puisque  l'on  a  (652) 

Il  en  résulte  que,  pour  toute  racine  triple  de  9(5)  =0,  les 
relations  ci-après  (qui  correspondent  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre) 

(3)        9;,(5,  «)~0,  (fl^a{z,u)=Oy  (pi,(;S,  m)  =  0 

sont  satisfaites,  quand  on  fait  en  même  temps  i^  =  i . 

Réciproquement^  si  les  équations  (3)  ainsi  modifiées  diAmeX- 
tent  une  racine  commune,  pour  cette  racine  et  pour  u  =  i,  la 
troisième  des  identités  (2)  donne  (p'„(jB,  ix)  =0;  la  deuxième 
de  ces  identités  donne  <f'^{z^u)z=zo;  enfin,  la  première  donne 
à  son  tour  9(^,  u)  =:  o.  Par  conséquent,  la  valeur  correspon- 
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dante  de  z  est  une  racine  triple  de  l'équation  (^{z)  =^o^  puis- 
qu'on a  à  la  fois,  pour  cette  valeur, 

(l)  9(^)1=0,  Cp'(«)-0,  (f" (z)  -zn  Q, 

On  peut  donc,  dans  la  recherche  poursuivie,  substituer  aux 
équations  (i)  les  équations  (3),  qui  sont  nécessairement  plus 
simples. 

1102.  Reprenons  J'exemple  déjà  traité  (1098),  c'est-à-dire 
cherchons  les  conditions  pour  que  Véquation  du  quatrième 
degré,  privée  de  son  second  terme, 

(i)  z't-\- pz^^qz -^  r^:^o 

ait  une  racine  triple. 
Nous  aurons  ici 

(p(s,  m)     ^r  js*-i-/>a'js*-i-^M'5 -I- rw*, 
<pi(^,  u)    =  4^*+  2pu*z  -h  qu^, 
<^'u{zj  u)    :=z2puz^-^  Squ'^z  -^  ^ru^f 

(fl*{z,u)     =^  12 Z*-\-  2 pu* f 

(fut{z,u)  z=2pz^-\-6quz-^i2ru^. 

Égalons  à  zéro  les  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
en  y  faisant  u-=:i.  Nous  obtiendrons  les  trois  équations 

1125*  -h  2/>  =  o, 
^pz  -f-  3^  rrio, 
2/75*4-  6qz  -\-12rzzzOy 

et  elles  devront  admettre  une  racine  commune.  La  deuxième 
des  équations  (3)  étant  du  premier  degré,  cette  racine  com- 
mune est  nécessairement 

et,  en  la  substituant  dans  les  deux  autres  équations  (3),  on 
retrouve,  beaucoup  plus  rapidement,  les  mêmes  équations  de 
condition  qu'au  n^  1098,  savoir 

^q^  =  l2rp  =  —p\ 


(2) 


28o  ALGÈBRE    SUPÉKIEORE. 

1103.  Cas  gékéral.  —  Les  résultats  qu'on  vient  d'obtenir 
(1099,  1101),  dans  le  cas  d'une  racine  double  et  d'une  racine 
triple,  s'étendent  sans  peine  à  la  recherche  des  racines  d'ordre 
supérieur,  quel  que  soit  cet  ordre. 

£n  appliquant  le  théorème  des  fonctions  homogènes  à  la 
fonction  elle-même  rendue  homogène  et  à  ses  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  nous  avons  trouvé  (1099,  1101) 

z(^l,(z,  u)-\-  «cp2,„(-,  1/)    -(m  — i)(pl(2»  ")» 

Les  dérivées  partielles  du  premier  ord.re  étant  des  fonctions 
homogènes  de  degré  m  —  i,  les  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré 
m  —  2  (581),  auxquelles  on  peut  encore  appliquer  le  même 
théorème.  On  obtient  ainsi  les  relations  suivantes,  en  remar- 
quant que,  puisque  (652)  <p!,,*(^,  u)  =  <p«,s(5,  w),  on  n'a  besoin 
de  considérer  qu'une  seule  de  ces  deux  fonctions  : 

/     z  9si(2,  u)  -^  u  9r«,tt('S,  u)  --  {m-  2)  9s«(5,  u), 
(2)       /  J5  9st,„(2,  w) -h  wçj^.uîC-.  ")  ~  (w      2195,1,(5,  a), 
(  -?««,«(-,  w)-l-  u(^u*[^yi^)  ==  (/w  — 2j(p;,.(js,a). 

Cela  posé,  pour  que  l'équation  (p  (-5)  —  o  ait  une  racine  qua- 
druple, il  faut  (1089)  que  les  quatre  équations 

(a)        (p(js)zz:0,  (p'(5)=0,  (p''(5)=z0,  ^"{ZJ^O 

aient  une  racine  commune. 

S'il  en  est  ainsi,  pour  la  valeur  correspondante  de  z  et  pour 
u=:i,  une  racine  quadruple  étant  racine  double  et  racine 
triple,  les  identités  (i)  sont  satisfaites  d'elles-mêmes  et  les 
seconds  membres  des  identités  (2)  s'annulent  tous  les  trois 
(1099,  1101).  A  cause  des  équations  (a),  la  première  des 
identités  (2)  donne  alors  (^zt,u{^,  u)=:o;  il  en  résulte,  en 
vertu  de  la  deuxième,  <pr,M«(^,  ")  ~o;  et,  par  conséquent,  la 
troisième  donne  enfin  (p^.(^,  u)  —  o,  puisque  l'on  a  (652) 

?««.»(-,  w)  —  9r.i/--(  5,  M). 

Réciproquement,  si,  pour  m=ii,  les  quatre  équations 

l       (^'^n{z,u)—0,  <pj\„(z,  m)  =  0, 

^  (    9z,ut{z,u)zziO,  (p:;.(;B,  «)=0, 
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qui  correspondent  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre, 
ont  une  racine  commune ,  cette  racine  est  une  racine  qua- 
druple de  l'équation  (p(^)  —  o. 

£q  effets  elle  annule  alors  les  seconds  membres  des  iden- 
tités (2):  par  suite,  elle  annule  ceux  des  deux  dernières  iden- 
tités (i),  et,  finalement,  elle  annule  le  second  membre  de  la 
première  de  ces  identités,  c'est-à-dire  elle  satisfait  à  Téqua- 
tioo  9(2)  =  o.  On  a  donc  à  la  fois,  pour  cette  racine  commune 
et  pour  «  =:  I , 

(a)    <^{z)  —  o,        <p'(5):-o,         (p''(x;)  =  o,         a^'i^z^—O, 

de  sorte  qu'elle  est  bien  racine  quadruple  de  la  proposée. 

On  a  donc  le  droit  de  substituer  aux  équations  (a)  les  équa- 
tions ({3),  nécessairement  plus  simples. 

La  loi  est  évidente.  Lorsque  l'ordre  de  la  racine  multiple 
croît  d'une  unité,  l'ordre  des  dérivées  partielles  que  l'emploi 
des  fonctions  homogènes  conduit  à  considérer  croît  aussi 
d'une  unité,  en  restant  immédiatement  inférieur  à  Tordre  de 
la  racine. 

En  résumé,  toute  racine  multiple  d*ordre  n-h  1  de  l'équa- 
tion (f(z)  :=:o  est  racine  commune  des  n-\-\  équations 

9?,„»-i(.s,  u)  —  o,       9J-(^,  tt)  —  o, 

lorsqu'on  y  fait  a  =  i. 

En  exprimant  que  les  deux  dernières  déris^ées  partielles  ont 
un  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  degrés  on  obtient, 
en  égalant  à  zéro  ce  plus  grand  commun  diviseur  et  le  reste 
correspondant,  V expression  de  la  racine  multiple  cherchée  et 
une  première  équation  de  condition.  En  substituant  la  valeur 
trouvée  pour  la  racine  multiple  dans  les  n  —  i  premières  équa-^ 
lions,  on  a  les  n  —  i  autres  équations  de  condition. 

Le  nombre  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'une  équation  <p(^)  =  0  admette  une  racine  multiple  d'un 
certain  ordre  est  donc  toujours  inférieur  d'une  unité  à 
l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  (1097). 

1104.  Ce  qui  précède  conduit  facilement  à  la  généralisation 
du  théorème  des  fonctions  homogènes. 
Considérons  dans  le  numéro  ci-dessus  les  identités  (i). 
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Multiplions  les  deux  membres  de  la  deuxième  par  z^  les  deux 
membres  de  la  troisième  par  u,  et  ajoutons-les  membre  à 
membre  en  tenant  compte  de  la  première  identité.  Nous  au- 
rons 

J5*93«(5,a)  -+-  a^MÇa.wC'îî»")  -i-«*9M«(^>")  —  /w( m  — 1)9(3, m). 

Considérons  de  même  les  identités  (a).  Multiplions  les 
deux  membres  de  la  première  par^*,  les  deux  membres  de  la 
deuxième  par  'xzu^  les  deux  membres  de  la  troisième  par  u% 
et  ajoutons-les  membre  à  membre  en  tenant  compte  du 
résultat  précédent.  Il  viendra 

z^  <fo{z,  u)  -h3^-//(p"t,„(3,  u) 

-h  33a'(pJ^„s(5,  u)  -h  u*  (pâ'C'Z»  ") 
z^m{m  —  i){m  —  2  )  9(5,  u). 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  voit  que,  dans  le 
premier  membre  de  l'identité  obtenue,  les  dérivées  partielles 
de  l'ordre  auquel  on  parvient  sont  multipliées  respectivement 
par  les  termes  correspondants  de  la  puissance  égale  du  binôme 
{z-\'U),  tandis  que,  dans  le  second  membre,  la  fonction 
9(3,  m)  est  multipliée  par  le  nombre  d'arrangements  de  m 
objets,  qui  a  pour  exposant  V ordre  des  dérivées  partielles. 

On  aura  ainsi,  pour  Tordre  n^  la  formule  suivante,  qui  est 
Texpression  du  théorème  des  fonctions  homogènes  généra- 
lisé : 

J8'*9?»(^,  M)-Hnz'»-*M9J— 1^„(-;,  u) 

-^ î^ ^-3'»-*a*9?«-t,„i(3,  «)  -h. .. 

H-  /liîtt'*"'  9?,M— «(-î^»  «)-+-«*•  9ÎÎ»('S>  u) 
^z  m{m  —  i){m  —  2). ..(m  —  /n-i)9(^,  u). 
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CHAPITRE  VU. 


PROPRIÉTÉ  FONDAMENTALE  DES  DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS 
ENTIÈRES.  —  THÉORÈME  DE  CAUCHY. 


Propriété  fondamentale  des  dérivées  des  fonctions  entières. 

1105.  Nous  avons  montré  précédemment  (722  et  suiv.)  com- 
ment le  signe  de  la  dérivée  d'une  fonction  quelconque  d'une 
seule  variable  était  lié,  d'une  manière  générale,  avec  la  crois- 
sance t\,  la  décroissance  de  cette  fonction,  supposée  réelle  ainsi 
que  la  variable. 

Nous  allons  rappeler  succinctement  cette  importante  pro- 
priété, en  considérant  une  fonction  entière  et  réelle. 

Soit  f{x)  cette  fonction  entière,  à  coefficients  réels,  et  ad- 
mettons que  la  variable  x  soit  elle-même  réelle. 

On  a,  par  définition  (534^), 

Par  conséquent,  avant  de  parvenir  à  la  limite  qui  conduit  à  la 
dérivée  ou  avant  de  supposer  ^x  infiniment  petit,  on  doit 
avoir 

en  désignant  par  a  une  certaine  quantité,  fonction  de  x  et 
de  Ax,  qui  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  ùix. 
On  déduit  de  là  la  relation 

(i)  A/(a?)  =f{x)  1X-^(X  Ax. 

Supposons  que,  pour  une  valeur  donnée  de  :r,  /'(  j?)  ait  une 
valeur  finie  et  bien  déterminée,  différente  de  zéro.  Si  Ton  fait 
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tendre  Aj?  vers  zéro,  en  le  prenant  pour  infiniment  petit  prin- 
cipal (515),  OL  tendra  aussi  vers  zéro,  et  le  produit  a^x  dis- 
paraîtra devant /'(a?)  Ax  comme  infiniment  petit  d'ordre  su- 
périeur (521,  2®).  Par  conséquent,  d'après  rexpression,(i), 
Taccroissement  A/(a?)  de  la  fonction  aura  le  signe  du  pro- 
duit/'(^r)  Ao?  ou  le  signe  de/'(^),  si  Von  convient  de  prendre 
l'accroissement  Ax  de  la  variable  toujours  positif,  c'est-à-dire 
si  Ton  convient  de  faire  croître  la  variable  réelle  de  —  oo  à 

-h  00. 

Si  la  dérivée  /'{x)  est  positive,  Taccroissement  A /(a?)  est 
aussi  positif,  et  la  fonction  va  en  croissant;  si  la  dérivée /'(x) 
est  négative,  Taccroissement  A/(x)  est  aussi  négatif,  et  la 
fonction  va  en  décroissant. 

Ainsi,  une  fonction  f{x)^  entière  et  réelle,  croit  ou  décroit 
à  partir  d' une  valeur  déterminée  de  la  variable  réelle  x,  sup- 
posée croissante,  suivant  que  sa  dérivée  f'{x)  est,  pour  cette 
même  valeur  de  x,  positive  ou  négative. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente. 

1106.  La  dérivée  f'{x)  est  une  fonction  entière  et  réelle 
comme  f{x)  [324.,  582].  Si  elle  change  de  signe,  en  passant 
d'une  valeur  positive  ou  négative  à  une  valeur  négative  ou 
positive,  elle  traverse  nécessairement  la  valeur  zéro  (1008). 
Pour  la  valeur  correspondante  de  x^  l'accroissement  de  la 
fonction  f{x)  est  donc  nul,  et  la  valeur  de  cette  fonction  de- 
meure stationnaire  dans  un  intervalle  infiniment  petit  (723). 

1107.  Si,  dans  le  cas  d'une  fonction  entière  et  réelle,  la  dé- 
rivée est  constante  (724),  la  fonction  est  du  premier  degré,  et 
elle  est  alors  constamment  croissante  ou  décroissante,  suivant 
que  la  dérivée  constante  est  positive  ou  négative. 

En  effet,  si  l'on  a 

f'{x)—-m         ou        f'{x)dx  —-mdx^ 

il  vient,  en  intégrant  (766\ 

f{x)  =r  mx  -H  C. 

Si  m  est  positif  et  qu'on  fasse  croître  a?  de  —  oo  à  -+-oo,  f{x) 
croît  elle-même  de  —  oo  à  -+-  oo;  si  m  est  négatif,  f{x)  décroît 
de  -h  00  à  —  00. 
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1108.  Nous  devons  maintenant  chercher  quel  est  le  théo- 
rème qui  remplace  le  précédent  (1105)»  lorsqu'il  s'agit  de 
fonctions  et  de  variables  imaginaires. 

Supposons  donc  une  fonction  entière  9(2),  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires,  et  où  la  variable  z  peut  recevoir  des  va- 
leurs quelconques,  réelles  ou  imaginaires. 

En  représentant  par  u  la  fonction,  par  x-^-yi  une  valeur 
quelconque  de  2,  on  peut  écrire  (926) 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  connues  et  réelles  de  x  et  de  y^ 
Comme  il  s'agit  d'une  fonction  entière  (934,  935),  les  con- 
ditions nécessaires  pour  l'existence  d'une  véritable  fonction 
ou  pour  l'existence  d'une  dérivée  bien  déterminée  sont  rem- 
plies, c'est-à-dire  qu'on  a  (926) 

dx       dy  dy  dx 

ou  !930),  en  mettant  la  variable  z  sous  forme  trigonométrique 
5  -:r(cos«  -H«  sina), 

d^       d(^  dy  __  ^dQ 

dr        dfa  '  doi  dr 

P  et  Q  sont  alors  des  fonctions  réelles  de  r  et  de  a. 

Les  formules  (i)  lient  les  dérivées  partielles  de  P  et  de  Q 
prises  par  rapport  à  r  et  par  rapport  à  a,  et  elles  permettent, 
en  se  reportant  au  n^  1105,  d'énoncer  immédiatement  ce  théo- 
rème : 

Soit  une  fonction  entière  de  la  variable  imaginaire 

z  -'-.  r^cosa  -  -  «  sina), 

ramenée  à  la  forme  u  -  .(^{z)  -P  -+•  Qi^  où  V  et  Q  sont  des 
fonctions  entières  et  réelles  de  r  et  de  a.  Si  Von  donne  au  mo- 
dale r  une  valeur  déterminée  et  que  Von  fasse  croître  Vargu-- 
ment  a  d'une  manière  continue  (887),  deo  à  27:,  la  fonction  Q 
aura,  par  rapport  à  a,  une  dérivée  positive  ou  négative,  c'est- 
à-dire  croîtra  ou  décroîtra,  tant  que  la  dérivée  de  P  par  rap- 
port à  r  sera  elle-même  positive  ou  négative.  A  u  contraire,  la 
fonction  P  aura,  par  rapport  à  «,  une  dérivée  négative  ou  po^ 
siiive,  c'est-à-dire  décroîtra  ou  croîtra,  tant  que  la  dérivée 
de  Q  par  rapport  à  r  sera  elle-même  positive  ou  négative. 


^ 


2S6 
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Théorème  de  Ganchy. 

1109.  Ce  théorème,  indépendammentde  son  utilité  propre,  est 
extrêmement  remarquable.  Le  lecteur,  pour  bien  comprendre 
l'exposition  qui  va  suivre,  doit  se- reporter  aux  notions  déve- 
loppées dans  le  Livre  VL 

Considérons  une  fonction  entière  et  de  degré  m  de  la  va- 
riable imaginaire  ^  —  a?  4-  y  i,  telle  que  «  =  9  ( js  )  =  P  +  Q  «, 
P  et  Q  étant  des  fonctions  entières  et  réelles  de  a:  et  de  y,  et 
admettons  que  V équation  ç(«)=io  ait  n  racines  égales  à 
^0  -*-  Jo  h  ^  pouvant  être  égal  à  i . 

Déterminons  alors,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires 
Ox  et  0/  {Jig-  5i),  le  point  Go  dont  les  coordonnées  sont  x, 


et/o»  c'est-à-dire  le  point  ^o~'^o-+-7oM  puis  décrivons  du 
point  Go  comme  centre,  avec  un  rayon  r  suffisamment  petit, 
une  circonférence  GoM.  Nous  désignerons  par  a  l'angle  formé 
avec  Ox  par  le  rayon  GoM.  Cet  angle  sera  nul,  quand  GoM 
sera  parallèle  à  Ox,  et  croîtra  lorsque  le  rayon  GoM,  se  dé- 
plaçant toujours  dans  le  même  sens,  tournera  d'abord  de  Oo; 
vers  Oy  ou  dans  le  sens  direct. 

Il  est  entendu  que  le  rayon  r  est  tel  que,  en  aucun  point 
de  la  circonférence  Go  M,  les  fonctions  P  et  Q  ne  sont  nulles 

à  la  fois,  de  sorte  que,  en  chaque  point  M  de  la  circonfé- 

p 
rence,  le  rapport  ^  a  une  valeur  parfaitement  déterminée. 

Pour  que  cela  ait  lieu,  il  faut  et  il  sufQt  qu'il  ne  se  trouve 
sur  la  circonférence  GoM  aucun  des  autres  points-racines 
(1016)  de  l'équation  <p(^)  =0,  c'est-à-dire  que  le  rayon  r  ne 
soit  pas  égal  à  la  distance  du  point  Go  à  l'un  de  ces  points. 
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Ainsi,  dans  tous  les  cas,  le  rayon  r  doit  être  inférieur  à  la 
plus  petite  des  distances  du  point  Gq  ou  ^o  ^ux  autres  points- 
racines;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  ne  doit  y  avoir  qu'un 
seul  point-racine  (simple  ou  multiple)  à  Tintérieur  de  la  cir- 
conférence Go  M. 

1110.  Cela  posé,  nous  commencerons  par  établir  une  pro- 
position préliminaire. 

5/  le  point  mobile  M  décrit  la  circonférence  entière  pour 
revenir  à  son  point  de  départ,  c'est-à-dire  si  l'angle  a  croit 
de  2  7r,  et  si^  comme  on  le  suppose^  la  racine  gui  répond  au 

point  Go  est  une  racine  multiple  d'ordre  /i,  le  rapport  dé  ter- 

p 

miné  jrj  rapporté  au  point  M,  s'annule  précisément  in  fois. 

en  passant  chaque  fois  d'une  valeur  positive  à  une  valeur  né- 
gative. 

Soit,  en  effet, 

On  a,  par  la  série  de  Taylor  étendue  aux  variables  imagi- 
naires (967), 

A' 

0(3)  =:(p(5o)  -h  <f'{So)h  -H  fi^o) 


1.2 

-^?"(^o) ô h...4-9"»(2o) 3 

^         '1.2.3.../1  ^    ^1.2. 3. ..m 

Mais,  Zq  étant,  par  hypothèse,  racine  multiple  d'ordre  /i,  on 
a (1089) 

?(*o)==^0,         9'(5o)— O,         <p'(5o)=0,  ...,         (p»-»(3o)~0, 

en  même  temps  que 

?"(«o)^o, 

et  il  reste  simplement 

h"  h'^ 

(')    ?(--)=-?''(^.),.,.3...^+---KP'"(^«)..,.3...„,- 

Si  Ton  se  meut  sur  le  cercle  Go  M,  r  et  a  sont  le  module  et 

l'argument  de  Taccroissement  ou  de  la  variable  h  (875),  de 

sorte  qu*on  a 

h  —  /(cosa-h  l'sina). 

On  peut  d'ailleurs  représenter  par  Z^  et  (ù^  le  module  et 
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rargument  du  coefficient 

■  ■  ■  ■  • 

I  .2.3.  .  .fJL 

En  faisant  varier  l'entier  fz  depuis  n  jusqu'à  m,  Téqua- 
tion  (i)  deviendra  (841,  843) 


(  9(5)  T--:Zrtr'*[cos(/ia -Hw«) -h  «sin(na -h  Wa)] 

(  +Z;„r'"[cos(/na-i-a)|„)  -h  isin^ma  -h  w^)]. 

On  aura  donc  en  même  temps,  en  séparant  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire, 

P^Z^r»  cos(/ia-i-  (ù„)  h-Z„h_,/'*-^*  cos[.  . .]  -h. . . 

-r-Z^nr^cosCma -i-w;„), 
(2)    / 

Q  ir=Z„/*"sin  («a-hW;»)  H-  Z^+i r'»-*-* sin  [. . .]  -4-. . . 

-i-Z;„r'"sin  (ma  — ci);n).  i 

Ces  transformations  effectuées,  il  s*agit  de  prouver  que,      j 
lorsque  le  point  M  décrit  une  circonférence  entière  dans  le 

P 

sens  direct,  le  rapport  j^  s'annule  a/i  fois,  en  passant  chaque 

fois  du  positif  au  négatif.  Or,  il  revient  au  même  de  démontrer 

que  le  rapport  inverse  p-  traverse  in  fois  l'infini,  en  passant 

chaque  fois  du  positif  au  négatif. 
En  divisant  membre  à  membre  les  deux  relations  (2),  on  a 

Q  _  Zrtr»sin(yia-t-(i>ff)  4- Z^-ri /''*•*''  sin  [.. .]  -^-. . .  -r-  Z„,  r^  sin  (  mg  —  Mj»  » 
^    ^    P  ~  Z«r»cos(/ia-t-(«)„)  -f- Zrt-Kir«-^i  C08[...]  -1-. .  .-4- Zmr'»cos(/?ia-n-w»» 

Le  rayon  r  peut  d'ailleurs  être  aussi  peUl  qu'on  veut.  Si  on 
le  fait  tendre  indéfiniment  vers  zéro,  on  a  à  /a  limite,  en  né- 
gligeant les  infiniment  petits  d'ordres  supérieurs  (520),  ou 

bien  encore,  en  remplaçant  rpar->  en  rendant  ensuite  les 

P 

deux  termes   de  ~  entiers,   et  en  appliquant  la   règle  du 

n°712(5«), 

,,,  Q       sin  (/la -h  ol)„) 

(4)  w-  = ) c  =tang(Aia-hWa). 

^^  P        cos(/ia-i- w/i)  ®^  ^ 

w„,  argument  du  premier  coefficient  de  l'équation  (O»  3^ 
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une  valeur  fixe,  inférieure  à  qtt.  Si  Ton  considère  {fig^  5a)  le 
cercle  iHgonométrique  ABA'B',  où  A  est  l'origine  des  arcs 
et  BB'  le  diamètre  perpendiculaire  au  diamètre  AA',  Textré- 
mité  de  Tare  co»  pourra  appartenir  à  l'un  quelconque  des 
quatre  quadrants  et  se  trouver  en  12i,  Û,,  â,  ou  en  Q.^. 


■Y 


Ui 


(» 


B' 


s^. 


1\ 


'A 


L 


y 


L'arc  a  doit  partir  de  zéro  et  croître  jusqu'à  27r,  pendant 
que  le  point  M  {fig>  5i)  parcourt  la  circonférence  Go  M  pour 
revenir  à  son  point  de  départ.  Il  s'ensuit  que  l'arc  non  part  de 
zéro  et  croît  jusqu'à  2/i7r.  L'origine  étant  en  A,  on  obtiendra 
donc  les  valeurs  successives  de  l'arc  /la  -h  W;^  en  partant,  sur 
la  circonférence  AB  A'B',  de  l'extrémité  de  l'arc  W;,,  et  en  dé- 
crivant ensuite  n  circonférences  qui  ramèneront  au  point  de 
départ.  De  cette  manière,  on  voit  que,  quel  que  soit  le  qua- 
drant qui  contienne  l'extrémité  de  l'arc  ^ny  on  passera  tou- 
jours n  fois  en  B  et  /i  fois  en  B',  dans  le  sens  direct,  c'est- 
à-dire  que  la  tangente  de   l'arc  variable    ïiolt-  ts^n,  ou  le 

rapport  ^  [rapporté  au  point  M  {fig-  5i)]  traversera  in  fois 

rinfîni  {Trigon.,  25},  en  passant  toujours  du  positif  au  né- 
gatif :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  en  même  temps  que  le  rapport  -p  s'annule  2/1  fois 

en  passant  du  négatif  au  positif,  c'est-à-dire  que  le  rapport 

p 

inverse  ^  traverse  2/1  fois  l'infini,  en  passant  chaque  fois  du 

négatif  au  positif;  ce  qui  lui  permet  de  s'annuler  ensuite  en 
passant  du  positif  au  négatif. 

On  peut  remarquer  enfin  que  ^  représente  la  tangente  de 
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Targument  de  Texpression  imaginaire  P  +  Q*  ou  de  9(^3) 
[836]. 

1111.  En  s'appuyant  sur  ce  qui  précède,  on  peut  démon- 
trer facilement  le  théorème  de  Cauchy,  à  Taide  de  considé- 
rations dues  à  Sturh  et  Liouville  (^). 

Les  notations  étant  les  mêmes  que  dans  le  n^  1110,  imagi- 
nons dans  le  plan  des  axes  rectangulaires  Oj?  etO/  (Jig-  53) 

un  contour  fermé  quelconque  ABCD,  qui  ne  passe  par  aucun 

p 

des  points-racines  de  l'équation  <^{z)  —o  :  le  rapport  -^  aura 

une  valeur  déterminée  (1109)  en  tout  point  de  ce  contour.  Si 
Ton  suit  le  contour  ABCD  dans  le  sens  direct  (958),  à  partir 

d'un  point  quelconque  A,  de  manière  à  revenir  au  point  de 

P 

départ,  ce  rapport  ^  s'annulera  ou  deviendra  infini,  chaque 

fois  que  son  numérateur  P  ou  son  dénominateur  Q  passera 
par  zéro. 

Fig.  53. 

y 


Le  théorème  de  Cauchy  consiste  alors  dans  cet  énoncé  : 

Théorème  de  Càughy.  —  Désignons  par  k  le  nombre  de  fois 

P 

que  le  rapport  jry  en  s* annulant  et  en  changeant  désigne, 

passe  du  positif  au  négatif;  par  /c',  le  nombre  de  fois  que  ce 
rapport,  en  s* annulant  et  en  changeant  de  signe ^  passe  du 
négatif  au  positif  Le  nombre  k  ne  sera  Jamais  inférieur  au 
nombre  k',  et  l'excès  k  —  Ar'r=:  A  sera  toujours  égal  au  double 
2^1  du  nombre  /jl  de  points- racines  ou  de  racines  (égales  ou 
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inégales)  de  l'équation  (^{z)i=z  o,  qui  se  trouvent  comprises  à 
Vintérieur  du  contour  ABCD. 

li  est  entendu  qu*on  laisse  de  côté  les  changements  de 

p 

signes  que  le  rapport  yr  peut  présenter  en  passant  par  l'infini, 

et  qu'on  ne  considère  pas  les  valeurs  nulles  qu'il  peut  tra- 
verser sans  changer  de  signe. 
Nous  diviserons  la  démonstration  comme  il  suit  : 

i*»  Le  théorème  étant  supposé  vrai  pour  deux  contours 
ABCA,  ADBA,  liés  par  une  partie  commune  AB,  a  lieu  néces- 
sairement pour  le  contour  total  ADBCA  qu'ils  constituent ^ 
lorsqu'on  fait  abstraction  de  la  partie  commune  (  fig.  54). 


Fig.  55. 


o 


Fig.  55. 


B  - 


Soient  /x  le  nombre  des  racines  (égales  ou  inégales)  com- 
prises  à  l'intérieur  du  contour  total  et  A  l'excès  k  —  X:'  relatif 
à  ce  contour.  Si  [l'  et  A',  it,"  et  A''  représentent  les  quantités 
analogues  pour  les  deux  contours  partiels,  on  aura,  par  hypo- 
thèse. 

Or,  la  somme  des  deux  excès  A'-+-  A''  est  évidemment  égale 
à  l'excès  A  augmenté  des  deux  excès  qui  répondent  au  par- 
cours de  la  ligne  commune  AB,  d'abord  de  A  vers  B  pour  le 
contour  partiel  inférieur,  et  ensuite  de  B  vers  A  pour  le  con- 
tour partiel  supérieur.  Ces  deux  derniers  excès  étant  néces- 
sairement égaux  et  de  signes  contraires,  d'après  l'énoncé 
même  du  théorème,  on  a  simplement 


A  =  A'-+-  A''=:2(|JL'-f-|JL'). 


^ 
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D'ailleurs,  /x  =  fx'-f-  iJ.";  donc 

A=i:  2/JL. 

Nous  n'avons  supposé  que  deux  contours  juxtaposés.  Il 
est  clair  qu'on  peut  en  ai^oir  un  nombre  quelconque.  Si  le 
théorème  est  vrai  pour  chacun  d'eux,  il  a  encore  lieu  pour 
leur  réunion,  à  l'exclusion  des  parties  de  liaison. 

Ainsi,  étant  vrai  (fig-  55)  pour  les  contours  i  et  2,  il  aura 
lieu,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  pour  le  contour  ADBA. 
Étant  vrai  pour  les  contours  3  et  4>  il  aura  lieu  également 
pour  le  contour  BCA6.  Il  aura  donc  lieu  finalement  pour  le 
contour  total  ADBCA. 

2**  S'il  n'existe  aucune  racine  à  V intérieur  du  contour  con- 
sidéré ^  ou  si  Von  a  ik^=:.o,  on  a  aussi  A  ^^  o. 

Dans  cette  hypothèse,  il  n'existe,  pas  plus  à  Tintérieur  du 
contour  donné  que  sur  ce  contour,  aucun  point  pour  lequel 
on  ait  à  la  fois  P  =.  o  et  Q  rzz  o,  puisque  cette  double  annula- 
tion répondrait  à  une  racine  de  l'équation  9(5 "i  =-0.  Mais  il 
peut  çxister  des  points  pour  lesquels  on  ait  séparément?  zzio 
OM  Q  =r  o.  Dans  ce  cas,  on  peut  partager  l'espace  enfermé  par 
le  contour  total  en  plusieurs  parties  telles  que,  sur  leur  con- 
tour ou  à  leur  intérieur,  il  n'existe,  soit  aucun  point  pour 
lequel  on  ait  P  -—  o,  soit  aucun  point  pour  lequel  on  ait  Q  -i:  0. 
Il  est  permis  d'ailleurs,  d'après  la  première  partie  de  la  dé- 
monstration, de  considérer  tous  les  contours  partiels  ainsi 
déterminés  au  lieu  du  contour  total. 

Or,  si,  à  l'intérieur  d'un  contour  partiel  et  sur  ce  contour, 

on  n'a  jamais  P  zzz  o,  on  a  nécessairement  A  =  o,  puisque  le 

p 

contour  -^  ne  s'annule  pas. 

Si,  au  contraire,  on  a  P  =  o,  on  n'a  jamais  Q  —  o,  de  sorte 

que  la  fonction  entière  Q  conserve  toujours  le  même  signe, 

p 

et  que  le  rapport  -rr  ne  peut  changer  de  signe  qu'en  s'annulant 

avec  P,  qui  changera  de  signe  lui-même.  D'autre  pari,  quand 
on  a  parcouru  complètement  le  contour  partiel  considéré,  le 

P  .  X 

rapport  -^  revient  à  sa  valeur  primitive  et  à  son  signe  pri- 
mitif. Il  en  résulte  que,  s'il  s'est  annulé  k  fois  en  passant  du 
positif  au  négatif,  il  s'est  annulé  le  même  nombre  de  fois 
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kl—k  en  passant  du  négatif  au  positif  (chaque  changement 
de  signe  de  +  à  —  étant  alors  nécessairement  suivi  d'un  chan- 
gement de  signe  de  —  à  -+-).  On  a  donc 


ù.—  k^k'—o 


ou 


ap. 


3*  S'il  existe  une  seule  racine  à  l'intérieur  du  contour  con- 
sidéré ^  d*un  ordre  quelconque  n  de  multiplicité,  le  théorème 
est  mrifié,  et  Von  a  A  r=:  2  /i. 

Soit  {fig*  56)  Go  le  point  racine  correspondant»  à  Tintérieur 
du  contour  ABCD. 

Du  point  Go  comme  centre,  avec  un  rayon  GqM  suffisam- 
ment petit,  décrivons  une  circonférence  intérieure  au  con- 
tour ABCD,  et  relions-la  à  ce  contour  par  deux  coupures  ME 
etNF. 

Nous  formerons  ainsi  trois  contours  juxtaposés,  pour  chacun 
desquels  le  théorème  aura  lieu. 


0 


Fig.  56. 


En  effet,  le  premier  contour  partiel  est  MHNFDAEM,  pour 
lequel  on  a  (  2®)  /jl  m  o  et  A  =1  o. 

Le  deuxième  contour  partiel  est  MLNHM ,  pour  lequel  on  a 
(1110)  |UL— /i  et  A  =  2/i  (A:'  est  alors  nul). 

La  partie  commune  à  ces  deux  contours  est  NHM,  et  leur 
réunion  forme  le  contour  NFDAEMLN. 

Le  troisième  contour  partiel  est  EBCFNLME,  pour  lequel 
ona  (2'»)fx=ro  et  A  — o. 

La  partie  commune  à  ce  dernier  contour  et  à  la  réunion 
des  deux  autres  est  EMLNF. 

L*ensenft)le  des  trois  contours,  en  supprimant  les  parties 


^ 
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communes,  constitue  le  contour  total  ABCDA,  pour  lequel  le 
théorème  a  lieu  (i<> ),  puisqu'il  a  lieu  pour  les  trois  contours 
partiels. 

4**  Enfin,  le  théorème  a  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  des 
points-racines  compris  à  r intérieur  du  contour  considéré. 

Car,  si  Ton  décompose  l'espace  limité  par  ce  contour  total 
à  Taide  de  contours  partiels  juxtaposés  tels,  que  Tintérieur  de 
chacun  d'eux  ne  renferme  qu'un  seul  point-racine,  le  théo- 
rème sera  vrai  pour  chaque  contour  partiel  (3°)  et,  par  suite  (i**j, 
il  sera  vrai  pour  le  contour  total  qui  résulte  de  leur  réunion, 
toute  partie  commune  supprimée. 

1112.  Nous  avons  vu  (922,  9W)  que  les  fonctions  entières, 
type  des  fonctions  holomorphes,  sont  continues  dans  le  plan 
des  axes  et  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable.  Les  zéros 
d'une  fonction  entière  ou  ses  points-racines  peuvent  donc  se 
trouver  distribués  dans  toutes  les  parties  du  plan  des  axes.  Il 
faut,  par  conséquent,  pour  appliquer  le  théorème  de  Cauchy 
aux  fonctions  entières,  au  point  de  vue  de  rensemble  de  leurs 
racines^  présenter  le  raisonnement  d'une  façon  spéciale.  Au 
fond,  la  marche  que  nous  allons  suivre  est  analogue  à  celle 
adoptée  déjà,  et  qui  nous  a  permis  de  démontrer  d'une  ma- 
nière très  simple  la  proposition  préliminaire  (1110),  fonde- 
ment du  théorème  général. 

Soit  l'équation  algébrique  quelconque 

(p(5)  ---  P  -H  Qi  tno 
OU 

(l)  9(2)  =  Ao«'"-hAi5'«-»-hA,5'«-»H-.  .  .-r  A,„_i-5-+- A;n==0. 

De  l'origine  0  des  axes  rectangulaires  Oj:  et  Oj  comme 
centre,  décrivons  un  cercle  dont  le  rayon  r  soit  aussi  grand 
qu'on  voudra.  Nous  allons  chercher  combien  il  y  a  de  racines 
de  l'équation  9(5)  —  o,  supposée  de  degré  m,  dans  l'intérieur 
de  ce  cercle  qui  deviendra  le  plan  des  axes  pour  r  =:  00. 
Posons  la  variable 

^-=/'(cosa  H-  isinoc), 
et  désignons  par  Z^  et  (mï^  le  module  et  l'argument  du  coeffi- 


r 
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cient  A{i,  en  faisant  varier  l'indice  fi  de  o  k  m.  Nous  aurons 
alors  (1110) 


(i  bis)  f 


Zir"«-*}cos[(m  — i)a  -:   Wj] -h  isin[(m  -  i)a-i-  W|]j 

Z«_,r[cos(a-î- &);„_,)  4- «  sini  a -^- W;;,-,)] 
Z,n  (  cos  w,„  -H  i  sin  w^  ) . 


Il  vient,  par  suite,  en  séparant  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire, 

jP  — Zor«co8(ma-r- Wo)-hZir"*-> cos [...]— ...i-Z,«  ircos(a  Hu>;„-i)-+-Z;nC0S(i)„„ 
/Q— Zor«sin(/na-{-coo)-+-Zir'»-*  sin[...] --...  — Zm-i''sin(a-»-(i)m  ii  -Z^^sinwm- 

En  divisant  ces  relations  membre  à  membre,  il  vient,  pour 
le  rapport  p  » 

i.  Q _  Zor«sin(ma  —  o)© ) -i- Zj /•'"-*  sin f . ..]-^...^Zm.\rsmiaL-i-(3i>m-\)-^^m»^Ti(xim  ^ 
P~Zor'«cos(/na-hc«)o)-^Ztr'«-^co8[...]^...-^Z,„-irco8(a-ha);„-i)-HZwCOSa)w 

Le  rayon  r  pouvant  être  aussi  grand  qu'on  veut,  faisons-le 
croître  indéfiniment.  Nous  aurons  à  la  limite,  pour  r^oo 

(712,  5»), 

Os 

U)  p  —  tang(/wa  4-  wo). 

Celte  expression  ne  difiFère  de  celle  que  nous  avons  trouvée  au 
nMUO  que  par  le  changement  de  n a  en  ma  et  de  &)«  en  w©, 
et  aussi  parce  que  r  est  infiniment  grand  au  lieu  d'être  infini- 
ment petit.  Il  en  résulte  immédiatement,  sans  qu'il  soit  be- 
soin de  répéter  le  même  raisonnement,  que,  lorsque  a  varie 
d'une  manière  continue  de  o  à  271,  c'est-à-dire  lorsque  la  va- 
riable «  -rr  ^  -h  ji  ou  le  point  (s)  parcourt  la  circonférence  de 

rayon  infini  en  revenant  à  sa  position  primitive,  le  rapport  p 

traverse  2  m  fois  l'infini,  en  passant  chaque  fois  du  positif  au 

p 
négatif.  Le  rapport  inverse  ^  s'est  donc  annulé  2  m  fois  en 

passant  chaque  fois  du  positif  au  négatif,  et  l'on  a  ici  (1111) 
[^  est  alors  égal  à  zéro] 

Ai=  2m. 
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Par  suite,  comme  le  contour  fermé  considéré  est  devenu  le 
plan  des  axes  et  qu'aucune  racine  n'a  pu  échapper,  toute  équa- 
tion algébrique  de  degré  m  a  précisément  m  racines. 

Nous  retrouvons  ainsi  directement  le  théorème  du  n"  1017, 
comme  vérification  du  théorème  de  Cauchy. 


LIVRE  HUITIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite). 
DE  L'ÉLIMINATION. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉLIMINATION  PAR  LES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


Définitions  et  notions  préliminaires. 

1113.  On  appelle  fonction  entière  de  plusieurs  variables 
toute  fonction  qui  est  entière  par  rapport  à  chaque  variable 
considérée  isolément.  Toute  fonction  entière  de  plusieurs  va- 
riables égalée  à  zéro  est  une  équation  algébrique  à  plusieurs 
inconnue?. 

1114.  11  est  utile  de  connaître  le  nombre  de  termes  que  peut 
contenir  la  fonction  entière  la  plus  générale  d'un  degré 
donné. 

Considérons  d'abord  une  fonction  entière  et  homogène  de 
degré  m,  contenant  n  -t- 1  variables 

^\y      '^Jj       ^19        '  •  •  7      ^ny       W. 

Si  cette  fonction  est  la  plus  générale  possible  de  son  degré, 
si  elle  n'est  pas  incomplète  par  le  manque  de  certains  termes, 
elle  devra  renfermer  tous  les  termes  de  la  forme  (sauf  les 
coefficients,  constants) 

la  somme  des  exposants  a,  -i-  a,  h-  «j  -h . . .  -h  a^  4-  a„4_i  devant 
toujours  être  égale  à  m. 
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Le  nombre  total  des  termes  ainsi  figurés  est  alors  celui  des 
combinaisons  m  à  m  de  /z  + 1  objets  distincts,  avec  répétition 
permise  de  ces  objets  dans  les  combinaisons  formées  (234  et 
suiv.).  Il  en  résulte  que  le  nombre  cherché  est  celui  des  com- 
binaisons ordinaires  (ou  sans  répétition)  de  /i-i-  m  objets  pris 
m  km  (235).  On  a  donc,  pour  ce  nombre, 

»,       {n-+-  i){n  -h2){n  -\-3) .  .  .  (  n  -]-  m) 

(i)  1  -     5 

j .  2 .  o .  . .  m 

Si,  dans  la  fonction  entière  et  homogène  considérée,  on 
suppose  maintenant  la  dernière  variable  w  =  i ,  on  obtient  la 
fonction  entière  et  non  homogène  la  plus  générale  de  degré  m, 
contenant  n  variables,  sans  que  rien  soit  changé  au  nombre 
des  termes,  La  formule  (i)  fait  donc  connaître  le  nombre  des 
termes  de  la  fonction  entière  la  plus  générale  de  degré  m,  à 
n  variables. 

S'il  y  a,  par  exemple,  deujc  variables,  on  a,  en   faisant 

Al  TTT  2, 

3.4.5..  (2-1-m)       (m-hiUm -h  2) 

1  ^= 5 - 

j.2.3.../n  1.2 

S'il  y  a  trois  variables,  on  a,  en  faisant  /i  i^  3, 

4.5.6...(3-f-/n)       (/n-f-i'i(/>i-i-2)(m-f-3) 


T 


1.2.3..  .m  1.2.3 


1115.  Lorsquun  système  d'équations  algébriques  contient 
autant  d'inconnues  que  d'équations,  le  nombre  des  valeurs 
associées  des  inconnues  qui  satisfont  aux  équations  ou  le 
nombre  des  ^OLvnovs  du  système  estj  en  général,  déterminé. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  trois  équations  générales 
(ie  degrés  m,  /i,  /?,  contenant  trois  inconnues  x^  y,  z. 

Prenons  la  première.  Qu'on  puisse  ou  non  la  résoudre  ef- 
fectivement par  rapport  à  x,  elle  doit  donner  théoriquement 
pour  cette  inconnue  (1017)  m  valeurs  j7i,  ic„  . . .,  x^,  qui  se- 
ront fonctions  des  autres  inconnues  y  et  5,  regardées  comme 
données.  En  substituant  successivement  ces  valeurs  de  x  dans 
les  deux  autres  équations  du  système,  on  obtiendra  un  nou- 
veau système  composé  de  m  groupes  de  deux  équations  à 
deux  inconnues  y  et  z,  l'une  de  degré  /i,  l'autre  de  degré/?, 
et  l'inconnue  x  se  trouvera  théoriquement  éliminée. 
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En  prenant  la  première  équation  de  chacun  de  ces  m  groupes, 
laquelle  est  de  degré  n,  et  en  la  résolvant  par  rapport  à  y, 
s  étant  regardée  comme  donnée,  on  obtiendra  chaque  fois 
n  valeurs  de  /,  qu'on  substituera  successivement  dans  la  se- 
eonde  équation  du  même  groupe,  laquelle  est  de  degré  p^  et 
rinconnue  y  sera  théoriquement  éliminée. 

Ayant  trouvé  mn  valeurs  de  y  en  fonction  de  z,  on  par- 
viendra ainsi  à  mn  équations  de  degré  p  ne  contenant  plus 
qae  l'inconnue  z.  Chacune  d'elles  donnera  théoriquement 
p  valeurs  pour  s,  de  sorte  que  cette  inconnue  en  admettra  en 
tout  m/i/?,  c'est-à-dire  un  nombre  limité  (*).  En  remontant 
ensuite  de  proche  en  proche,  on  aura  les  valeurs  correspon- 
dantes de  y  et  de  ;r,  qui  seront  en  même  nombre,  puisque 
les  trois  inconnues  entrent  de  la  même  manière  dans  les 
équations  données.  On  voit  d'ailleurs  que,  dans  chacune  des 
mn  valeurs  de  /  en  fonction  de^,  on  doit  substituer/?  valeurs 
de  5,  ce  qui  donnera  mnp  valeurs  de  7;  et  que,  dans  chacune 
des  m  valeurs  de  ^  en  fonction  de  y  et  de  2,  on  doit  substi- 
tuer n  valeurs  de  y  répondant  chacune  à  p  valeurs  de  z,  ce 
qui  donnera  mnp  valeurs  pour  x. 

II  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  système  renfermant 
autant  d'inconnues  que  d'équations  admet,  en  général,  un 
nombre  de  solutions  égal  au  produit  des  degrés  des  équations 
proposées. 

C'est,  sous  une  forme  un  peu  différente,  le  théorème  im- 
portant dû  à  Bezout,  et  sur  lequel  nous  reviendrons. 

1116.  Lorsqu'on  a  plus  d'inconnues  que  d^équations,  il  y  a 
indéterm  ina  tion. 

Car,  si  l'on  a  n  -hp  inconnues  et  n  équations,  on  rentre 
dans  le  cas  précédent  (1115)  en  attribuant  des  valeurs  arbi- 
traires à  p  inconnues.  Les  n  autres  inconnues  seront  alors 
obtenues  en  fonctions  de  ces  /?  inconnues,  c'est-à-dire  qu'elles 
seront  indéterminées  comme  ces  p  inconnues  elles-mêmes. 


(*)  Les  cas  d'impossibilité  et  d'indétermioation  que  nous  avons  rencon- 
trés en  exposant  la  théorie  des  équations  linéaires  (85  et  suiv.),  dans  Vhy- 
pothèse  où  le  nombre  des  inconnues  est  égal  à  celui  des  équations,  peu- 
vent avoir  lieu  à  plus  forte  raison  pour  les  équations  de  degrés  supérieurs  ; 
mais,  seulement,  pour  les  unes  comme  pour  les  autres,  lorsque  les  coeffi- 
cients des  équations  générales  considérées  satisfont  à  certaines  relations 
spéciales. 
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1117.  Eniiiiy  on  peut  avoir  moins  d'inconnues  que  d'équa- 
tions, par  exemple,  n  inconnues  et  /t  -^  /?  équations. 

Dans  ce  cas,  en  choisissant  n  équations,  on  peut  déter- 
miner lesn  inconnues  (1115),  et  les  valeurs  de  ces  inconnues 
doivent  satisfaire  aux  p  équations  restantes.  Ces  équations  ne 
contenant  plus  alors  d'inconnues  deviennent  des  équations 
de  condition,  c'est-à-dire  des  équations  qui  doivent  être  satis- 
faites d'elles-mêmes,  pour  que  le  système  proposé  soit  com- 
patible (Alg,  élém.y  14.6). 

1118.  Si  Ton  a,  par  exemple,  n  équations  et  n  — i  incon- 
nues, il  ne  peut  y  avoir  de  solutions  que  si  les  coefficients  des 
équations  sont  tels,  que  Téqualion  obtenue  en  éliminant  les 
n  —  I  inconnues  entre  les  n  équations  données  se  trouve  sa- 
tisfaite d'elle-même. 

L'ensemble  des  procédés  employés  alors  pour  arriver  à  cette 
équation  de  condition  constitue  la  méthode  d'élimination  sui- 
vie ;  et  cette  équation  elle-même,  qui  exprime  que  les  équa- 
tions sur  lesquelles  on  opère  sont  compatibles,  est  dite  équa- 
tion finale  ou  équation  résultante.  Son  premier  membre, 
lorsque  le  second  est  égal  à  zéro,  a  été  appelé  par  Bbzout  le 
résultant  ou  Véliminant  du  système  proposé. 

1119.  Soient  deux  équations  du  premier  degré 

ax-^-b--~o^         a'x-hb'^^o. 

En  éliminant  x  par  voie  d'addition  et  de  soustraction  [Alg. 
élém.,  124)  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  immédiate- 
ment pour  équation  résultante 

ab'  —  ba'  ~  o. 

Le  résultant  des  deux  équations  est  donc  ab'  —  ba'. 

En  opérant  ainsi,  on  sous-entend  que  les  deux  équations 
sont  simultanées,  c'est-à-dire  qu'elles  admettent  pour  a:  une 
môme  valeur. 

Ainsi,  l'équation  résultante  exprime  la  condition  nécessaire 
pour  que  les  équations  dont  elle  est  déduite  aient  une  solution 
compiune. 

Soient  encore  deux  équations  du  second  degré 

ao:' -h  6j:-|- c=  o,         a'a** -4- ô'o? -f- c' =  o. 
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On  commence  par  éliminer  x^  de  la  même  manière,  ce  qui 
conduit  à  l'équation 

iah'    -  ba')x -\- ac' -- ca' "zr.o. 
On  en  tire 


ca'  —  ad 


ab'—ba" 

et,  en  substituant  celte  valeur  dans  Tune  des  équations  pro- 
posées, il  vient,  pour  résultante  du  système, 

{ca'—  ac'y—  {ab'—  ba')  ibc'—cb'). 

C'est,  comme  on  le  sait  (99  et  Alg,  élém.,  1k^),  la  condition 
nécessaire  pour  que  les  équations  proposées  admettent  une 
racine  commune, 

La  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  (1079)  pour- 
rait être  employée;  mais  elle  serait  beaucoup  plus  pénible. 

Plus  généralement,  si  l'on  a  n  équations  algébriques 


o,        B  -  o,        C      o. 


•  •  » 


contenant  n  —  i  inconnues,  on  ne  peut  les  combiner  de  ma- 
nière à  obtenir  une  dernière  équation 

Aa  H-  B(3  H-  Cy  -T-. . .  — o, 

ne  renfermant  plus  aucune  variable,  que  s'il  est  entendu  que 
ces  variables  possèdent  les  mêmes  valeurs  dans  toutes  les 
équations.  Le  résultant  d'un  système  de  n  équations  an  —  i 
inconnues  est  donc  une  fonction  des  coefficients  de  ces  équa^ 
lions,  qui  doit  se  réduire  à  zéro  lorsqu'elles  ont  des  racines 
communes,  et  seulement  dans  ce  cas. 

1120.  Ce  qu'on  vient  de  dire  peut  s'appliquer  comme  il  suit, 
lorsqu'on  a  autant  d'inconnues  que  d'équations. 

Soient,  par  exemple,  n  équations  algébriques  et  n  incon- 
nues -Si,  J3„  jSj,  . . .,  5„.  Supposons  que  les  n  équations  soient 
satisfaites  par  le  groupe  de  valeurs 

Si  l'on  regarde  -Si  comme  une  donnée,  on  n'aura  plus  que 
n  —  I  inconnues  entre  n  équations.  En  les  éliminant,  l'équa- 
tion finale  (1118)  à  laquelle  on  parviendra  contiendra  z^  elles 
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coefficients  des  équations.  Mais,  lorsqu'on  fait  ^i  ==  a,^  les 
équations  proposées  admettent  un  système  de  solutions  com- 
munes, de  sorte  que  cette  équation  finale  doit  être  satisfaite 
par  cette  même  valeur  z^  r-  a,.  Il  en  résulte  que,  lorsqu'on 
élimine  n  —  i  inconnues  entre  n  équations  qui  en  contien- 
nent /i,  Véquation  finale  a  précisément  pour  racines  les  va- 
leurs de  la  /i**"*°  inconnue  qui,  associées  avec  des  valeurs  con- 
venables des  autres  inconnues,  forment  les  systèmes  de 
solutions  des  équations  proposées. 

Élimination  par  les  fonctions  symétriques.  Cas  de  deux  équations 

à  une  ou  plusieurs  inconnues. 

1121.  Soient  d'abord  deux  équations  à  une  seule  inconnue 
(i)  <p(3)  =5''*-h;?i5'"-*-h/?,5'"-'-h.  . .  — o, 

(2)  ^1^(3)  =<S'*  4-  ^i^""*  -i-7t'2'*"*  -h.  .  .=zO. 

Trouver  la  condition  pour  que  ces  deux  équations,  Tune  de 
degré  m,  l'autre  de  degré  /i,  aient  une  racine  commune,  c'est 
éliminer  z  entre  les  deux  équations  ou  former  leur  résultante 
(1118,  1119).  Nous  y  parviendrons  de  la  manière  suivante. 

Désignons  par  a,  (3,  y,  ....  les  m  racines  de  la  première 
équation,  et  par  a',  (3',  y',  . . . ,  les  n  racines  de  la  seconde. 

Si  les  équations  (i)  et  (a)  ont  une  racine  commune,  une 
certaine  racine  de  l'équation  (i)  satisfera  à  l'équation  (a),  ou 
une  certaine  racine  de  l'équation  (2)  satisfera  à  l'équation  (i). 
Supposons  le  premier  cas.  L'un  des  résultats  vl/(a),  4'(i^)' 
4/(y),  . . .,  devra  être  nul,  et  il  en  sera  de  même,  par  consé- 
quent (822),  du  produit  de  m  facteurs 

(3)  Pr=a;(a).v{;(P).^(y).... 

On  a  d'ailleurs  (1017) 

ij>(5)  =  12 -a'}  (^-13')  (--/)•••. 

Le  produit  P  est  donc  évidemment  (1039)  une  fonction  sy- 
métrique et  entière  des  racines  de  l'équation  (i)  et,  par  suite, 
une  fonction  entière  des  coefficients  de  cette  équation  (1030). 
De  plus,  P  est  aussi  une  fonction  entière  et  de  degré  m  des 
coefficients  de  l'équation  (2). 

Supposons,  inversement,  qu'une  certaine  racine  de  l'équa- 
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lion  (a)  satisfasse  à  Téquation  (i).  L'un  des  résultats  9((x')> 
?(P')>  ?(/^»  •  •  •>  devra  être  nul,  et  il  en  sera  de  même,  par 
conséquent,  du  produit  de  n  facteurs 

U)  Q=:^(«').?((3';.9(/).... 

On  a  d'ailleurs 

<p(«)  — (5  — a)(z  — (3)(s--y).... 

Le  produit  Q  est  donc,  à  son  tour,  une  fonction  symétrique 
et  entière  des  racines  de  Téquation  (a)  et,  par  suite,  une 
fonction  entière  des  coeflicients  de  cette  équation.  De  plus, 
Q  est  aussi  une  fonction  entière  et  de  degré  n  des  coefficients 
de  l'équation  (i). 

La  condition  cherchée  sera,  d'après  ce  qui  précède,  expri- 
mée par  l'une  ou  l'autre  des  équations  résultantes 

Prrro,  Q  rr.  O. 

On  voit  sans  peine  que  les  deux  résultants  P  et  Q  sont  égaux 
en  valeur  absolue  et  ne  peuvent  différer  que  par  le  signe. 
En  effet,  P  revient  à 

(«_«')  (a  _  (3')  (a- /)... ((3- a')  (^~  PO  (13 -/).... 

x(y-a')(y~P')(y —/)..., 

et  Q  n'est  autre  chose  que 

(«'_  a)  (a'_  (3)  («'__  y). .  .(j3'-- a)  (p'_  (3)  ((3'- y). . . 

x(/-a)r/-P)(/-y).... 

De  part  et  d'autre,  on  a  le  produit  des  mn  facteurs  binômes 
formés  en  retranchant  de  toutes  les  manières  possibles  une 
racine  de  l'équation  (2)  d'une  racine  de  l'équation  (i),  ou  une 
racine  de  l'équation  (i)  d'une  racine  de  l'équation  (2).  Les 
deax  produits  sont  identiques,  sauf  le  signe  qui  peut  différer 
ou  non,  suivant  que  le  produit  mn  des  degrés  des  deux  équa- 
tions est  impair  ou  pair.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  posant 

P  =  (— O'^/ï.Q. 

Ces  deux  fonctions  entières  des  coefficients  des  deux  équa- 
tions étant  identiques  au  signe  près,  il  en  résulte  que  P,  qui 
est  de  degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  (2), 


^ 
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sera,  comme  Q,  de  degré  n  par  rapport  aux  coefQcients  de 
l'équation  (i),  et  réciproquement. 

Ainsi,  dans  le  résultant  P  des  équations  (i)  et  (2),  les  degrés 
des  coefficients  de  ces  équations  permutent  avec  ceux  de  ces 
équations  elles-mêmes.  P  est  de  degré  m  par  rapport  aux 
coefficients  de  Téquation  (2)  qui  est  de  degré  /i,  et  de  degré  n 
par  rapport  aux  coefficients  de  Téquation  (i)  qui  est  de 
degré  m. 

Remarque.  —  Il  est  important  de  montrer  que  le  poids 
(lOiii^O,  Remarque)  du  résultant  P,  exprimé  en  fonction  des 
coefficients  des  équations  (i)  et  (2),  est  égal  à  m/i,  c'est- 
à-dire  que,  dans  chaque  terme  de  P,  la  somme  des  indices  do 
ces  coefficients  est  constante  et  égale  à  mn, 

£n  effet,  si  Ton  multiplie  les  racines  des  équations  (1)  et 
(2)  par  un  même  facteur  X,  chacun  des  mn  binômes  dont  le 
produit  forme  P  sera  multiplié  par  X,  de  sorte  que  le  résultant 
le  sera  par  X'"". 

D'ailleurs,  pour  multiplier  les  racines  de  l'équation  ^i)  par 
X,  il  suffit  (1057)  de  remplacer />i  par  "kp^  Pt  par  X*/?j,  p,  par 
X'/?3,  ...;  et,  pour  multiplier  les  racines  de  l'équation  (2) 
par  X,  il  suffit  de  remplacer  qi,  ^,,  q^^  ...,  par  X^i,  A*<7j, 
y^q^ Les  indices  répondent  donc  exactement  aux  puis- 
sances de  X. 

Par  conséquent,  puisque,  en  opérant  ainsi,  tous  les  termes 
du  résultant  P  se  trouvent  multipliés  par  >'"",  c'est  que,  pri- 
mitivement, dans  chacun  de  ces  termes,  la  somme  des  indices 
était  mn, 

1122.  La  méthode  pratique  à  suivre  est  celle-ci  : 
On  doit  former  le  produit  P  à  l'aide  des  m  facteurs 

^{y)  —  y«  4-  ^1  y"-*  -H  ^17'*-'-+- .  •  .  » 

qui  contiennent  les  racines  de  l'équation  (1)  et  les  coefficients 
de  l'équation  (2);  puis,  remplacer  les  fonctions  symétriques 
des  racines  a,  (3,  y,  ...,  que  l'opération  fait  apparaître,  en 
fonction  des  coefficients  de  l'équation  (i),  d'après  les  résul- 
tats obtenus  au  Chapitre  III  du  Livre  VII. 
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1123.  Appliqaoas  cetto  marche  aux  deux  équations  du  second  degré 

Z^-i-  piZ-\-  pf=i  o,  2*  4- <7i  s  H- Çl  =  o. 

Ed  désignant  par  a  et  ^  les  racines  de  la  première,  nous  aurons 

On  a  d'ailleurs  (1032) 

a -T-p  =  -/?!,         a?=/>i,         aî-r-p«^^/>}  — 2/?,. 
Par  suite,  on  a,  en  substituant  et  en  rapprochant  les  termes, 

P  =  (pt— çiy—  (  P\  —  qi)  (ptqi  —  Piqi), 

résultat  qui  concorde  avec  celui  du  n*"  1119,  quand  on  suppose  dans  ce 
dernier  «  =  a'  =  i . 

1124.  Si  les  équations  (i)  el  (2)  étaient  de  la  forme 
(i)        cp(z)  zizao-5"*4-ai5'"~*-Haj-3'"  "*H-. .  .-f-a;„=o, 
(a)       v]^(j5)  r=  ôoj5*  4-  biz**-^  H-  b^z"^-*  -f- . . .  -f-  ^„  =  o, 

on  diviserait  respectivement  les  deux  membres  de  chacune 

d'elles  par  ao  et  bo  pour  ramener  à  Tunité  les  coefficients  de 

leurs  premiers  termes.  On  aurait  ainsi,  en  se  reportant  au 

n»  1121, 

ai  «2  _  «3 

. . ., 


''•  «0' 

"0 

^'      6,' 

•  •  •> 


et  il  suffirait  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression 
trouvée  pour  P,  quand  les  premiers  termes  des  deux  équa- 
tions ont  pour  coefOcients  Tunité. 

Comme  P  est  (1121)  du  degré  m  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  l'équation  (2)  et  du  degré  n  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  l'équation  (i),  on  fera  disparaître  tous  les  dénomi- 
nateurs en  multipliant  P  par  le  produit  «36^.  Le  nouveau 

résultant 

R  =  <*?•? 

sera  alors  une  fonction  entière  et  homogène,  du  degré  n  par 
rapport  aux  coefficients  de  Inéquation  (i),  et  du  degré  m  par 
rapport  aux  coefficients  de  V équation  (2). 

De  C.  —  Cours,  IV.  20 
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D'une  manière  générale,  la  condition  pour  que  les  équa- 
tions (i)  et  (2)   aient  au  moins  une   racine  commune  est 

R:=0. 

H 25.  Dans  le  cas  de  deux  équations  du  second  degré  que  nous  venons 
d'examiner  (1123),  les  deux  équalions  étant  prises  sous  la  forme 

a^z'^-r- a\Z<- a^^- o         et         ^oS*  ~6t3 -+- 6i— o, 

on  aura 

c'est-à-dire  (1119) 

R  — -  {a^bt  —  aj^o)*—  («0^1  —  «i^oj^^ïi^i — ''i^i)- 

1126.  Le  résultant  R  jouit  de  propriétés  qu'il  est  utile  de 
signaler. 

Il  ne  change  pas  quand  on  diminue  d'une  même  quantité  A 
les  racines  des  deux  équations  considérées  (112^);  car,  les 
différences  de  ces  racines  n'étant  pas  modifiées,  il  en  est  de 
même  des  valeurs  de  P  et  de  Q  (1121  ).  On  peut  donc  rempla- 
cer z  par  z  -\-  h  (1061)  dans  les  équations  proposées,  sans  al- 
térer leur  résultant  ou  leur  équation  finale. 

Le  résultant  R  ne  change  pas  non  plus,  lorsqu'on  remplace 

les  équations  données  par  leurs  transformées  en  -  (1067j. 

En  effet,  au  lieu  de  la  différence  a  —  a!  entre  deux  des 
racines  des  équations  traitées,  on  a  à  considérer  la  différence 


I         I        a!  —  a 


a       a!  olck! 


a 


Cela  posé,  si  les  équations  sont  de  la  forme  indiquée  au 
n"*  112^,  elles  ont  pour  résultant 

Après  leur  transformation,  le  nouveau  résultant  sera  évi- 
demment 

R':-.a;;,6-F, 

P'  représentant  le  produit  des  nouvelles  différences 

aa'        a(3'        a/     '"     P«'        (3(3'        (3/     "*     ya'        7(3'"  "  y/ 
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C'est-à-dire  (1121) 


(aPy...)'*(«'P'y'.  ..r 
Maison  a  (1036) 

et  (1121) 

Il  en  résulte 

P  1  a'*  &"• 

P/  __  ^n  um  *  ^ ^0  *^0 

La  valeur  de  R'  aura  le  signe  +  ou  le  signe  —,  en  suppo- 
sant «0  et  6o  positifs,  suivant  que  les  degrés  m  et  n  seront 
pairs,  ou  bien  que  Tun  au  moins  sera  impair.  On  a  donc,  en 

simplifiant, 

R'  =  =taJ6'«P~±:R. 

Le  nouveau  résultant  ne  peut  donc  différer  que  par  le  signe 
du  résultant  primitif,  de  sorte  que  l'équation  finale  reste  la 
même. 

1127.  Au  lieu  de  deux  équations  à  une  inconnue,  on  peut 
avoir  deux  équations  à  deux  inconnues  z  et  i/.  On  doit  alors 
procéder  comme  il  a  été  dit  au  n^'  1120. 

Les  deux  équations  seront  encore  de  la  forme  (112&) 

(a)      ôoJ'»  -î-  ^i^»-*  -f-  6,5"-*  -h . . .  -i-  bn-x  ;5  -{-  6„  =  o. 

Seulement,  les  coefficients  ao,  a^,  a„  . . . ,  a„^  sont  ici  des 
polynômes  en  u  dont  les  degrés  respectifs  ne  peuvent  surpas- 
ser o,  I,  2,  ...,  m,  puisque  l'équation  (i)  est  supposée  de 
degré  m  (1114-);  de  même,  les  coefficients  ^o,  ^i,  ^j»  -  •  -,  6», 
sont  des  polynômes  en  u  dont  les  degrés  respectifs  ne  peu- 
vent surpasser  o,  i,  2,  . . .,  /i,  puisque  l'équation  (2)  est  sup- 
posée de  degré  n. 

Si  Ton  regarde  u  comme  donnée,  on  n'a  plus  qu'une  incon- 
nue z  et  deux  équations,  et  l'on  peut  opérer  comme  précé- 
demment (1122).  L'équation  finale  obtenue  sera   donc  du 
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degré  m  par  rapport  aux  coefficients  de  Téquation  (2),  qui  sont 
au  plus  du  degré  n  par  rapport  à  u,  et  du  degré  n  par  rapport 
aux  coefficients  de  l'équation  (i),  qui  sont  au  plus  du  degré  m 
par  rapport  à  1/.  D'ailleurs  (1121,  Remarque)^  le  poids  du 
premier  membre  de  cette  équation  finale  est  /n/i,  c'est-à-dire 
que,  dans  chaque  terme,  la  somme  des  indices  des  coeffi- 
cients des  équations  (i)  et  (2)  est  constante  et  égale  à  mn\  et 
cette  somme  répond  précisément  au  degré  possible  de  Tin- 
connue  u  dans  chaque  terme. 

Il  en  résulte  que  Téquation  finale  obtenue  sera  au  plus  du 
degré  mn  par  rapport  à  la  seconde  inconnue  u. 

Nous  disons  au  plus,  parce  que  rabaissement  du  degré  de 
cette  équation  finale  peut  toujours  se  produire  par  suite  de 
réduction  de  termes.  Mais,  si  les  équations  considérées  sont 
générales,  il  ne  peut  y  avoir  de  réduction,  et  le  degré  de  iné- 
quation finale  est  exactement  mn. 

Pour  chacune  des  valeurs  de  «,  les  équations  (i)  et  (2)  au- 
ront une  racine  commune  en  s,  qu'on  pourra  déterminer, 
puisque  les  deux  équations  ne  renfermeront  plus  que:;  (1079); 
et  Ton  trouvera  ainsi  les  valeurs  de  z,  associées  en  général  en 
même  nombre  aux  valeurs  de  u. 

En  résumé,  dans  le  cas  de  deux  équations  à  deux  incon- 
nues, le  degré  de  l'équation  finale  ne  peut  pas  surpasser  le 
produit  des  degrés  des  équations  données;  et  il  est  égal  à  ce 
produit  lorsque  les  coefficients  des  deux  équations,  supposées 
générales,  demeurent  indéterminés. 

C'est  le  cas  le  plus  simple  du  théorème  dû  à  Bezout  (1115). 
et  qui  est  le  principe  fondamental  de  toute  théorie  de  l'élimi- 
nation. 

1128.  Soienti  par  exemple,  les  deux  équations  incomplètes  du  troi- 
sième degré 

(1)  (a  — 2)3«--3z-t-7M  — 3  —  o, 

(2)  a«z* — 5z-i-iu — 1=0. 

En  regardant  u  comme  donnée,  désignons  par  a'  et  P'  les  racines  de 
l'équation  (2)  et  substituons-les  successivement  dans  l'équation  (i).  Eo 
multipliant  membre  à  membre  les  deux  résultats,  nous  aurons  l'équa- 
tion finale  (1122,  1124) 

[{u  -  2)  a'«-  3a'-t-  7«  —  3]  [(w  -  2)  p'«-  3  p'-^  yu  —  3]  =  o, 
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c'est-à-dire 

(«-2)1  a'«  p  —  3  (m  —  a)  (a'>  p'4-  a'  p'»)  +  (7  «— 3)  (*«  -  a)  (a'«  -+-  p'«) 

-i-ga'P'— 3(7M— 3)(a'-+-p')-h(7a-3)«=-o. 

On  a  d'ailleurs,  d'après  l'équation  (2), 

11  en  résulte,  sans  avoir  besoin  de  recourir  aux  formules  des  fonc- 
tions symétriques  (1040,  1043), 

^.^.  p',=  [(«.^  p')'-  =««'?']  =  :^  -  î^^^  =  ^g-'f^'^J-f, 

ao«  —  5 


a'*P'H-  a'P'*=  a'p'(a'-i-  P')  = 


4tt« 


En  substituant  et  en  chassant  les  dénominateurs,  l'équation  finale 
devient  donc,  après  simplifications, 

100 tt* H-  6ow3 —  54**' —  23oa-4-  124  =  o. 

Cette  équation  admet  évidemment  la  racine  i .  Cette  valeur  de  u  doit 
assurer  une  racine  commune  aux  équations  (i)  et  (2),  qui  deviennent 
dn  second  degré  en  z  et  qui  sont  alors 

—  3'— 33  -h  4=0.  23* — 53 -r- 3—0. 

On  voit  immédiatement  que  cette  racine  commune  est  aussi  égale 
à  I,  et  l'on  a  ainsi,  pour  les  équations  données,  un  premier  groupe  de 
solutions  communes. 

Si  l'on  débarrasse  l'équation  finale  en  i^  de  sa  racine  égale  à  i,  il  res- 
tera, pour  obtenir  les  trois  autres  groupes  de  solutions  communes,  à 
résoudre  l'équation  du  troisième  degré 

iooa'-M6oM*-f-io6M  — 124  =  o. 

1129.  Ce  qui  précède  peut  s'appliquer  identiquement  au 
cas  où  les  deux  équations  données^  au  lieu  de  ne  renfermer 
que  deux  variables  z  et  u^  en  renferment  un  nombre  quel- 
conque Zy  Uf  sf,  w,  . . ..  Les  coefficients  a^,  aj,  a^,  . . .,  60,  ^^ 
^s,  . . . ,  au  lieu  de  dépendre  seulement  de  u,  dépendent  des 
variables  w,  ^,  w,  • .  • ,  ef  il  en  est  de  même  de  l'équation 
finale.  Quant  au  théorème  de  Bezout  relatif  à  son  degré,  il 
n*est  pas  modifié,  parce  que  le  degré  le  plus  élevé  des  coeffi- 
cients par  rapport  aux  variables  qu'ils  contiennent  reste  tou- 
jours le  même,  qu'il  y  en  ait  une  seule  ou  plusieurs. 


^ 
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Fonctions  symétriqneB  et  rationneUes  des  groupes  de  solutions 

communes  à  plusieurs  équations. 

1130.  Soient  d'abord  les  deux  équations  à  deux  inconnues 

Nous  supposons  que  ce  sont  des  équations  générales,  c'esl- 
à-dire  dont  les  coefficients  demeurent  indéterminés  ou  ne 
sont  soumis  à  aucune  relation  particulière.  On  peut  repré- 
senter par 

leurs  systèmes  de  solutions  communes,  en  admettant  que  le 
nombre  de  ces  systèmes  soit  égal  à  /i,  et  Ton  nomme  fonc- 
tion symétrique  de  ces  solutions  communes  toute  fonction  qui 
demeure  invariable  quand  on  y  permute  ces  groupes  de  so- 
lutions. 

En  se  reportant  aux  remarques  faites  au  sujet  des  fonc- 
tions symétriques  des  racines  d'une  équation  à  une  seule 
inconnue  (1039),  on  voit  immédiatement  que  la  recherche 
d'une  fonction  symétrique  et  rationnelle  des  solutions  com- 
munes à  deux  équations  à  deux  inconnues  peut  toujours  se 
ramener  à  celle  de  fonctions  symétriques,  entières  et  homo- 
gènes, dont  les  termes  varient  par  les  indices  des  lettres  qui 
y  entrent  et  non  par  les  exposants  de  ces  lettres.  Une  pa- 
reille fonction  sera  donc  définie,  quand  on  donnera  un  seul 
de  ses  termes,  ainsi  que  toutes  les  lettres  considérées. 

La  fonction  symétrique  est  simple  ou  du  premier  ordre, 
quand  ses  termes  ne  renferment  respectivement  que  les  let- 
tres d'un  seul  groupe  de  solutions  communes.  La  forme  gé- 
nérale des  fonctions  symétriques  simples  est  donc 

et  on  peut  les  représenter  par  la  notation 

IzP  u\. 

La  fonction  symétrique  est  double  ou  du  deuxième  ordre, 
quand  ses  termes  renferment  respectivement  les  lettres  de 
deux  groupes  de  solutions  communes.  La  forme  générale  des 
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fonctions  symétriques  doubles  est  donc 

et  on  peut  les  représenter  par  la  notation 

On  continuera  de  la  même  manière. 
1131.  En  partant  des  deux  équations 

<p(a,  |/):i-0,  vp(«,  «)  — o, 

nous  allons  appliquer  la  méthode  indiquée  par  Poisson  (')  au 
calcul  de  la  fonction  symétrique  simple 

Désignons  par  C  une  nouvelle  inconnue,  par  "k  une  indéter- 
minée, et  posons 

(i)  t^=zz-^'ku,        d'où        Zzzzt — "ktu 

En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  les  équations  données, 
elles  deviennent 

En  éliminant  alors  u  entre  ces  nouvelles  équations,  on  par- 
vient à  une  équation  finale  en  t,  qui  est 

(2)  •x^{t^l)—0. 

D'après  la  valeur  de  t  et  les  groupes  de  solutions  communes 
supposées  (1130),  les  racines  de  cette  équation  sont 

de  sorte  que  son  degré  est  égal  à  n. 

Nous  avons  démontré  (10&6)  que  les  sommes  S  des  puis- 
sances semblables  des  racines  de  l'équation  (2)  sont  des 
fonctions  rationnelles  des  coefficients  de  cette  équation,  c'est- 
à-dire  des  coefficients  des  équations  proposées  et  de  l'indé- 
terminée "k.  On  peut  donc,  en  représentant  par  fx  un  exposant 
entier  quelconque,  et  par  M©,  Mi,  Ma,  . .  • ,  des  fonctions  ra- 


(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  IV,  XI*  Cahier. 
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tionnelles  des  coefficients  des  équations  données  [qu'on  dé- 
duira de  réquation  (2)  d'après  les  formules  du  n**10W]  et  en 
ordonnant  par  rapport  à  X,  poser  à  la  fois 

La  dernière  équation,  ayant  lieu  quel  que  soitX,  est  une  iden- 
tité (1023),  et  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  X  sont 
égaux  dans  les  deux  membres.  En  se  reportant  à  la  formule 
du  binôme,  on  a  ainsi  les  relations  suivantes  : 

Z^ -i-  Z^ -^   -rV- -\-  -A-Z^-M 

'^  (sf-*  a,  -i-  z^-'^  «,-+-...  +  5g-*  £/^  )  —  Ml, 


\^^u^      -r-'«'i"j      -t- . .  . -I- -«/jM;,     ;  —  -^{a— d 

Ces  équations  permettent,  en  isolant  les  parenthèses  des 
premiers  membres,  de  calculer  les  fonctions  symétriques 
simples  Iz^u^  (1130),  de  degré  />  h-^  — fx,  /?  et  7  variant 
de  o  à  fji,  en  restant  complémentaires {^S6)  par  rapport  à  fx. 

1132.  Quant  au  calcul  des  fonctions  symétriques  d'ordre 
supérieur  des  groupes  de  solutions  communes  des  deux  équa- 
tions proposées,  il  s'effectuera  comme  dans  le  cas  des  fonc- 
tions symétriques  ordinaires  (10(i'3  et  suiv.V 

Cherchons,  par  exemple,  la  valeur  de  la  fonction  symétrique 

double 

IzPu^zP'ul'. 

Prenons  les  deux  fonctions  simples 

25?!/?    ^ZPU\    4-5J^/î    H-5>J    -^..,,^-sZul, 

En  les  multipliant  l'une  par  l'autre,  on  a  évidemment 
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d'où  l'on  déduit,  pour  la  fonction  symétrique  double  cherchée, 

11  est  clair  (1043)  que,  si  Ton  avait  à  la  fois  p  =/>'  et  ^  =  q\ 
il  faudrait  diviser  par  2  le  résultat  précédent. 

Les  fonctions  symétriques  triples,  quadruples,  etc.,  se  cal- 
culeront de  la  même  manière,  à  Taide  des  fonctions  symétri- 
ques d'ordre  inférieur. 

1133.  Il  résulte  de  là  (1131)  que  les  fonctions  symétriques 
et  rationnelles  des  groupes  de  solutions  communes  à  deux 
équations  à  deux  inconnues  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  coefficients  de  ces  équations.  De  plus,  leur  détermination 
est  assurée  par  la  simple  élimination  d'une  inconnue  entre 
deux  équations;  car  tout  revient  à  trouver  l'équation  finale 
5^(i,^)  — o,  qui  provient  elle-même  de  l'élimination  de  u 
entre  les  deux  équations  (p(^  —  Xa,  «)  ~  o  et  ^^(^  —  Xw,  a)  :=  o 
(1127). 

1134.  La  même  marche  peut  être  suivie  pour  un  nombre 
quelconque  d'équations  contenant  le  même  nombre  d'incon- 
nues en  augmentant  le  nombre  des  indéterminées  introduites, 
toujours  inférieur  d'une  unité  à  celui  des  équations. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  trois  équations  à  trois  inconnues 

et  n  groupes  de  solutions  communes 

on  posera,  en  désignant  par  t  une  nouvelle  inconnue  et  par  X 
et  ô  deux  indéterminées, 

(i)        ^=:2-f- Xa-h^t',        d'où        z^=:t  —  Xm  — 0c. 

En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  les  équations  données, 
on  aura  trois  nouvelles  équations 

9(^  —  Xa  —  0(^,  w,  f')  —  o, 

^{t  —  Xm  —  OVy  Uj  p)=:0, 

entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  u  et  v.  On  parviendra  ainsi 
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à  une  équation  finale  en  /,  qui  sera 

(2)  X(f,X,0)==O. 

Les  racines  de  cette  équation  seront,  d'après  la  valeur  de  t  et 
les  groupes  de  solutions  communes  supposées, 

c'est-à-dire  qu'elle  sera  de  degré  n. 

Nous  remarquerons  alors,  comme  précédemment  (1031), 
que  les  sommes  S  des  puissances  semblables  des  racines  de 
l'équation  (2)  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients 
de  cette  équation,  c'est-à-dire  des  coefficients  des  équations 
proposées  et  des  indéterminées  X  et  6.  On  peut  donc  les  ex- 
primer, à  l'aide  des  formules  du  n""  lObO,  en  fonction  des 
coefficients  des  équations  considérées  et  en  ordonnant  sui- 
vant les  puissances  des  indéterminées  X  et  6. 

D'autre  part  et  en  désignant  par  fx,  pour  fixer  les  idées,  un 
exposant  entier  quelconque,  on  a 

Nous  devrons  donc  nous  reporter  ici  à  la  formule  qui  donne 
le  développement  de  la  puissance  d'un  polynôme  (302  et  suiv.)* 
On  développera  suivant  cette  formule  les  termes  du  second 
membre  de  la  relation  précédente,  et  l'on  ordonnera  ensuite 
le  résultat  suivant  les  puissances  des  indéterminées  X  et  6.  Il 
ne  restera  plus  qu'à  identifier  cette  valeur  de  S^  avec  celle 
qui  résuite  de  l'équation  (2)  et  des  formules  rappelées  plus 
haut,  en  égalant  les  coefficients  des  termes  qui  contiennent 
les  mêmes  puissances  des  indéterminées. 

Supposons  qu'il  s'agisse,  par  exemple,  des  termes  en  l^B^. 
Nous  désignerons  par  Mç,p  le  coefficient  du  terme  correspondant 
dans  la  seconde  valeur  de  S|i,  et  nous  aurons  d'une  manière 
générale  (303),  en  posant  fx  zmp  _^-  ^  4-  r,  d'où  p  —yL  —  q—  r. 
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ftl zP  u'f  v''  —  M 

pi  ql  ri    ^     ^    *  ** 


C'est  cette  formule,  qu'on  peut  écrire 
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qui  permettra  de  calculer  les  fonctions  symétriques  simples 
des  solutions  communes  des  trois  équations  données. 

On  doit  toujours  avoir  ç  -t-  r  ^  fx  et,  si  /?  =  o,  on  doit  rem- 
placer p\  par  I  (304). 

1135.  Pour  obtenir  les  valeurs  des  fonctions  doubles,  qui 
sont  ici  de  la  forme 

OD  opérera  comme  dans  le  cas  de  deux  équations,  et  Ton  véri- 
fiera que  ces  fonctions  doubles  dépendent  encore  des  fonc- 
tions symétriques  simples,  etc. 

On  peut  donc  dire,  d'une  manière  générale,  que  les  fonc- 
tions symétriques  et  rationnelles  des  groupes  de  solutions 
communes  à  plusieurs  équations  sont  des  fonctions  ration- 
nelles des  coefficients  de  ces  équations.  C'est  là  le  point  que 
Dous  voulions  établir. 


Extenflion  de  la  méthode  d'élimination  par  les  fonctions  symétri^es 

à  un  nombre  quelconque  d'équations. 

1136.  Considérons,  avec  Poisson  (  loc,  cit.),  quatre  équations 
à  quatre  inconnues 

,^v  I    0(J?.7,5,«)  — o, 

Nous  supposons  que  ces  équations  sont  les  plus  générales 
des  degrés  correspondants,  que  nous  désignerons  par  a,  6,  c 
pour  les  trois  premières,  et  par  m  pour  la  quatrième.  Elles 
sont  donc  complètes^  c'est-à-dire  que  les  inconnues  y  entrent 
toutes  de  la  même  manière.  De  plus,  les  coefficients  de  ces 
équations  sont  indéterminés  ou  indépendants,  c'est-à-dire  ne 
sont  liés  par  aucune  relation  spéciale. 

Considérons  les  trois  premières  équations  du  système  (A) 
et  admettons  qu'on  puisse  éliminer  successivement  entre  ces 
trois  équations  z  et  /,  5  et  a?,  y  et  a;.  Nous  obtiendrons  trois 
nouvelles  équations  qui  seront  toutes  les  trois  de  même  degré. 
En  effet,  les  équations  proposées  étant  générales,  tout  y  est 
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identique  par  rapport  aux  quatre  inconnues,  de  sorte  que 
l'élimination  de  deux  inconnues  quelconques  entre  les  trois 
premières  équations  doit  donner,  par  rapport  aux  autres  in- 
connues, des  résultats  de  même  degré. Nous  désignerons  parn 
ce  degré  commun. 

Les  trois  équations  générales  de  degré  w,  ainsi  trouvées, 
remplaceront  les  trois  premières  du  système  (A)  et  formeront, 
avec  la  quatrième  équation  de  ce  système,  un  système  équi- 
valent. La  première  de  ces  équations  générales  contient  x 
et  «;  la  deuxième,  7  et  «;  la  troisième,  z  et  u.  En  regardant 
u  comme  donnée,  admettons  qu'on  puisse  les  résoudre.  Elles 
donneront,  en  fonction  de  m,  n  systèmes  de  valeurs  pour  x, 
y  y  z\  et,  en  assemblant  convenablement  ces  valeurs,  on  aura 
les  n  groupes  de  solutions  communes  aux  trois  premières 
équations 

En  substituant  chacun  de  ces  groupes  dans  la  quatrième 
équation  du  système,  on  aura  des  résultats  de  la  forme 

Si  V  représente  le  produit  de  tous  ces  résultats,  il  est  clair 
(1121)  que 

est  le  résultant  obtenu  par  Télimination  de  ^,  /,  5,  entre  les 
quatre  équations  données,  et  que 

V=o 

est  V équation  finale  correspondante.  En  effet,  toute  valeur 
de  Uy  qui  rend  nul  l'un  des  facteurs  de  V  ou  V  lui-même,  sa- 
tisfait aux  équations  proposées  en  même  temps  que  le  groupe 
de  valeurs  de  x,  y,  z,  qui  entre  dans  le  même  facteur;  et, 
réciproquement,  toute  valeur  de  u  qui  satisfait  aux  équations 
proposées  doit  rendre  nul  Tun  des  facteurs  de  V  ou  V  lui- 
même. 

Tout  est  ramené,  par  conséquent,  à  la  formation  de  l'équa- 
tion finale  à  laquelle  on  parvient  par  Télimination  de  a?,  y,  s^ 
entre  les  quatre  équations  données. 

Or,  V,  étant  évidemment  une  fonction  symétrique  et  en- 
tière des  solutions  communes  aux  trois  premières  équations 
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du  système,  est  aussi  (1135)  une  fonction  rationnelle  des 
coefûcients  de  ces  équations;  et,  pour  calculer  les  diverses 
fonctions  symétriques  des  solutions  communes  aux  trois  pre- 
mières équations,  qui  entrent  dans  V,  on  pourra  employer  le 
même  procédé  que  précédemment  (1131,  113&').  X  et  6  étant 
des  indéterminées,  on  posera  encore 

(i)        t^=^ûc  ^ly  T-Qzy        d'où        xz^t  —  'ky  —  Bz, 

En  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  trois  premières 
équations  du  système  (A),  elles  deviennent 

9  (^  — X/  — 0;5,  j,  5,  u)  —  o, 
^{t  —  'ky  —  Qz.y,  s,  u)^o, 

sans  que  leur  degré  soit  modifié.  Si  Ton  élimine  ^  et  ^  entre 
ces  trois  nouvelles  équations,  Téquation  finale  en  ^  et  en  z/  à 
laquelle  on  parviendra  sera  donc  encore  du  degré  n,  aussi 
bien  par  rapport  à  u  que  par  rapport  à  t.  Représentons  cette 
équation  finale  par 

(a)  •^{t,'k,e,u)—o. 

D'après  la  valeur  (i)  de  t,  les  n  racines  de  cette  équation 
sont,  en  supposant  u  donnée, 

^i+Xyi-4-02,,     a:,-T-X7,-hÔ5„     ...,     ^«-H  Xy„-f- Ô5;,. 

Supposons  réquation  (2)  formée,  et  ordonnons  son  pre- 
mier membre  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  t. 
Nous  aurons  ainsi 

(3)  t^ ^ p^t'^-^ ^ p^t''-*- -^ , ,  ,^ p^__^t -^ Pn  —  o. 

Les  coefQcients  de  cette  équation  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  u  et  des  indéterminées  1  et  d,  et  les  sommes 
de  puissances  semblables  dé  ses  racines  pourront  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  ces  mêmes  coefficients  (lOM). 
On  pourra,  par  suite,  en  égalant  les  coefficients  des  termes 
qui,  dans  ces  expressions  et  dans  les  développements  directs 
des  sommes  considérées  (113^),  renferment  les  mêmes  puis- 
sances des  indéterminées  X  et  d,  calculer  les  diverses  fonc- 
tions symétriques  des  solutions  communes  aux  trois  premières 
équations  du  système,  qui  entrent  dans  Y,  et  déterminer 
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ainsi  Téquation  finale  V—  o,  qui  ne  contiendra  plus  que  Tin- 
connue  u. 

1137.  On  voit  que  la  méthode  qu'on  vient  d'exposer  permet 
d'éliminer  trois  inconnues  entre  quatre  équations,  quand  on 
sait  éliminer  deux  inconnues  entre  trois  équations  et,  par 
conséquent,  une  inconnue  entre  deux  équations.  D'une  ma- 
nière générale,  elle  permet  d'éliminer  n  —  i  inconnues  entre 
n  équations,  quand  on  sait  en  éliminer  n  —  i  entre  n  — i 
équations,  de  sorte  qu'elle  ramène  tous  les  cas  à  l'élimina- 
tion d'une  inconnue  entre  deux  équations. 

1138.  On  doit  remarquer  que  la  méthode  d'élimination  par 
les  fonctions  symétriques  conduit  à  une  équation  finale  qui 
ne  présente  aucun  facteur  inutile.  Cette  résultante  est,  par 
suite,  la  véritable  équation  finale,  sans  solution  étrangère. 
En  outre,  elle  n'exige,  pour  être  formée,  la  résolution  effec- 
tive d'aucune  équation,  de  sorte  que  l'on  peut  toujours  par- 
venir au  résultat  cherché. 

La  méthode  dont  il  s'agit  offre  donc,  au  point  de  vue  abs- 
trait, la  solution  la  plus  directe  et  la  plus  satisfaisante  du 
problème  de  l'élimination.  Mais  la  longueur  des  calculs  qu'il 
faut  effectuer  la  rend,  le  plus  souvent,  impraticable  au  point 
de  vue  pratique.  On  a  donc  dû  chercher  d'autres  procédés, 
inférieurs  théoriquemeut,  mais  d'une  application  moins  pé- 
nible. 

Degré  de  l'équation  finale,  théorème  de  Bésout. 

1139.  Conservons  les  mêmes  notations  et  faisons  les  mêmes 
hypothèses  qu'au  n°  1136.  Nous  démontrerons  d'abord  cette 
proposition  : 

Si  n  est  le  degré  de  V équation  finale  en  t  et  si  m  est  le 
degré  de  la  quatrième  équation  du  système  (A),  le  degré  de 
l* équation  finale  en  w,  V=t  o,  est  égal  au  produit  mn  de  ces 
deux  degrés. 

La  quatrième  équation  du  système  (A),  ordonnée  par  rap- 
port à  w,  est  de  la  forme 

Pi,  Pj,  . . .,  P^t,  représentant  des  polynômes  en  œ^y,  z,  qui 
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sont ,  respectivement ,  les  plus  généraux  du  premier,  du 
deuxième,  . . .,  du  m^*»»  degré  (1114). 

Le  premier  membre  de  Téquation  V=:  o  est  le  produit  de 
A  facteurs  identiques  au  premier  membre  de  Téquation  (4)^ 
sauf  la  substitution  des  n  groupes  de  solutions  communes 
aux  trois  premières  équations  du  système  (A), 

à  la  place  de  x^  y,  z.  Le  premier  terme  de  V  sera  donc  m'"'*; 
et,  dans  tous  les  autres  termes,  la  somme  des  exposants 
de  u  et  des  valeurs  particulières  de  a?,  j,  z  ne  dépassera 
pas  m/i.  Mais  les  coefficients  des  différentes  puissances 
de  u  dans  V  sont  des  fonctions  symétriques  des  groupes  de 
solutions  communes  (^1,/1,-ffi),  (^s,yj,5î),  ••,  lesquels 
dépendent  de  w.  Pour  déterminer  le  degré  de  l'équation 
Vzzo  par  rapport  à  w,  il  faut  donc  chercher  quel  est  le  degré 
des  différentes  fonctions  symétriques  des  groupes  de  solu- 
tions communes  par  rapport  à  la  même  inconnue. 
Pour  cela,  reprenons  Téquation  finale  en  t 

Comme  elle  est  aussi  du  degré  n  par  rapport  à  u  (1136), 
les  coefficients  />,,  pj,  --  y  Pn  sont  respectivement  du  pre- 
mier, du  deuxième,  etc.,  du  /i»*™«  degré  par  rapport  à  u. 

Or,  si  Ton  considère  la  somme  des  puissances  semblables 
de  degré  fx  des  racines  de  Téquation  (3),  qu'on  peut  repré- 
senter par 
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elle  s'exprimera  sous  forme  entière,  en  fonction  des  coeffi- 
cients/>i,  /?j,  jOa»  •••>  par  une  formule  dont  les  différents 
termes  ne  pourront  contenir  u  à  une  puissance  supérieure 
àfji;  car,  en  se  reportant  aux  formules  de  Newton  (lOW),  on 
vérifie  que,  dans  chaque  terme  de  S|x,  la  somme  des  produits 
des  indices  des  lettres  p  par  leurs  exposants  est  toujours 
égale  à  p.  Tel  sera  donc  aussi  le  degré  le  plus  élevé  de  Sji 
par  rapport  à  Uy  et  celui  de  la  fonction  symétrique  simple 
correspondante  (113ii^) 
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pour  laquelle  on  a  «4-^4-7  —  fji. 
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Les  fonctions  symétriques  d'ordre  supérieur  des  solutions 
communes  considérées,  se  formant  directement  à  l'aide  des 
fonctions  symétriques  simples  (1132),  satisferont  à  la  même 
condition;  c'est-à-dire  que,  si  une  fonction  symétrique 
d'ordre  supérieur  est  de  degré  |x,  ses  différents  termes  ne 
peuvent  contenir  u  à  une  puissance  plus  élevée  que  /x. 

Or,  si  un  terme  de  V  renferme  explicitement  a  à  la  puis- 
sance X:,  le  coefficient  de  u*  sera  une  fonction  symétrique 
des  solutions  communes  aux  trois  premières  équations  du 
système  (A)  dont  le  degré,  d'après  ce  qui  précède,  devra 
être  égal  à  mn  —  X:,  c'est-à-dire  dont  aucun  terme  ne  pourra 
contenir  u  à  une  puissance  plus  élevée.  Par  conséquent, 
l'exposant  de  u  dans  les  différents  termes  de  V,  en  dehors 
du  premier  terme  «"*",  ne  pouvant  surpasser  /n/i,  l'équation 
finale  V  =10  est  exactement  du  degré  mn, 

ll/i-O.  En  appliquant  les  mêmes  raisonnements  à  un  nombre 
quelconque  K  d'équations  complètes  à  K  inconnues,  on  voit 
d'une  manière  générale  que,  si  n  est  le  degré  de  l'équation 
finale  en  t  qui  répond  aux  K  —  i  premières  équations,  et  si 
m  est  le  degré  de  la  dernière  équation  du  système,  le  degré 
de  l'équation  finale,  résultante  du  système,  est  égal  à  mn. 

114.1.  Le  théorème  de  Bézout  sur  le  degré  de  l'équation 
finale  dans  le  cas  le  plus  général  découle  immédiatement  de 
cette  proposition  préliminaire. 

Théorè9I£  de  Bbzout.  —  Le  de^ré  de  l 'équation  finale  qu'on 
obtient  par  V élimination  de  n  —  i  inconnues  entre  n  équations 
complètes  est  égal  au  produit  des  degrés  respectifs  des  n 
équations  données  (1115). 

Supposons  que  les  degrés  de  ces  équations  soient 

m,,     m,,     m,,     ...,     m^. 

En  éliminant  une  inconnue  entre  les  deux  premières  équa- 
tions, l'équation  finale  obtenue  sera,  comme  on  l'a  démontré 
(1127,  1129),  de  degré  m^m^.  Si  Ton  élimine  deux  inconnues 
entre  les  trois  premières  équations,  il  résulte  de  ce  qui  pré- 
cède (IIM))  que  le  degré  de  Téquation  finale  obtenue  sera 
égal  au  produit  du  degré  de  l'équation  finale  qui  répond  aux 
deux  premières  équations  par  le  degré  de  la  troisième  équa- 


r 
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lion,  c*esl-à-dire  égal  à  m^m^xm^  ou  à  m^m^m^.  Si  Ton 
élimine  trois  inconnues  entre  les  quatre  premières  équa- 
tions, le  degré  de  Téqualion  finale  obtenue  sera,  pour  la 
même  raison  (IIU)),  égal  à  mxm^mzX  m^  ou  à  m^m^mim,,, 
Eo  continuant  de  proche  en  proche»  on  voit  que  le  degré  de 
réquation  finale  obtenue  après  Télimination  de  n  —  i  in- 
connues sera,  par  rapport  à  la  /i>*"»«  inconnue,  égal  au  pro- 
duit mj  m,  772,7714. ..  m^»  des  degrés  des  n  équations  données. 
Ce  résultat,  auquel  conduit  la  première  méthode  d'élimina- 
tion, devient  un  critérium  important  pour  les  autres  mé- 
thodes, en  permettant  de  vérifier  si  elles  introduisent  ou  non 
des  solutions  étrangères. 

1142.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  les  équa- 
tions proposées  étaient  les  plus  générales  de  leur  degré  et 
que  leurs  coefficients  étaient  indéterminés.  Quand  il  n'en 
est  pas  ainsi,  les  plus  hautes  puissances  de  l'inconnue  dans 
l'équation  finale  peuvent  avoir  des  coefficients  nuls,  en 
raison  des  valeurs  particulières  attribuées  aux  coefficients 
des  équations  considérées,  de  sorte  que  le  degré  de  l'équa- 
tion finale  n^est  plus  alors  égal  au  produit  des  degrés  de  ces 
équations;  mais,  dans  ce  cas,  il  est  toujours  inférieur. 


Db  g.  —  Cours,  IV.  Il 
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CHAPITRE  IL 


ÉLllVnNATION  PAR  LA  MÉTHODE  DU  PLUS  GRAND  COMMDN 

DIVISEUR. 


Remarques  préliminaires. 

11&'3.  Toutes  les  méthodes  d'élimination  ramenant  néces- 
sairement la  question  (1137)  à  l'élimination  d'une  inconnue 
entre  deux  équations,  nous  pouvons  considérer  spécialement 
le  cas  de  deux  équations  à  deux  inconnues.  Pour  les  résoudre, 
il  faut  trouver  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  deux  incon- 
nues qui  satisfont  aux  équations  données  et,  pour  cela,  dé- 
terminer l'équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de 
l'une  des  inconnues  entre  les  deux  équations.  La  méthode 
d'élimination  est  regardée  comme  parfaite,  lorsque  Téqua- 
tion  finale  obtenue  a  pour  racines  toutes  les  valeurs  admis- 
sibles de  l'inconnue  qu'elle  renferme,  sans  complication  d'au- 
cune solution  étrangère  (IIM), 

1H4.  Avant  d'indiquer  successivement  les  méthodes  qu'on 
peut  préférer  à  celle  des  fonctions  symétriques  (1127),  il 
n'est  pas  inutile  de  rappeler  des  procédés  déjà  connus  et  sou- 
vent applicables. 

Soient  les  deux  équations 

(1)  çp(3,  m)  =  0, 

(2)  ^{Z,U)  =  0. 

Admettons  qu'on  puisse  résoudre  l'une  des  équations  par 
rapport  à  l'une  des  inconnues.  On  pourra  alors  opérer  ^\xtz- 
iemenl  par  substitution  (Alg,  élém.,  123,  126). 
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Si,  de  l'équation  (a),  on  peut  tirer 

on  n'aura  qu'à  mettre  cette  valeur  à  la  place  de  z  dans  Téqua- 
lion  (i),  pour  obtenir  Téquation  finale  qui  fera  connaître 
exactement  (1120)  toutes  les  valeurs  de  u  et,  par  suite,  toutes 
celles  de  z. 

Les  valeurs  de  i^  et  de  ;3  qu'on  doit  associer  sont  d'ailleurs 
celles  qui  vérifient  ensemble  les  équations  (i)  et  (a). 

1U5.  Lorsque  les  deux  équations  données  sont  de  même 
degré  par  rapport  à  l'inconnue  qu'on  veut  éliminer,  on  a 
intérêt  à  remplacer  l'une  de  ces  équations  par  celle  qui  ré- 
sulte de  leur  soustraction  {Alg.  élém.,  122,  124),  après  qu'on 
a  préalablement  ramené  au  même  coefficient  les  termes  qui 
conliennent  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  considérée 
dans  les  deux  équations.  On  abaisse  ainsi  le  degré  de  cette 
iDconnue,  et  l'on  a,  en  général,  des  calculs  plus  simples. 

C'est  ce  qu'il  ne  faut  pas  manquer  de  faire,  en  particulier, 
lorsque  l'inconnue  à  éliminer  entre  au  second  degré  dans  les 
deux  équations  proposées.  Comme  on  l'abaisse  ainsi  au  pre- 
mier degré,  on  évite  toute  difficulté  à  l'égard  de  la  formation 
des  groupes  de  solutions  communes  (114b). 

liW.  Les  calculs  peuvent  encore  se  simplifier,  lorsqu'on 
aperçoit,  pour  les  premiers  membres  des  équations  données, 
une  décomposition  en  facteurs. 

On  devra  alors  chercher  les  solutions  communes  aux  équa- 
tions obtenues  en  prenant  deux  à  deux,  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  les  facteurs  qui  composent  les  premiers 
membres  des  équations  données. 

Admettons,  par  exemple,  qu'on  ait  pu  ramener  ces  équa- 
tions à  la  forme 

AB  =  o,        A'B'=o. 

Au  lieu  du  système  primitif,  on  traitera  les  quatre  systèmes 
plus  simples 

(  A  ~  o,        ^  A  =  o,        j  B  =  o,        (  B  =  o, 
j  A'=o,         (B'^io,        i  A'=o,        )  B'=:o, 
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Élimination  entre  denx  éqnations  à  deux  inconnues  par  la  méthode 

du  plus  grand  commun  diyiseur. 

iiVl.  Considérons  les  deux  équations 

Si  l'une  quelconque  des  solutions  du  système  est  représentée 
par  x^a  eiy=:b,  les  deux  équations 

devront  admettre  une  racine  commune  b.  Les  premiers  mem- 
bres de  ces  équations  auront  alors  un  plus  grand  commun 
diviseur  du  premier  degré  en  y  (1079),  et  le  reste  correspon- 
dant, indépendant  de/,  sera  nul. 

Plus  généralement,  deux  équations  a  deux  inconnues  étant 
données,  toute  valeur  de  Tune  des  inconnues  qui  fera  acqué- 
rir à  leurs  premiers  membres  un  plus  grand  commun  divi- 
seur fonction  de  l'autre  inconnue  constituera,  avec  les  ra- 
cines de  ce  plus  grand  commun  diviseur  égalé  à  zéro,  autant 
de  groupes  de  solutions  communes  aux  deux  équations. 

La  question  est  donc  toujours  d'obtenir  l'équation  finale 
qui  a  pour  racines  toutes  les  valeurs  convenables  de  l'une 
des  inconnues,  et  de  pouvoir  la  résoudre. 

Si  cette  équation  finale  renferme,  en  même  temps  que  les 
valeurs  cherchées  de  l'une  des  inconnues,  des  valeurs  étran- 
gères, on  reconnaîtra  ces  dernières  à  ce  qu'elles  ne  feront  pas 
acquérir  de  plus  grand  commun  diviseur  fonction  de  l'autre 
inconnue  aux  premiers  membres  des  équations  données,  el 
l'on  aura  soin  de  les  rejeter. 

Il  peut  arriver  que  l'une  des  racines  de  l'équation  finale 
satisfasse  aux  équations  proposées,  indépendamment  de  toute 
valeur  de  l'autre  inconnue.  Cette  racine,  associée  avec  des 
valeurs  arbitraires  de  l'autre  inconnue,  correspond  alors  à  un 
nombre  illimité  de  solutions  communes. 

114*8.  Cela  posé,  on  commencera  par  débarrasser,  s'il  y  a 
lieu,  les  premiers  membres  des  équations  données 

(i)  (p(a:,7)=o,        ^{x,y)  =  o 

des  facteurs,  fonction  de  x  seule  ou  fonction  de  y  seule, 
qu'ils  peuvent  admettre. 
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On  ordonnera,  par  exemple,  9(^,7)  par  rapport  à  7,  el  Ton 
cherchera,  pour  le  mettre  en  évidence,  le  plus  grand  commun 
diviseur  91  (^)  de  tous  les  coefficients  de  ce  polynôme,  qui 
ne  contiennent  plus  que  x.  Celte  opération  s^effectuera  évi- 
demment (1075,  1076)  comme  en  Arithmétique  {Arîthm., 
119),  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
premiers  coefficients,  puis  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  ce  premier  plus  grand  commun  diviseur  et  le  troisième 
coefficient,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  coefficient. 

En  ordonnant  le  quotient  obtenu  par  rapport  à  a?,  et  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  <pt(y)  de  tous  les 
coefficients  de  ce  polynôme,  qui  ne  contiennent  plus  que  j, 
on  le  mettra  de  même  en  évidence. 

On  répétera  les  mêmes  calculs  pour  ^{x,y),  et  Ton  pourra 
alors  poser 

?i^y  y)  =  ?i(^)  9i(/)  9i{^^  y)  =  o, 
+(^»  y)  =  +1  {^)  4^1(7)  +s(^,  y)  =  o. 

Les  deux  facteurs  <pi(a?)  et  ^^i(^),  qui  ne  contiennent  plus 
que  X,  peuvent  admettre  un  plus  grand  commun  diviseur  D| 
tel,  qu'on  ait 

cp,U)  =  D,F,(^),         ^,(^)==D,/,(a:). 

Les  deux  facteurs  <Pî(  j)  et  4'î(jk)>  qui  ne  contiennent  plus 
que/,  peuvent  admettre  un  plus  grand  commun  diviseur  D, 
tel,  qu'on  ait 

9,(/)  =  D,F,(y),        ^t(7)=D,/.(7). 

En  dernier  lieu,  les  deux  facteurs  93(0:,  y)  ei'\ti{x,  /),  qui 
contiennent  à  la  fois  x  et  /,  peuvent  admettre  un  plus  grand 
commun  diviseur  (')  Dj  tel,  qu'on  ait 

?»(^ty)  =  D»F,(:r,7),         +s(^,7)  =  D,/3(^,7). 


(')  La  recherche  du  plus  grand  diviseur  entre  deux  polynômes  entiers 
en  0?  et  en  ^  s'effectue  de  la  même  manière  que  pour  deux  polynômes  en- 
tiers en  X  seulement  (  1076  et  suiv.)-  On  ordonne  les  deux  polynômes  en  x 
et  en  y  par  rapport  à  x,  en  ayant  soin  de  réunir  en  un  seul  terme  tous 
ceux  qui  renferment  une  même  puissance  de  x.  Les  coefficients  consfants 
sont  remplacés  par  des  coefficients  qui  sont  fonction  de  la  seconde  lettre  y  \ 
mais  rien  n'est  changé  aux  précautions  à  prendre,  aux  simplifications  per- 
mises et  aux  raisonnements. 
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On  a  donc,  finalement, 

cp(x,7)=D,D,D3F,(;r)F,Cr)F3(a:,y)=zo, 

el  l'on  peut  appliquer  la  remarque  du  n*  1146. 

Il  est  clair  que  les  racines  de  l'équation  en  j?,  Di=:o,  en 
nombre  limité,  donneront,  associées  à  des  valeurs  arbitraires 
de  j)  un  nombre  illimité  de  solutions. 

De  même,  les  racines  de  l'équation  en  j,  Dj=o,  en  nombre 
limité,  donneront,  associées  à  des  valeurs  arbitraires  de  x, 
un  nombre  illimité  de  solutions. 

De  même  encore,  comme  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion D|=o  contient  x  et  y^  cette  équation  donnera  un 
nombre  limité  de  valeurs  de  y  pour  chaque  valeur  arbitraire 
donnée  à  x^  c'est-à-dire  un  nombre  illimité  de  solutions 
pour  les  équations  proposées. 

Les  polynômes  Fi(a?)  et/i(j7)  sont  premiers  entre  eux, 
comme  les  polynômes  F,(/)  et/,(j^)  [1077],  et  ne  peuvent 
donner  lieu  à  aucune  combinaison. 

Les  autres  combinaisons 

iFa^)  =  o,  (F,(.r)  =--o,  (F,(7)  =  o,  J  F,(j)  =io. 
l/t(y)=o,      j/3(ar,j)  =  o,     \f^{x)  —  o,     \Mx,y)=o, 

sont  possibles;  mais,  comme  elles  comprennent  toutes  une 
équation  à  une  seule  inconnue,  la  seule  difflculté  est  de  ré- 
soudre cette  équation  dans  chaque  groupe. 
Il  ne  reste  donc  plus  à  examiner  que  la  combinaison 

F3(-^)7)==o,        f^{x,y)  =  Oy 

et  c'est  à  elle  seule  que  s'applique  à  proprement  parler  la 
méthode  d'élimination  que  nous  voulons  faire  connaître  et 
qui  est  fondée  sur  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 

UW.  Pour  plus  de  simplicité,  désignons  les  deux  poly- 
nômes F3(a7,7)  et  f%{x,y)  par  A  et  B.  Ces  deux  polynômes, 
par  hypothèse  et  d'après  ce  qui  précède,  ne  présentent  plus 
aucun  facteur  ou  diviseur  commun  de  quelque  nature  que  ce 
soit.  Ordonnons-les  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
de  X  et  supposons  que,  par  rapport  à  ^,  A  soit  de  degré  supé- 
rieur ou  égal  à  celui  de  B.  Divisons  alors  A  par  B,  et  poursui- 
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YODS  Topéralion  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions  à  un  reste 

qui  soit»  par  rapport  à  a?,  de  degré  inférieur  à  celui  de  B. 

Désignons  ce  reste  par  Rj  et,  le  quotient  correspondant,  par 

Qi.  Nous  aurons 

A  =  BQ,-hR,. 

Admettons  que  la  division  n'ait  introduit  aucun  dénomina- 
teur fonction  de  y.  Les  polynômes  Qj  et  Ri  seront  des  fonc- 
tions entières.  Par  suite,  les  groupes  de  valeurs  de  x  et 
de /qui  satisferont  à  l'équation  B=io  donneront  en  môme 
temps  A  =  Ri. 

Il  en  résulte  que  les  deux  systèmes,  dont  le  second  es:t  plus 

simple, 

A=o  (  B  =o 

et 

Brzro  I   R|  =  0, 

répondent  réciproquement  aux  mêmes  groupes  de  solutions, 
c'est-à-dire  sont,  à  ce  point  de  vue,  équivalents. 

On  est  ainsi  conduit  à  opérer  sur  les  polynômes  A  et  B, 
comme  s'il  s* agissait  (1079  et  suiv.)  de  trouver  leur  plus 
grand  commun  diviseur.  Puisqu'ils  n'ont  aucun  diviseur 
commun  (1148),  les  calculs  se  poursuivront  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  un  reste  R»  indépendant  de  x.  En  admettant  toujours 
que  les  divisions  successives  n'introduisent  aucun  dénomina* 
teur  fonction  de  y,  on  aura  donc  cette  suite  d'égalités  : 


A 

-BQ, 

+  Ri, 

B 

R.Q. 

+  R., 

■      •      • 

R.O. 

+  R., 

R/i-s  ^=  Ri»-i  Q«  -^  R/i- 

Les  restes  Ri,  R„  R3,  . . .,  R^,  sont  des  fonctions  entières 
de  Xy  dont  le  degré  par  rapport  à  ^  va  successivement  en  di- 
minuant, et  le  dernier  reste  R„  est  indépendant  de  a?,  sans 
pouvoir  être  nul. 

D'ailleurs,  le  système 

R„_i=o,        R„=:o, 

est,  en  remontant  de  proche  en  proche,  équivalent  au  système 
proposé  lui-même.  Comme  la  dernière  équation 

R«=o 
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ne  contient  plus  que  y^  c'est  précisément  l'équation  finale 
en  y  qui  résulte  de  Télimination  de  x  entre  les  équations 
données.  En  la  résolvant,  on  aura  toutes  les  valeurs  de  y  qui 
font  partie  des  groupes  de  solutions  communes  satisfaisant  à 
ces  équations.  De  l'équation 

qui  est  en  général  du  premier  degré  en  x^  on  déduira  en- 
suite la  valeur  de  x  qui  doit  être  associée  à  chaque  valeur 
dey. 

Si  le  reste  R^  se  réduisait  à  une  constante,  on  en  conclu- 
rait que  les  équations  proposées  sont  incompatibles. 

Cette  méthode  très  simple  ne  laisserait  rien  à  désirer  théo- 
riquementy  si  les  divisions  se  faisaient»  comme  on  Ta  sup- 
posé» sans  introduction  de  dénominateurs  fonctions  de  yi 
mais  cela  n'a  lieu  que  dans  des  cas  très  particuliers.  Nous  de- 
vons donc  maintenant  supposer  le  contraire;  ce  qui  fera  ap- 
paraître le  vice  de  la  méthode. 

1150.  Reprenons  les  calculs  précédents,  en  admettant  que 
les  divisions  introduisent  des  dénominateurs  fonctions  de/. 
On  obtiendra  alors  dans  l'une  d'elles,  la  première  si  l'on 

veut,  un  quotient  Qi  de  la  forme  •?»  et  le  dénominateur 6 sera 

0 

une  fonction  entière  de  /.  On  aura,  dans  cette  hypothèse, 

et  il  est  clair  que  les  groupes  de  valeurs  de  j?  et  de  y  qui  don- 
nent B  =  o  ne  donnent  plus  nécessairement  (UW)  A  r=Ki, 
parce  que,  le  dénominateur  S  pouvant  s'annuler  en  même 
temps  que  B,  on  peut  avoir 

o 

Pratiquemenl,  on  peut  toujours  éviter  les  dénominateurs 
fonctions  de  y,  en  multipliant  ^'a^'a/zce  le  dividende  A  par  une 
fonction  entière  de  y  convenablement  choisie,  que  nous  dé- 
signerons par  Y.  Mais  on  a,  dans  ce  cas,  une  égalité  de  la 

forme 

YA  =  BQ,H-R»; 
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et  les  groupes  de  valeurs  de  a:  et  de  y  qui  rendent  B  =  o  ren- 
dent en  même  temps  YA  =  R,. 

Par  suite,  le  système  B  =  o,  Rj  =  o  n*est  plus  équivalent 
au  système  A  =:  o  et  B  =  o,  mais  bien  au  système  YA  3=  o  et 
B  =  Oy  qui  se  décompose  dans  les  deux  systèmes  (IIM)  : 
A  =  o  et  B  =  o,  d'une  part;  Y  =  o  et  B  =  o,  d'autre  part. 

En  évitant  ainsi  les  dénominateurs,  on  ne  supprime  donc 
aucune  des  vraies  solutions;  mais  on  ajoute  toutes  les  solu- 
tions étrangères  satisfaisant  au  système  particulier  Y  =  o  et 
B  =  o.  Par  conséquent,  si  Ton  poursuit  l'opération  de  cette 
manière,  on  ne  sera  pas,  en  général,  conduit  comme  précé- 
demment à  une  seule  équation  finale  en  7;  mais  bien  à  plu- 
sieurs, dont  quelques-unes  pourront  donner  des  racines  étran- 
gères à  la  question^  qu'on  devra  rejeter  après  vérification 
(1U7). 

11  y  a  là  une  véritable  difficulté.  Elle  a  été  levée,  en  1882, 
par  M.  Labàtib,  qui  a  montré  comment  on  devait  procéder,  en 
employant  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur,  pour 
former  la  véritable  équation  finale  débarrassée  de  toute  solu- 
tion étrangère. 

Nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  arrêter  au  théorème  de 
M.Labàtib  (qu'on  trouvera  reproduit  dans  les  Leçons  d'Algèbre 
de  LEFfiBURB  DB  Fourcy),  parcc  qu'on  préfère  ordinairement,  à 
l'emploi  du  plus  grand  commun  diviseur,  bien  qu'on  puisse 
toujours  vérifier  les  solutions  (114.7),  d'autres  méthodes  plus 
sûres  et  conduisant  dans  tous  les  cas  à  la  véritable  équation 
finale. 

Néanmoins,  nous  donnerons  ici  une  application  intéressante 
de  ce  procédé,  en  nous  réservant  de  la  traiter  plus  simple- 
ment dans  un  autre  Chapitre. 

Équation  aux  carrés  des  différences  des  racines. 

1151.  Étant  donnée  Inéquation  /(a:)z=zo,  de  degré  m  y  on 
demande  de  former  l'équation  F(jk)  =0  qui  a  pour  racines  les 
différences  deux  à  deux  des  racines  de  la  première  équation» 

Soient  x^  et  x^  deux  racines  quelconques  de  la  proposée, 
supposée  sans  racines  égales.  Nous  aurons  à  la  fois 

(0  /('^i)  =  o,        /(j:,)  =  o,        y  =  x^—x^. 
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Le  véritable  degré  de  l'équation  F(/)  r:=o  est  évidemmenl 
le  nombre  des  arrangements  de  m  objets  pris  a  à  2,  c^est- 
à-dire  (215)  m  (m  —  i).  Mais,  comme  rien  ne  distingue  les  ra- 
cines de  réquation/(a?)  =  o,  rien  n'indique  non  plus,  si  Ton 
ne  prend  aucune  précaution,  qu'on  ne  doit  pas  retrancher  une 
racine  d'elle-même;  ce  qui  introduit  forcément  m  valeurs  de  j 
égales  à  zéro  ou  m  solutions  étrangères.  Le  calcul  conduit 
alors  à  une  équation  finale  de  degré  m{m'-î)-^  m  ou  de 
degré  m*. 

Pour  supprimer  les  solutions  7  =  o  ou  l'hypothèse  crizr  j:„ 
on  n'a  qu'à  remplacer  le  système  (1)  par  le  système  équivalent 

/(^,)  =  o,        /(^i)— /(^ï)  =  o,        7  =  x,  — x„ 

en  divisant  le  premier  membre  de  la  deuxième  équation,  qui 
est  de  la  forme 

par  le  facteur  x^  —  x^.  On  supprime  ainsi  toutes  les  solutions 
qui  répondent  à  Xy=ix^y  c'est-à-dire  toutes  les  valeurs  nulles 
de  /. 

Il  ne  reste  donc,  pour  résoudre  le  problème,  qu'à  éliminerai 
et  j?2  entre  les  trois  équations 

(2)     /(^.)^o,  /(^.)-/(-r.)^^^         y  =  x,-œ,. 

Xi  "~~  x^ 

D'ailleurs,  si  l'équation  F  {y)  =0  admet  la  racine  x,  —  x„ 
elle  admet  aussi  la  racine  Xf  —  xi.  Ses  racines  sont  donc  deux 
à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  de  sorte  que,  si  yi  est 
racine,  — j,  l'est  aussi.  lien  résulte  que  le  premier  membre 
de  Téquation  finale  cherchée  ne  doit  contenir  que  des  puis- 
sances paires  dey,  et  qu'on  peut  l'abaissera  un  degré  moitié 

momdre,   — ^^ -y  en  posant 


«/ 


r*  =z  s        ou        /  =  y/^. 


L'équation  en  5,  ¥(\Jz)  ^=:o,  est  alors  dite  Véqaation  aux 
carrés  des  différences  des  racines  de  l'équation  proposée. 

115â.  Appliquons  cette  solution  générale  à  l'équation  com- 
plète du  troisième  degré, 

(i)  x^-\-px^-^qx  '^r:=zo. 
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Nous  remarquerons  d'abord  que,  si  l'on  diminue  les  racines 
de  réqnation  (i)  d'une  même  quanlilé,  leurs  différences  res- 
teront les  mêmes,  de  sorte  que  la  transformée  cherchée, 
F(/)  =  o,  ne  sera  pas  modiflée. 

Nous  pouvons  donc,  pour  plus  de  simplicité  dans  les  calculs, 
faire  disparaître  le  second  terme  de  Téquation  (i)  en  dimi- 
nuant ses  racines  de  la  quantité—  ^  (106i,  1061), c'est-à-dire 

en  formant  sa  transformée  en  rr  —  ^• 

En  effectuant  le  calcul  directement,  il  vient,  pour  cette 
transformée, 

^'  H-  M7  —  ^   I  X  H-  -^ ^  H-  /•  =  o. 


(-^) 


27 


'% 


Nous  poserons  alors 

/>*  2/)»        pq 

et  nous  aurons  à  traiter  l'équation 
(2)  a?'-!- ajc+ 6  =  0. 

En  désignant  par  x^  et  x^  deux  racines  de  cette  équation, 
on  doit  (1151),  pour  obtenir  l'équation  finale  F  (j)  =  o,  élimi- 
ner Xx  et  .r,  entre  les  trois  équations 

x\  -H  aa?i-h  ^  =  o, 
— Tzzxx  -\-  x^Xt  -\~  xl  -\~  az=zo, 

X^  —  X^ 

y=z  Xi —  Xj. 

La  troisième  équation  donnant  j:,^:^:,  — 7,  la  deuxième 

devient 

3  jjj  —  ^y^x  -f-  j'  -r  a  =  o, 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  a?i  entre  cette  dernière  équa- 
tion et  la  première, 

x\  H-  axx  -\-  b^=  o. 

Nous  emploierons  pour  cela  la  méthode  du  plus  grand  com- 
mun diviseur,  avec  les  précautions  indiquées  (IISO).  Nous 
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croyons  utile  de  donner  ci-dessous  la  suite  des  opérations. 
Pour  plus  de  commodité,  nous  remplacerons  x,  par  x. 


X' 


ax 


3x'-i-3a^-h  Zh 


X'\-y 

3^* —  3/ar  •^y^-\-a 


3/j?*-h(2a— j')x-i-3ô 
■4-3/»  a:— /(/*+«) 
2 (/'h-  a)x  —  (j*H-«/"—  36) 


3^  — 3(7»4-aj-h36) 


3  a;'  —  3/07  -h  /*  4-  a 
^0'*-+"  ût)^*  — 6/(  v'h-  a)  j7-h2(/*4-a)* 

4-  3  ( /•  -H  a j  —  3  6)  j? 

—  3 (/'-h  a/H-36)a:-}-2(/*-|-a)* 

-3[(7^+a7)'-9^>'] 

—  3  ( r* -+- aj)* -H  4  ( j' 4- «)' +  27 ^* 

Le  dernier  reste  est  indépendant  de  x.  En  l'égalant  à  zéro, 
on  obtiendra  Téquation  finale  en  7  (11^9).  Cette  équation 
est,  après  simplifications, 

(3)  F(/)=/*-i-6a/*H-9a*7*-i-  4«'-i-  276*  =  0. 

£'//e  ne  renferme  aucune  solution  étrangère  (1150);  car,  dans 
la  seconde  division,  nous  avons  multiplié  deux  fois  de  suite 
les  dividendes  successifs  par  7* -h  a,  c'est-à-dire  le  dividende 
primitif  par  (j'-f-  a)',  et  ce  facteur  (Y)  égalé  à  zéro  réduit  le 
diviseur  (B)  à  36,  qui  n'est  pas  supposé  nul. 

On  voit  que  l'équation  (3),  qui  est  Véquation  aux  diffé- 
*  renées  des  racines,  ne  renferme  en  effet  (1151)  que  des  puis- 
sances paires  de  7.  En  posant  7*  =  2,  on  a,  pour  la  transfor- 
mée F(v/i)  =  o, 

(4)  F(v/5)=:  3»-i-6aw*-h9a"5-f-4«*H-276*iiro. 

Telle  est  Véquation  aux  carrés  des  différences  des  racines 
de  l'équation  du  troisième  degré,  privée  ou  non  de  son  se- 
cond terme. 
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On  peut,  si  Ton  veut,  remplacer  a  et  b  parleurs  valeurs  en 
fonction  des  coefflcients  de  l'équation  proposée.  Nous  n'ef- 
fectuerons cette  substitution  que  dans  le  terme  constant 
/Ja'-h  276*,  afin  d'obtenir  une  vériflcation.  Ce  terme  constant 
deviendra  alors 

4^* — />*^*-+-  ^p^r —  iSpgr-h  27 r', 

résultat  qui  concorde  avec  celui  que  nous  avons  trouvé  au 
n»  1053. 
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CHAPITRE  III. 


AUTRBS  MÉTHODES  D' ÉLIMINATION, 
EXPRESSION  DES  RÉSULTANTS  SOUS  FORME  DE  DÉTERMINANTS. 


Méthode  de  Bésont  et  d'Eoler. 

1153.  Cette  méthode  est  fondée  sur  une  remarque  faite  à 
la  même  date  (176^)  par  Bézout  et  Eulbr. 
Soient  les  deux  équalions 

F(^)  =  0,  /(j?)=:0, 

dont  les  degrés  respectifs  sont  m  et  n;  admettons  quVUes 
aient  une  racine  commune,  et  proposons-nous  de  trouver  le 
résultant  du  système  (1118). 

Nous  allons  prouver  d'abord  que,  dans  l'hypothèse  d'une 
racine  commune  ^=/?,  il  existe  toujours  deux  polynômes 
entiers  Fi(x)  et/i(^),  de  degrés  respectifs  m  —  i  et  n  — i, 
tels  qu'on  ait 

(I)  F(x)/,(;r)-/(:r)F.(x)  =  o. 

En  effet,  on  peut  poser 

F(.r)r=(x~/?)*(x),        f{x)  =  {x--p)o{jr). 

Si  Ton  désigne  alors  par  X  une  constante  arbitraire,  et  si 
l'on  prend 

l'équation  (1)  est  satisfaite  d'elle-même  ou  se  réduit  à  une 
identité,  de  sorte  que  les  coefficients  des  différentes  puis- 
sances de  x  qu'elle  renferme  doivent  être  eux-mêmes  iden- 
tiquement nuls. 
Si  nous  représentons  maintenant,  d'une  manière  générale, 
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les  quatre  polynômes  considérés  comme  il  suit  : 
/  {x)  =  b^x''      -h  ^iJ?""*  H-ô,a?»-*  4-... 4-  è«-i  ^4-  ^/„ 

nous  pourrons  donc  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  diffé- 
rentes puissances  décroissantes  de  x  dans  Téquation  (i)  qui 
est  de  degré  m-hn  —  i.  Nous  obtiendrons  ainsi  les  m  4- n 
équations 

^0  (3o  4-  ^0  «0  =^  o» 

«oPi-+-«i(3o  4- ^0 «1 -+- *i  «0  =0> 

aoi3,4-ai(3i4-a,l3o  4-  ^0  «t -H  ^1  «1  H- ^i  «0  ~  o» 


(2) 


Ûm-lp/i-i4-  a,„P/,-t4-  ^i,_iam-i-+-  ^rt«/«-j=  o, 
«;„  (!J„_j  4-  bn  «,„_!  =1  o. 

Ces  m-h  n   équations  sont  des  équations  homogènes  du 
I        premier  degré  entre  les  m  4-  /i  inconnues 

û^o»    ^l>  ^J»    •  •  •>   ^//l— 1>    Po>   Pu    Pl>    •  •  •>    P/l— !• 

Ces  inconnues»  en  raison  de  la  constante  arbitraire  X  qui  y 

r  

entre,  sont  indéterminées.  Par  suite,  d'après  le  théorème  de 
H.  RoocHÊ,  appliqué  aux  équations  homogènes  (101,  102),  le 
déterminant  des  coefOcients  des  inconnues  dans  les  équa- 
tions du  système  (2)  doit  être  égal  à  zéro. 

Or  ce  déterminant  est  précisément  (1119)  le  résultant  des 
deux  équations  proposées  F(a:)  =  o  el/{x)  =  o,  et,  en  réga- 
lant à  zéro,  on  obtient  l'équation  fînale  qui  résulte  de  l'éli- 
mination de  X  entre  ces  équations. 

Remarque.  —  On  peut  rapprocher  ce  qui  précède  du  théo- 
rème démontré  au  n°  1080. 

Si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  ¥{x)  eif{x)  de  degrés  m  et  w,  et  si  l'on  poursuit 
l'opération  aussi  loin  que  possible,  nous  avons  vu  (1080) 
qu'on  arrive  nécessairement  à  une  identité  de  la  forme 

F(:c)M-/(j:)N=zt:R„. 
Si  les  deux  polynômes  F(ar)  eif(x)  sont  premiers  entre 
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eux  absoluitieot,  ±  R»  est  une  constante  qui  doit  diviser  le 
premier  membre  de  l'identité  ci-dessus,  c'est-à-dire  M  etN. 
Si  les  deux  polynômes  F(ar)  eif{x)  ont  un  facteur  premier 
commun,  ou  si  les  deux  équations  F(j:)  =  o  ei/{x)  =0  ad- 
mettent une  racine  commune,  R„  est  nul.  Les  deux  poly- 
nômes M  et  N,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier  en  suivant 
les  calculs  indiqués  au  n"*  1080,  sont  d'ailleurs  respective- 
ment des  degrés  n  —  i  et  m  —  i. 

On  peut  donc  toujours  trouver  deux  polynômes  F,  (j:)  et 
/t(^)  de  degrés  m  —  i  et  /i  —  i,  tels  qu'on  ait 

¥{x)Ma:)-^/(a,)F,{x)  =  i 
OU 

F(^)/,(^)-/(^)Ft(^)  =  o, 

suivant  que  les  deux  polynômes  F{x)  et  /(a:)  sont  eux- 
mêmes  premiers  entre  eux  ou  admettent  un  facteur  premier 
commun. 

115^.  Appliquons  la  méthode  très  ingénieuse  et  très  élé- 
gante que  nous  venons  d'exposer,  et  qui  ramène  le  problème 
à  la  recherche  de  la  résultante  d'un  système  d'équations  li- 
néaires, au  cas  de  deux  équationsdu  second  degré,  telles  que 

Nous  aurons  ici 

—  F,  (  J?)  —  «0^  H-  «1»         /i  (^)  =  Po^  H-  v^u 

et  l'équation  (1)  du  numéro  précédent  prendra  la  forme 

\        ((3o^-H(3,)(«ro^»-ha,a--+-a,) 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différentes  puissances 
de  X  dans  cette  équation,  nous  obtiendrons  le  système  des 
quatre  équations  linéaires 

^iPo-t-  «lPl-^-  ^îaoH-  61  «1  =  o, 
H- a*  (3,  H-6,ai  =  o. 

L'équation  résultante  des  deux  équations  données  sera  le 


I 
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déterminant  À,  égalé  à  zéro,  des  coenicients  des  quatre  in- 
connues ^o>  1^1»  <3Co,  «1,  dans  le  système  (a),  c'est-à-dire 


Arrr 


^0 

o 

^ 

o 

«1 

«0 

^ 

6, 

«î 

«l 

^. 

6. 

o 

«t 

o 

*, 

=  0. 


Cherchons,  comme  vérification,  la  valeur  de  ce  résultant  R 
ou  de  ce  déterminant  A.  On  a  (60),  en  l'ordonnant  suivant 
les  éléments  de  la  première  ligne, 


A  =  a* 


En  ordonnant  aussi  chacun  des  déterminants  mineurs  du 
troisième  ordre  suivant  les  éléments  de  leur  première  ligne, 
nous  aurons,  pour  le  premier, 


ao 

^i 

bo 

«1 

«0 

60 

«i 

àt 

b. 

+  60 

«1 

«1 

b. 

«1 

o 

bt 

0 

a. 

br 

û?o 

0     6j 

-^ 

«1    ^ 

a,     ^, 

H-^o 

«1  ^î 
as     0 

—  ao^î- 

-  ^i(«i^j—  «i^t)  —  ^o«i^i; 

et,  pour  le  second, 

«1 

a,     6i 
«s     6, 

«0 

a,     61 

0         ^2 

-H^o 

a,  a» 
0     aj 

r=  ai(a|6t —  «1^1)  —  «oai^jH-  b^a]. 
Par  suite, 

A=^  aJ6î  —  ao^i(ai6j —  ^1^1)  —  a^b^a^b^ 

4-  «1^0(^1  ^î—  ûti^i)  —  «o^o«j^î-4-  b\a\. 

On  a  donc  finalement,  comme  résultante, 

A  =  (ao^f— «t^o)'— "(û^o^i  — «1^0)  («1^1—  «ï^i)  =  0, 
résultat  conforme  à  ce  qui  précède  (1119,  1123,  1125). 

1155.  On  peut  remarquer  que,  dans  le  déterminant  fourni 
par  la  méthode  qu'on  vient  d'exposer  (  1153),  n  colonnes  sont 
formées  avec  les  coefficients  de  la  première  équation  donnée 
qui  est  de  degré  m,  tandis  que  les  m  autres  colonnes  sont 

De  C.  —  Cour:  IV.  aa 
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formées  avec  les  coefficients  de  la  seconde  équation  qui  est 
de  degré  /i. 

On  retrouve  ainsi  immédiatement  la  règle  concernant  le 
degré  de  Téquation  finale  par  rapport  aux  coefficients  des 
deux  équations  considérées  (1121,  1124);  car,  chaque  terme 
du  déterminant  A  renferme,  avec  possibilité  de  répétition, 
n  coefficients  de  la  première  équation  et  m  coefficients  de  la 
seconde. 

Seconde  méthode  de  Béiont. 

1156.  La  première  méthode  que  Bêzout  a  proposée  en  même 
temps  qu'EuLBR,  très  simple  en  théorie,  est  très  pénible  dans 
les  applications. 

Si  Ton  voulait  seulement  l'appliquer  à  deux  équations  du 
quatrième  degré,  le  déterminant  à  calculer  serait  (1155)  du 
huitième  degré  (36),  c'est-à-dire  qu'il  contiendrait  (38)  un 
nombre  de  termes  égal  au  produit 

I .2.3.4.5.6.7.8 

ou  4o32o  termes. 

Bézout  a  donc  été  conduit  à  imaginer  la  seconde  méthode 
que  nous  allons  développer. 

Comme  nous  généraliserons  ensuite  cette  seconde  mé- 
thode, en  indiquant  le  perfectionnement  que  Caught  y  a  ap- 
porté, nous  nous  contenterons  de  l'expliquer  ici  sur  des 
exemples  particuliers. 

Nous  distinguerons  le  cas  où  les  deux  équations  proposées 
sont  de  même  degré  et  celui  où  elles  sont  de  degrés  diffé- 
rents. 

1157.  I.  Les  équations  données  sont  de  même  degré,  — 
Soient  d'abord  les  deux  équations  du  troisième  degré 

,  ,  (  ayx'-h  aiJ?*4-a,.r -ha,  =  o, 

(i)  { 

On  sait  qu'un  déterminant  du  /i'*"**»  ordre  a  pour  expres- 
sion (89) 

pu,  encore,  le  terme  principal  mis  simplement  entre  deux 
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parenthèses,  c'est-à-dire 

Cela  posé,  admettons  que  les  équations  (i)  aient  une  racine 
commune  représentée  par  x.  Multiplions-les  alors  respecti* 
Tement  par  b^  et  par  a^,  et  retranchons-les  membre  à  membre, 
la  première  de  la  seconde.  Nous  éliminerons  x*j  et  nous  au- 
rons l'équation 

(a)    (ao^i  — a,^o)^*-+-  (ao^i--«i^o)^-+-  («0^1—^^,60)  =0. 

Mettons  maintenant  x*  en  facteur  commun  dans  les  deux 
premiers  termes  des  équations  (i);  elles  deviendront 

(aoJ?-h  ai)a:*H-  a^x  -h  aj=o, 
{b^x  -H  6i)a7*-h  b^x  -h  6j  =  o. 

Si  Ton  élimine  x*  entre  ces  deux  équations  comme  on  vient 
d'éliminer  x*,  on  trouve 

r 

[(a^x -^  Ui) bf—  {boX  -^  Ai)«i]«a?-*-  («o^ -+"  «i)^*— (^0^ -J-  ^i)ûf|=o, 
'      c'est-à-dire 
(P)  ((i«6,— a,6o)a:*-h[(ao b^  —  atb^) H- (a, 6,— a, ^i)]^-f- (ai ^i— a|6|) zro, 

Enfin,  on  peut  mettre  x  en  facteur  commun  dans  les  trois 
premiers  termes  des  équations  (i),  en  les  écrivant 

{a^x^-^  aiX  -^  a^)x  -^  a^=:Oy 
{b^x'^-^-  b^x-^  b%)X'\-  biz=iOy 

et  éliminer  x  entre  elles,  en  suivant  toujours  la  même 
marche.  On  obtient  ainsi 

(aoa?*-f-  a^x-h  a^)b^—  {b^x^-\-  b^x-^-  Z>j)flrj— o 
ou 

(y)    («0^»— «i^o)'3?'-^(«ifti— «8*i)«2^-+-  («i^B— •«•^î)=o. 

Les  trois  équations  (ot),  ((3),  (y)  doivent  être  satisfaites  par 
la  valeur  de  la  racine  commune  qu'on  suppose  exister  entre 
les  équations  (i).  On  peut  d'ailleurs  les  regarder  comme  con- 
tenant les  deux  inconnues  x^  et  x.  L'équation  obtenue  en 
éliminant  entre  elles  ces  deux  inconnues  n'est  alors  autre 
chose  (103)  que  le  déterminant  des  coefficients  des  trois 
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équations  (a),  ((3),  (y),  égalé  à  zéro,  et  c'est  en  même  temps 
l'équation  finale  qu'on  trouverait  en  éliminant  directement 
l'inconnue  x  entre  les  deux  équations  (i). 

Si  l'on  remarque  que  les  coefOcients  des  équations  (a),(^), 
(y)  sont  constitués  par  des  déterminants  du  deuxième  ordre» 
et  si  l'on  emploie  pour  représenter  ces  déterminants  la  nota- 
tion abrégée  rappelée  au  commencement  de  ce  paragraphe, 
on  peut  mettre  ces  équations  sous  la  forme 

(a)  (ao6,)x»-h(aoôt)a:-4-(ao^»)  =  o, 

(P)  (ao6,)-^*-+-  [(«0^3)  +  («i^t)]^  -H  («i^s)  =  o, 

et  l'équation  finale  cherchée  est  à  son  tour 

I  (ao^i)  («o^î)  («0^) 

A—     («o^j)     («o^j) -*-(«! frf)     («1*1)     =0. 
i   («0^3)  (ûfi^s)  («s^s) 

Le  déterminant  A  est  un  déterminant  symétrique  (61),  et 
l'on  voit  qu'il  est  respectivement  du  troisième  degré  par  rap- 
port aux  coefficients  des  deux  équations  (i). 

1158.  La  marche  suivie  conduit  à  autant  d'équations  auxi- 
liaires qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  commun  m  des  deux 
équations  considérées,  le  degré  de  ces  équations  auxiliaires 
étant  moindre  d'une  unité,  c'est-à-dire  étant  m  —  i. 

Par  conséquent,  si  l'on  avait  eu  à  traiter  deux  équations  du 
quatrième  degré,  on  serait  arrivé  à  quatre  équations  auxi- 
liaires du  troisième  degré,  conduisant  à  un  déterminant  du 
quatrième  degré  renfermant  a4  termes^  tandis  que  la  pre- 
mière méthode  de  Bézout  et  d'Ëuler  donne  lieu,  dans  le 
même  cas  (1156),  à  un  déterminant  du  huitième  degré  ren- 
fermant 40820  termes, 

1159.  IL  Les  équations  données  sont  de  degrés  différents,— 
Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

(i)  a^oc^-r-  a^x^-^  a^x^-^a^x-\-  «4=0, 

(2)  bQX^-\-  b^x  -y- bi^=.Oy 

dont  la  première  est  du  quatrième  degré  et,  la  seconde,  du 
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deuxième.  On  suppose  qu'elles  admettent  une  racine  com- 
mune représentée  par  x. 

En  multipliant  par  x^  les  deux  termes  de  la  seconde  équa- 
tion, elle  devient 

(3)  6od:*-h  6ia?»-f-  ^,\r*=:o. 

On  peut  alors  traiter  les  équations  (i)  et  (3)  comme  précé- 
I       demment.  On  élimine  d'abord  x^  entre  elles,  en  les  multi- 
pliant respectivement  par  60  et  par  a^  et  en  retranchant  la 
première  de  la  seconde.  11  vient 

En  mettant  maintenant  x^  en  facteur  commun  dans  les 
j       deux  premiers  termes  des  équations  (i)  et  (3),  on  a 

{OqX  -f-  «1)0:* -h  UjX^-h  a^x  -f-  «4=10, 
{boX  -+-  bi)x^-\-  6,a?*=io, 

Si  Ton  élimine  x*  entre  ces  deux  équations,  comme  on  vient 
d'éliminer  j?*  entre  les  équations  (i)  et  (3),  on  trouve 

[(a^x-^-  «1)6, —  {boX  -h  ôi)a,];r-* —  («3^7-4-  a^){bQX  h-  ôj  =  0 

ou 

Nous  ne  pouvons  pas  aller  plus  loin  en  appliquant  le  même 
procédé;  mais  nous  pouvons  adjoindre  aux  deux  équations 
(a)  et  ((3)  l'équation  obtenue  en  multipliant  par  x  l'équa- 
tion (2)  et  cette  équation  elle-même,  c'est-à-dire  les  deux 
équations 

(y)  box^-^  bix^-h  biX=:o, 

(J)  boX^-h  b^x  -{- bi    =1:0. 

Les  quatre  équations  (a),  ((3),  (y),  (S)  pouvant  être  regar- 
dées comme  contenant  les  trois  inconnues  a:',  x*  eix,  l'équa- 
tion finale  correspondant  aux  équations  (1)  et  (2)  sera  (103) 
le  déterminant  A,  égalé  à  zéro,  des  coefficients  de  ces  quatre 


^ 
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équations  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


(oc)  {a^b^)m^ 
((3)  {a,b,)œ^ 

(y)     ^0^' 

(3) 


[(«1  ^1  )  —  «3  ^0  ]  ^*  --  («»  ^1  -+-  a4  ^0  )  -2?  —  «*  ^i  =  û, 
^1^*  -h         6,j:  =0, 


6n^* 


^i^r 


4-      6t  =  0. 


L'équation  finale  sera  donc,  en  changeant  les  signes  des 
deux  dernières  colonnes,  ce  qui  ne  modifie  pas  le  détermi- 
nant (5&^), 


A- 


(ao^i) 

(«0^1) 

a^bo 

a^bt 

1 

(«O^ï) 

(«l^î)         «s^o 

a^bi-h  a^bo 

«*^1 

b. 

b. 

-b. 

0 

0 

bo 

-b, 

-b. 

=  0. 


Conformément  à  la  remarque  qui  termine  le  n"*  1157,  ce 
déterminant  est  encore  respectivement  du  second  degré  par 
rapport  aux  coefficients  de  l'équation  (i)  qui  est  du  quatrième 
degré  et,  du  quatrième  degré,  par  rapport  aux  coefficients  de 
l'équation  (a)  qui  est  du  second  degré. 


Méthode  de  Caachy. 

1160.  Cette  méthode  a  été  appelée  par  Cauchy  lui-même  : 
Méthode  abrégée  de  Bézout,  et  il  l'a  indiquée  dans  ses  Nou- 
idéaux  Exercices  d* Analyse  et  de  Physique  mathématique 
(t.  I,  î84o). 

Le  perfectionnement  dû  à  Caughy  consiste  en  un  algorithme 
ingénieux;  mais,  dans  des  questions  délicates  et  lorsqu'il 
s'agit  de  calculs  pénibles,  on  doit  compter  pour  beaucoup  tout 
procédé  qui,  en  les  simplifiant,  guide  et  soulage  l'esprit. 

1161.  I.  Les  équations  données  sont  de  même  degré.  — 
Soient  les  deux  équations  algébriques  du  /n**°»«  degré 


(0 


f(x)  =  b^x"^-\-  61 J?'"-*  -4-  6,dî'«-*4-...-+-  6«_ia?  H-  6„=o, 
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qu'on  suppose  avoir  une  racine  commune  représentée  par  x. 
Isolons  successivement,  dans  le  premier  membre  de  cha- 
cune d'elles,  le  premier,  les  deux  premiers,  les  trois  pre- 
miers, . . .,  les  m  premiers  termes.  On  obtiendra  de  la  sorte 
m  groupes  de  deux  équations  qu'on  pourra  aussi  diviser  suc- 
cessivement l'une  par  l'autre;  ce  qui  conduira  enfin  à  m  équa- 
tions se  présentant  sous  forme  fractionnaire.  En  supprimant 
d'ailleurs  dans  les  deux  termes  de  chaque  fraction  de  gauche 
la  puissance  de  x  qu'on  peut  y  mettre  en  facteur  commun, 
ces  m  équations  seront 

«0  _  «1  .r"*-*  -+-  rtj.r"»-*  -^ . . .  -h  a„i-\  x  -h  am 

aoX-^-ai  __  afX'^-^-^-  a^x^^-^-h. .  .-^  afft-iX-h  /im 
ÙqX  -+-  ^1  ~"  bix"^-^  -\-  bzx"^-^  -H ...  -H  b„i-\  ^-^  bm^ 

rto£M-^i  .r  -h  rtj  __  «,.r"»-' -+-...-+-  am-\  x  -4-  a,n 
bo't'^  -f-  ^1 J7  -t-  ^j        b^x'"'-^  -H . . .  -}-  ^w-i X  -H  b,ti 


b^X'n-t  -+-  biX»'-^  H-  . .  .  -t-  bffi-t  ~  bm^l  •^'  H-  bm  ' 
b^x^i-i  -f-  bix»^-^  H- ...  -h  ^^»-i  —  bT  * 


'/» 


U) 


En  chassant  les  dénominateurs,  on  mettra  ces  m  équations 
sous  foi*me  entière,  et  les  coefficients  des  différentes  puis- 
sances de  X  seront  entiers  et  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coefficients  respectifs  des  deux  équations  (i). 

Nous  représenterons  alors  le  système  des  m  équations  en- 
lières  ainsi  obtenues,  et  qui  sont  du  (m  —  i)»*»*  degré,  par 

I  Ala?"»-»     -hAîa?'«-«     4-A;^'«-»     -+-... -^  Aï*-*  j7  +  Aï*     — o, 

« 

AJo?"»-*      -hAJ^'"-*     -hAî^?'"-*     -h...  +  Aî*-'^  + a;*    ==o, 
Aio?'"-»      -f-AJo?'"-»     -+-A;a?'»-«     -H...-+-A;*-*a7  4-A^    =0, 


Ai»_j  ^'"-'  -H  Aï,.,  x'^^  -+-  AJ,_j  ^'«-»  H- . . .  +  A^lî  a?  -h  A^^i  =  o, 
AJ.x'»-*     +A*,a?'«-*     +A»,a?'»-»     -+-... -h  A^-^ar  +  A^    =0, 


^ 
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en  posant,  d'après  la  notation  rappelée  (1157), 
A*  =  («0^1),        Aî=:(ao^j)-H(«i^t), 

A?-*  =  («fo^m)  •+■  («l^m-l),  A?^  (ai^^,„). 


•  •  ♦ 


Ai  =(««*•).        AÎ=(ao60+(«i*ï). 

A«-'  =  (a,*™)  4-  (a,6,„_,),        A^=:  (a,6„), 

• 

Am=(«o^/rt)>        A*j=(ai6,„),        AJ,=  (a,6„t),         ..., 

Les  é(]uations  (2)  constituent  un  système  de  m  équations  à 
m  —  I  inconnues  a?'"-*,  a?"*-*,  j?"*-',  . . .,  ^^  a?.  Le  résultat  de 
l'élimination  de  ces  m  —  i  inconnues  est  donc  (103)  le  déter- 
minant A  de  leurs  coefficients,  égalé  à  zéro.  On  exprime  ainsi 
que  les  équations  (2)  sont  compatibles,  c'est-à-dire  que  les 
deux  équations  (i)  ont  une  racine  commune.  Par  suite,  l'équa- 
tion finale  qu'on  obtiendrait  en  éliminant  ce  entre  ces  deux 
équations  a  pour  expression 


A  = 


AI 

Aï 

Aï 

km-i 

a;» 

Ai 

Aï 

AI 

A"*-! 

A? 

Ai 

a; 

Aï 

.  .  .       A, 

K 

•  ■ 

•     • 

•      • 

•  •  •        •  •  ■  • 

•    •    ■ 

A* 

A* 

A» 

Am-l 

A"* 

A* 

1a    foVi 

A» 

Iaoii    Ai 

A' 
3c    voIaiii 

Am-l 

A"* 

100  t\ 

=  0, 


nant,  indiqué  plus  haut,  on  voit  qu'on  a 


Ai  =  A},      A1  =  AÎ, 


A  !        __  km-i         Al   —  A  m 


A25-»  =  AS-ir 


c'est-à-dire  que  le  déterminant  trouvé  est  symétrique  (1157). 
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Il  est  clair  que  le  procédé  de  Cauchy  conserve  le  même 
avantage  que  la  seconde  méthode  de  Bézout  (1158).  Si  Ton  a 
à  traiter  deux  équations  du  m'^""*  degré,  il  sufBt  de  calculer  un 
déterminant  du  m'*™"  ordre. 


1162.  Le  déterminant  d  se  confond  avec  le  résultant  ou 
Véliminant  R  (1118)  auquel  conduirait,  par  exemple,  la 
méthode  d'élimination  par  les  fonctions  symétriques  (1121, 
1124). 

En  effet,  A  est,  comme  R  lui-même,  du  m""*  degré  par 
rapport  aux  coefficients  respectifs  des  deux  équations  (i),  qui 
sont  des  fonctions  symétriques  de  leurs  racines  (1036,  1039). 
Il  s'annule  aussi  comme  R  toutes  les  fois  que  ces  équations 
ont  une  racine  commune.  Par  conséquent,  les  quantités  R 
et  A  ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  constant,  et  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  (1119)  pour  que  les  deux 
équations  (i)  aient  une  racine  commune  s'exprime  indiffé- 
remment en  posant  A  =  o  ou  R  =  o. 

Les  nouvelles  méthodes  exposées  dans  ce  Chapitre  n'intro- 
duisent donc  non  plus  aucunes  solutions  étrangères. 

1163.  Cherchons  encore,  à  l'aide  du  procédé  de  Cauchy,  la  condition 
pour  que  les  deux  équations  du  second  degré 

«o^*H-  aiX-4-ûj=  o, 
b^x^ -+■  biX-\-  bf  =  o 

aient  une  racine  commune. 
Nous  devrons  ici  écrire  les  deux  équations  du  premier  degré 

a^       ai  X  -4-  a^  o^  x  -+-  a\       a^ 

bo       bix  -^  b^  b^x  -h  bi       b\ 

c'est-à-dire 

(«0^1  —  «i^o)-a?H-(ûoftî— «s^o)=  o, 

(«0^1—  a^b^)x-^  {a\bt —  «i^i)  =  o. 

£a  égalant  à  zéro  le  déterminant  des  coefficients  de  ces  deux  équations, 
on  retrouve  immédiatement  la  condition  connue 

(«0^1  — «i*o)(«i^j— ûi^i)  — (flo^i— ^î^o)*=  o- 


n 
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116tp.  II.  Les  équations  données  sont  de  degrés  différents. 
—  Soient  les  deux  équations 


m> 


V{x)  zzzaaX"*-^  a^x'^-^-h  ata?"*-'-!-. .  .-ha,„_iJ:  -\- a 

La  première  est  de  degré  m,  la  seconde  de  degré  n,  et  Ton  a 
m^  n;  on  suppose  qu'elles  ont  une  racine  commune  repré- 
sentée par  X, 

On  peut  distinguer  deux  cas,  .suivant  que  le  coefficient  b^ 
du  premier  terme  de  la  seconde  équation  est  ou  non  numé- 
rique. 

i''  Si  bo  est  un  nombre,  on  peut  remplacer  facilement  les 
équations  données  par  deux  équations  de  même  degré. 

Divisons,  en  effet,  ¥{x)  par  f{x),  en  ordonnant  les  deux 
poIynAmes  suivant  les  puissances  décroissantes  de  j?,  et  en 
poursuivant  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste 
^{x)  de  degré  n.  Si  Q  est  à  ce  moment  le  polynôme  écrit  au 
quotient,  on  a 

¥{x)=/{x)Q-^r^{x). 

Cette  identité  montre  qu'il  revient  au  môme  de  chercher  les 
racines  communes  des  équations  (i)  ou  des  équations /(a?)  =  0 
et^J;(^)  =  o,  qui  sont  de  même  degré  n,  et  auxquelles  on 
n'aura  qu'à  appliquer  la  méthode  précédente  (1161). 

2^  Si  60  n'est  pas  un  nombre,  il  faut  modifier  cette  méthode 
comme  il  suit. 

Reprenons  les  équations  (i)  et  multiplions  les  deux  mem- 
bres de  la  seconde  par  a:"*-'».  Nous  obtiendrons  ainsi  l'équa- 
tion 

(p(jr)  =z  ^0'^'"-+-  biX'^-^-h  6,Jt?"*-'-h. . . 

-h  bn-ix"'-''-^^-^  6,j^'»-«  =  o. 

Les  deux  équations  F{x)  =  o  et  <p(j?)  =  o  admettront  tou- 
jours la  racine  commune  x  et,  comme  elles  sont  maintenant 
de  même  degré  m,  on  peut  leur  appliquer  la  méthode  exposée 
au  n^  1161.  Mais,  comme  la  seconde  équation  9(0;)  =  0  ne 
comprend  ici  que  n  -+- 1  termes,  après  avoir  isolé  successive- 
ment dans  le  premier  membre  des  deux  équations  considé- 
rées le  premier,  les  deux  premiers,  les  trois  premiers,  ..., 
les  n  premiers  termes,  nous  ne  pourrons  plus  continuer  à 
cause  de  la  forme  particulière  de  la  seconde  équation.  Le 
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procédé  employé  nous  fournira  donc  seulement  les  n  équa- 


tions 


/?o  <t\  x"^-^  -h  *7j.r"«-*  -h . , .  -f-  rt,„_|  .r  -+-  a 


m 


F 


ï-hffiJr«-*-+-...H-art_jar-f-rt„_,       flr„.r'»-'*H-  rt,,^-!  j:"»-'*-»-»-.  . .-!-  rt 


m 


*H-6iJ:«-*-^...-l-^ft_,-c-T-^«_t  6rt./.- 


//<    u 


En  ramenant  ces  /i  équations  à  la  forme  entière,  on  aura 
un  premier  groupe  {oc)  de  n  équations  de  degré  m  —  i,  que 
nous  représenterons  par 

A}  a?"»->  H-  A* ^"'-'4-  a;  ^'«-'  4- . . .  -^  Af-*  j:  4-  A;"—  o, 

A J  ^'"-•*  4-  A*  a:'«-*  H-  AJ  ^'«-»  -+-...-+-  A^-*  a;  -+-  A;''  =  o, 

(a)  <  A  J  ar'«-*  -+-  AJ  J?'"-*  -+-  A»  :z:'«-'  -h ...  -I-  AJ'"*  .r  -f-  AJ'  =:^  o, 

•  •• • » 

^11  ^m-i  ^_  Aj^'«-*4-  Aj  J7'«-»  -H. .  .4-  a;"-»  o:  -h  a;;*= o. 

Les  coefficients  de  ces  n  équations  seront  encore,  comme 
précédemment  (1161),  du  premier  degré  par  rapport  aux 
coefficients  respectifs  des  équations  (i). 

Aux  n  équations  du  groupe  (a),  qui  peuvent  être  regar- 
dées comme  renfermant  les  m  — i  inconnues  a?'"-*,  a?'"-*, 
j:'"-',  . . .,  J7*,  X,  nous  adjoindrons  m  —  n  équations  formant 
un  second  groupe  (^).  On  les  obtiendra  en  multipliant  succes- 
sivement les  deux  membres  de  la  seconde  équation  f{x)  =  o 
par  les  m^  n  quantités  o;"*-'*-*,  a;'"-"-*,  j?'»-»-',  . , .,  x,  i. 
Le  groupe  (P)  sera  ainsi 

ôoX'w-'-f-  biX^-^-^  ^j.r'«-«-f-. .  .-f-  ^rtO:'»-'»-*  =  o, 


^0.2^" H-  ^1  ^«-*  -+-  ^,  jr'*-«  H- . . .  -h  ^„  =  o. 


En  réunissant  les  deux  groupes  (a)  et  (P),  on  a  /i  +  /n  —  « 
ou  m  équations  renfermant  les  m  —  i  inconnues  o?'"-',  a?'»-', 
o:'»-',  . . .,  J7*,  a?.  Comme  ces  m  équations  doivent  être  com- 
patibles à  cause  de  la  racine  commune  supposée  entre  les 
deux  équations  (i),  le  déterminant  A  du  /w»*"»«  ordre  formé 
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par  leurs  coefficients  devra  être  égal  à  zéro  (103).  L'équation 
finale  cherchée  aura  donc  pour  expression 


A  = 


Al 

Aï 

Aï 

k   •  ■ 

A? 

•     •    •    • 

•    • 

. . .     A^-* 

K 

Ai 

Aï 

Aï 

a; 

•    •    •  • 

•    • 

Am-l 
A, 

A? 

Ai 

Aï 

Aï 

1  •  • 

a; 

•    •     •    • 

•     •                 1 

A/fl-l 
.  .        A, 

A? 

«  • 

Ai 

•  ■ 

A* 

•      •                      « 

A» 

•  • 
•  •  • 

•    • 

a; 

•     •    •   • 

•     ■                  ■ 
■    ■ 

•     •                «   «     •     a   • 

km-t 

Art 

•     •     • 

bo 

*, 

bt      . 

bn-l 

bn 

•    • 

o 

O 

o 

bo 

b,      . 

bn-t 

bn-x 

bn 

•     m 

o 

0 

0 

• 

« 

o 

• 

• 

■   •  • 

bn-t 

•    •    •  m 

b„-t 

•    •    •  • 

b„., 

•   •   •  • 

bn       ■ 

•        • 

o 

•    •                       • 

0 

• 

o 

o 

o 

_     •* 

»  •  • 

•    •    •  • 
é    A 

•    ■    *   ■ 

•    ■    •  ■ 

•        « 
_1       #     * 

-  • »        A 

bn 

=  0. 


1165.  On  voit  encore  (1162)  que  ce  déterminant  A  est  de 
degré  n  par  rapport  aux  coefficients  de  Téqualion  F(ar)=:o 
qui  est  de  degré  m,  et  de  degré  m  par  rapport  aux  coefficients 
de  réquation /(j?)  =  o  qui  est  de  degré  n.  Il  s*annule  d'ail- 
leurs pour  toute  racine  commune  aux  deux  équations  propo- 
sées; A  se  confond  donc  avec  le  résultant  R  (1121^),  sauf  un 
facteur  constant 


1166.  La  méthode  de  Càughy  permet  de  retrouver  le  théo- 
rème DE  Bézout  sur  le  degré  de  Téquation  finale  (1127,  1141). 

Supposons  que  les  équations  (i)  données  contiennent  deux 
inconnues  x  et  y,  et  cherchons  à  évaluer  le  degré  de  Téqua- 
tion  finale  en  j,  quand  on  élimine  a:. 

i^  Considérons  d'abord  le  cas  où  les  équations  (i)  sont  de 
même  degré  m  (1161),  et  reportons-nous  à  l'expression  du 
déterminant  A.  Le  terme  principal  de  ce  déterminant  est 


A|  Aj  Aj  .  . .  A„|_i  A 


m 
m* 


Mais  A},  c'est-à-dire  (ao^i),  est  (1127)  du  premier  degré  en/; 
a;,  c'est-à-dire.(ao6|)  -h  (a,  ^,),  est  du  troisième  degré  en  y, 

ou  du  degré  a -h  i;  AJ,  c'est-à-dire  («o^i) -*- («i^O -+-(^^»)» 
est  du  cinquième  degré  en  y,  ou  du  degré  3  -h  2;  . . .;  AJl}, 
c'est-à-dire  («/«-s  ^m)  -H  («m-s  ^m~i),  est  du  degré  2  m  —  3  en  /, 
ou  du  degré  (m — i  )  -4-  (m— 2);  enfin,  A;j,  c'est-à-dire  («m-t  ^m)» 
est  du  degré  2m—  1  en  r,  ou  du  degré  w  -h(m  — i). 
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Le  degré  en  y  du  déterminant  A,  ou  celui  de  l'équation 
finale,  est,  par  conséquent, 

H-(2-l-i)-+-(3-h2)H-...4-[(m  — i)-H(/n  — 2)]4-[/wH-(m  — i)], 
ce  qu'on  peut  écrire 

[i-i-2H-3-i-...-i-(m  —  i)-h/n] 

H-[i-h2-|-3-H...(/w  —  a)  -f-(m  — i)]. 

Ce  degré  est  donc  égal  (274)  à 

m(m-hi)    ,    (m  — i)m 

2  2 

c'est-à-dire  au  produit  des  degrés  des  deux  équations  propo- 
sées. 

2«  Considérons  maintenant  le  cas  où  les  équations  (i)  don- 
nées sont  de  degrés  différents,  l'une  de  degré  m,  l'autre  de 
degré  n,  et  reportons-nous  à  l'expression  du  déterminant  A 
(1164).  Le  terme  principal  de  ce  déterminant  est  évidemment 

A*  A' A»         A"-*  k^h   h  h 

le  facteur  bn  étant  répété  m  —  n  fois. 

Or,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir  (i°),  le  degré  en  y  du 
produit  des  n  premiers  facteurs 

A*  A>  A'         A'*"*  A'* 

est  égal  à  /l^ 

Quant  au  facteur  bny  il  contient  y  à  la  puissance  n  et,  par 
suite,  le  produit  des  (m  — /i)  facteurs  b^  est  du  degré  (m  — /i)/i 
en  j.  Le  degré  du  déterminant  A  ou  de  l'équation  Onale  en  y 
est  donc 

c'est-à-dire  égal  encore  au  produit  des  degrés  des  deux  équa- 
tions proposées,  supposées  complètes  et  à  coefficients  arbi- 
traires. 

Galciil  de  la  racine  commune. 

1167.  Une  fois  qu'on  s'est  assuré  de  l'existence  de  la  racine 
commune,  on  peut,  en  supposant  qu'il  n'y  en  ait  qu'une,  la 
calculer  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  du  pre- 
mier degré  admis  alors  par  les  deux  polynômes  Y{x)  ei/{x) 
[1079]. 
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Mais  on  peut  l'obtenir  aussi  comme  il  suit,  en  continuant  à 
se  servir  des  déterminants. 

Reprenons  (IIG^*)  les  équations  qui  composent  les  deux 
groupes  (a)  et  (P)  et  constituent  un  système  de  m  équations 
linéaires  à  /n  —  i  inconnues  j?'"-*,  a?*"-',  j?"»-',  ...,  a^^  x, 
puissances  successives  de  la  racine  commune  depuis  l'expo- 
sant m  —  1  jusqu'à  l'exposant  i . 

£n  supprimant  l'une  des  m  équations,  les  m  —  i  autres  de- 
vront être  satisfaites  par  les  m  —  i  inconnues.  On  pouiTa  donc 
calculer  spécialement  x,  en  appliquant  la  ré^/e ^e  Craubr  (80) 
à  ces  m  —  i  équations. 

Si  l'on  supprime,  par  exemple,  la  première  équation,  on  a 
évidemment 


A}  A|  A|  . 

Aj  A3  Aj    . 


■  •     '»]        •  •  •     "^\  ^^  '^S 

An  A'«-*    A" 


m 


m 


m 


Al  A*  A»        -  A*  A'"-»  A'" 

X  =.     b^  bi  b%    . . .  bfi—i  .■•       o  '  o 

o  ^0  ^1    •  •  •  ^/i-s  •••       o          o 

o  o  Ùq     •  .  .  ^n— 3  •  •  •         o             o 


•    •   •        • 


b„~t 


On 


Al 

AJ 

AJ 

A? 

A?-»  AT' 

Ai 

Aî 

A» 

AJ 

Af-»  Af' 

• K 

Ai 

AS 

AS 

AS 

• 

• 

b. 

h 

h 

bn-i 

0    0 

0 

K 

il 

bn-t 

0    0 

0 

0 

bo 

bn-» 

0    0 

0 

• 

0 

0 

•  •  •  • 

•  •  ■  • 

•    • 

1168.    Exemple.  —  Soienl  los  deux  équations  numériques 
(a)  .r'-H    x  —  6  =  0, 


qui  ont  évidemment  une  racine  commune,  et  une  seule,  égaie  à  2.  Nous 
allons  vérifier  l'existence  de  celte  racine  commune  et  la  calculer,  en  ap- 
pliquant d'abord  la  méthode  générale  (1164,  2**),  puisque  nous  n'avons 
ici  pour  but  qu'une  vérification. 

Multiplions  donc  par  x  les  deux  membres  de  la  seconde  équation  ;  elle 
deviendra 


(3) 


jr'-t-x* — 6x  =  o. 


Les  équations  (1)  et  (3)  nous  donneront  alors 


I 
I 

I 
I 


.r* —  7.r  H-  9. 

y,v —  2 
6j7 
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et  Doas  adjoindrons  Téquation  (a)  aux  équations  entières  qu*on  peut 
déduire  de  ces  résultats.  Nous  aurons  ainsi  les  trois  équations 


(4) 


j:  —  a  =  o, 


d?  —  a  =  o, 


X*  -4-  X  —  6  =  0. 


Le  déterminant  des  coefficients  de  ces  trois  équations  est 


A  = 


o 

1 

—  2 

I 

—  2 

o 

I 

—  2 

— 

I 

—  2 

1 

I 

—  6 

=  o. 


Les  équations  (i)  et  (2)  admettent  donc  bien  une  racine  commune.  On 
a  ensuite,  pour  cette  racine,  en  supprimant  la  première  équation  du 
système  (4), 


X  "=2 


o    2 
f     6 


—  2 

—  I 


=  2. 


Application  de  la  méthode  de  Gaachy  à  la  recherche  de  Téqaation 

aux  différences  des  racines. 


1169.  Nous  avons  déjà  traité  cette  question  par  la  méthode  d'élimina- 
tion par  le  plus  grand  commun  diviseur  (  1151  ).  Nous  allons  arriver  plus 
rapidement  et  plus  sûrement  au  résultat  en  faisant  usage  de  la  méthode 
d'éliminatiou  de  Gauchy.  . 

Nous  considérerons  Féquation  du  troisième  degré  et  nous  la  suppose- 
rons immédiatement  privée  de  son  second  terme  (1152),  c'est-à-dire  que 
nous  la  prendrons  sous  la  forme 


(I) 


x*-f-  ax-^-  ^  =  o. 


Nous  devons,  comme  précédemment  (1152),  éliminer  x  entre  l'équa- 
tion (i)  et  l'équation 


(î) 


3j7' —  Zyx  -4-jr*-+-  a  =  o, 


où  /  représente  la  différence  de  deux  racines  quelconques,  non  identi- 
ques, de  l'équation  (i). 

Le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équation  (2)  étant  numérique, 
nous  commencerons  par  ramener  le  système  proposé  à  un  système  où 
les  deux  équations  traitées  soient  de  même  de%r^ {\\%i^  i"*).  Il  sufBt, 
pour  cela,  de  diviser  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  par  le  premier 
membre  de  l'équation  (2),  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  de 
même  degré  que  l'équation  (2)  ou  du  second  degré.  Ce  reste,  égalé  à 
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zéro,  pourra  alors,  dans  la  recherche  poursuivie,  ôtre  substitué  à  Téqua- 
tion  (i). 
On  a  ainsi,  en  évitant  les  coefficients  fractionnaires, 

Sx* —  3  r.r  -f-  r* H-  « 


X^-f-  flX-4-  b 

3x«-f-3rtx-^3^ 
-+-  3 jx»  —  (^> * -^a)x 

Le  système  donné  sera  donc  remplacé  par  le  système 

(a)  3x*— 3jx-hj^»-i-û  =  o, 

(3)  3^x* — (j* — 'xa)x-^Zb=o. 

Nous  poserons  alors,  en  appliquant  l'algorithme  de  Cauchy  (1161, 1), 

3   _      3j'2c — T* — ^ 

3j^  *~  (j'* — OLa)x  —  3^' 

3.r  —  ^Y        _^  jr*-h  a 
^fx — /*-h'2a~"       36 

Il  en  résulte,  sous  forme  entière, 

(j-*— 2«)j:— 3ft  =j(3jx— j^«— a), 

96(x— j)  =  (  j«  -f-  rt)  (3/j:  —  j»-4-  jlu) 

ou,  en  effectuant  et  on  simplifiant, 

(  ?^0*-Hrt)x  — (73-4-aj-.3/>)  =  o, 

L'équation  finale  en  jr  s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  déterminant 
des  coefficients  des  deux  équations  (4)  qui  sont  du  premier  degré  en  x. 
Cette  équation  finale  est  donc 

c'est-à-dire,  en  développant  et  en  simplifiant, 

X^-h6aj^-h^a*j^-h  ia^-i-'iyb^  =  o, 
comme  précédemmeni  (1152). 
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CHAPITRE  IV. 

RECHERCHE  DES  RACINES  COMMUNES  A  DEUX  ÉQUATIONS. 


Indications  préliminaires. 

1170.  Les  méthodes  d'élimination  exposées  dans  le  Chapitre 
précédent  nous  ont  conduit  en  même  temps  à  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  équations  algébriques 
aient  au  moins  une  racine  commune. 

Cette  condition  consiste  en  ce  que  le  déterminant  A,  tel  que 
nous  Tavons  établi  au  n"*  1161  (dans  le  cas  de  deux  équations 
(le  même  degré)  et  au  n*»  1164-  (dans  le  cas  de  deux  équations 
(le  degrés  différents),  doit  être  égal  à  zéro  (sans  être  identi- 
quement nul). 

Nous  nous  proposons,  dans  ce  Chapitre,  de  généraliser  la 
question  et  de  trouver  les  conditions  pour  que  deux  équations 
algébriques  aient  exactement  p  racines  communes. 

Lagraihge  s'est  occupé  de  ce  problème  dans  un  travail  cé- 
lèbre qui  fait  partie  des  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin 
(1770,  1771).  Tout  récemment,  plusieurs  géomètres,  en  em- 
ployant la  Théorie  des  déterminants,  ont  publié  sur  le  même 
sujet  de  remarquables  études. 

Nous  citerons  principalement  :  M.  Zbuthen  (1874),  qui,  en 
étendant  la  méthode  primitive  de  Bézout  et  d'Euler  (ii53), 
o-sl  arrivé  presque  au  but;  M.  Darboux  (*),  qui  a  considéré  le 
déterminant  de  Cauchy  ;  M.  Eugène  Rouchê  (*),  qui  a,  le  pre- 
mier, fait  connaître  le  théorème  fondamental  auquel  il  fallait 


(')  Darboux,  Sur  la  théorie  de  l'éliminalion  enlrc  deux  équations  à  une 
inconoue,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  t.  X 
etXn,  1876  et  1877. 

(')  EuQ.  RoucHÉ,  Sur  i'élimioation,  jXouvelles  Annales  de  Mathéïiia- 
tiques,  2*  série,  t.  XVI,  1877. 
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parvenir,  sous  une  forme  simple  et  élégante,  et  indiqué  les 
équations  aux  racines  non  communes;  M.  H.  Lexonkier  (^), 
qui,  dans  son  beau  Mémoire  sur  Télimination,  a  donné  des 
conditions  exactes;  M.  P.  Mansion  (*)  et  M.  Falk  (•),  qui  ont 
accru  les  résultats  déjà  connus,  en  perfectionnant  ou  en  com- 
plétant les  premières  démonstrations. 

1171.  Avant  de  passer  à  la  recherche  des  racines  communes, 
nous  présenterons  la  méthode  d'élimination  de  M.  Stltxs- 
TBR  (*),  quil  est  utile  de  posséder  et  dont  nous  ferons  usage 
dans  cette  recherche.  Cette  méthode  conduit  d'ailleurs  aux 
mômes  résultats  que  celle  de  Bézout  et  d'Ëuler  (1153)  et 
semble  moins  simple,  par  conséquent,  au  point  de  vue  des  cal- 
culs d'élimination,  que  celle  de  Bézout  et  de  Cauchy  (1157, ..., 
1160,  ...).  Ajoutons  que  Tauteur  a  donné  à  sa  méthode  le  nom 
de  méthode  dialytigue,  parce  qu*il  y  traite  les  puissances  de  la 
variable  comme  des  variables  indépendantes  (ainsi  que  cela 
a  lieu,  du  reste,  dans  la  méthode  de  Béiout  et  de  Cauchy),  el 
qu'il  dissout  pour  ainsi  dire  de  cette  manière  les  relations  qui 
unissent  ces  puissances. 

Méthode  de  M.  Sylvester. 

1172.  Soient  les  deux  équations  algébriques  de  degrés  dif- 
férents 

(a)    f{x)  nz^o^**  -f- 6i  j?'»-* -h  6,^»-*  -+-... -h  ôa-jo;  -^  b„=zo. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  Téquation  (i)  par  les 
n  quantités  j?'*-*,  o?"-*,  ...,  j?*,  a-,  f ,  et  les  deux  membres  de 
réquation  (2)  par  les  m  quantités  j?"*-*,  o:'"-*,  or"»-', ...,  ot^j:,  i, 


(*)  H.  Lemonnibr,  Comptes  rendus  de  l'Accuiémie  des  Sciences,  1876; 
Mémoire  sur  l'élimination,  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  s*  sé- 
rie, t.  VII,  1878. 

(  ■  )  P.  Mansion,  Théorie  a  priori  et  Théorie  a  posteriori  de  l'éliminalioD 
entre  deux  équations  algébriques,  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  Bel- 
gigue,  2*  série,  t.  XLVI  à  XLVIII,  1878,  1879. 

(*)  Falk,  Sur  la  méthode  d'élimination  de  Bézout  et  Cauchy,  prétenté 
à  la  Société  des  Sciences  d'Upsal,  1879. 

(*)  Philosophical  Magazine,  1840, 
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on  obtient  les  n  +  m  équations 


o, 
o, 
o, 


1(3)  ^ 


^0^ 


m 


•+-<!?«  = 


^^^yn-i-«-t 


O, 
O, 

O, 


Ôe^" 


H-  ft-  —  o. 


On  peut  regarder  ces  m  4-  «  équations  comme  des  équa- 
tions du  premier  degré  renfermant  m  4-  /i  —  i  inconnues 
ar«+»-S  x**-^**-*,  a?"»-^"-*,  ...,  ^',07.  D'ailleurs,  si  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  admettent  une  racine  commune  j7,  cette  valeur 
de  X  et  ses  différentes  puissances  (depuis  i  jusqu'à  m-\-n  —  \) 
doivent  vérifier  les  équations  du  système  (3).  Ces  équations 
étant  alors  compatibles»  le  déterminant  A  formé  par  leurs 
coefficients  sera  égal  à  zéro  (103),  et  Ton  aura 


Ain 


«0    ^1     ^* 


«rt-l    (^n 


Q  flp  «1  ...  a„_,  an-\ .  ■ . 

o     o     Uq  ...    «rt-8    Û^/t-î  •  •  • 

0    0     o  . . .    ^0       Cli 

b^  bi  b^  ...    6„«i  bn 

o  Oq        0\ o  II   m     m 

O    o   bo b 


n 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

«m- 

-1  Û//I 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

=:0. 


O     O     O      bn  O 

io     O     O      6;,_,  b„ 

A  se  confoiid  avec  le  résultant  R  des  équations  (i)  et  (2), 
quand  elles  ont  une  racine  commune. 

En  effet,  A  n'est  pas  identiquement  nul,  puisque  son  terme 
principal  est  a;ô2*«  De  plus,  dans  ce  déterminant,  n  lignes 
sont  formées  avec  les  coefficients  de  Téquation  (i),  qui  est  de 
degré  m  et  I»  lignes,  avec  les  coefficients  de  Téquation  (2), 


^ 
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qui  est  de  degré  n,  A  est  donc  respectivement,  comme  R 
(1124-),  une  fonction  homogène  du  /i'*™"  et  du  /n^*""«  degré  par 
rapport  aux  coefficients  des  équations  (i)  et  (2),  coefficients 
qui  sont,  respectivement,  des  fonctions  symétriques  des  ra- 
cines de  ces  équations  (1036, 1039).  Enfin,  A  s*annule,  comme 
H,  toutes  les  fois  que  les  équations  proposées  ont  une  racine 
commune;  il  ne  peut  donc  différer  de  R  que  par  un  facteur 
constant  el,  par  suite,  le  résultat  de  l'élimination  de  œ  entre 
les  équations  (i)  et  (2)  est  indifféremment  R=:o  ou  A  =1:0 
(1162). 

1 173.  La  condition  A  :=  o  est  nécessaire  pour  que  les  équa- 
tions (i)  et  (2)  aient  une  racine  commune,  puisque,  dans 
cette  hypothèse,  elle  a  toujours  lieu.  Elle  est  aussi  sujfflsante 
(1119);  c'est  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  comme  il  suit. 

Supposons  A=3o:  il  existera  alors  (lOfc)  une  certaine  rela- 
tion linéaire  et  homogène  entre  les  éléments  respectifs  des 
différentes  lignes  ou  des  différentes  colonnes  du  déterminant. 
En  désignant  par  l^,  >.i,  X,,  . . .,  X„_,,  ^0,  ^a,,  /zj,  . . .,  fX;„_„ 
des  constantes  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles,  on  pourra  donc 
poser,  en  multipliant  les  différentes  lignes  par  ces  constantes 
et  en  considérant  ensuite  les  colonnes  du  déterminant, 


AqCIq 


H-i^O 


--0,; 


Xoa« -hX,a«_i-hÀîa„_2 -h -Hfto^w-+-/^i^«-i-+-fAj^/,-j -^ -û,; 


Xo<ï/rt  -hX|«;,i_  i-+-Aja„i_2 


IJ-m-tàt-^lX^-lOi-Oi 


A„_,a 


m 


^-f^/«-l^«-"* 


Multiplions  respectivement  ces  m -h  n  relations  par  j:"*^""-*, 
j,m+n-t^  ^//n-«-3^  . . .,  j7%  jT,  I,  ct ajoutous-les  ensuite  membre 
à  membre,  en  nous  reportant  aux  expressions  de  F(^)  el  de 
/(a:).  On  trouvera  évidemment  comme  résultat 

,,.    \  [>o^"-'  -+-  Xi^'*-* H-  X,.r''-3 -H . . .  -t-  X„_,]  F(  j;) 


J 
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Si  Tune  des  quanlilés  (X)  n'est  pas  nulle,  il  en  sera  de  même 
au  moins  de  Tune  des  quantités  (fx),  et  réciproquement;  car, 
sans  cela,  on  aurait  F(j?)  =  o  ou  f{x)  =  o  pour  toute  valeur 
de  x,  et  Ton  n'admet  pas  qu*aucune  des  équations  données 
soil  identiquement  nulle. 

Aucun  des  quatre  polynômes  qui  entrent  dans  la  relation  (4) 
n'étant  identiquement  nul,  on  voit  que/(jr),  qui  est  du  /i'*"*" 
degré,  doit  diviser  exactement  le  produit  de  F(j7)  qui  est  du 
m'*n»e  degré,  par  un  polynôme  de  degré  «  —  i  ;  ce  qui  exige 
que /(j?)  et  Y{x)  aient,  au  moins,  un  facteur  commun  du  pre- 
mier degré,  c'est-à-dire  que  les  équations  Y{x)-=:o  et/(a:)=:o 
aient  au  moins  une  racine  commune. 

Recherche  des  racines  communes,  théorème  fondamental. 

1174.  Pour  arriver  plus  simplement  au  théorème  que  nous 
voulons  établir,  nous  opérerons  sur  deux  équations  de  degrés 
déterminés,  Tune  du  cinquième  degré  et  l'autre  du  troisième, 
par  exemple.  Celte  spécialisation  n'altérera  en  rien  la  géné- 
ralité de  nos  raisonnements.  De  plus,  nous  ordonnerons  les 
deux  équations  considérées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  jr,  et  nous  les  écrirons  en  faisant  correspondre  les 
indices  et  les  exposants.  Nous  aurons  ainsi 

(f)     F(j?)  =:ao-^  «1-^  ^-  «î^-H-  «s-^^H-  a,,a'^  -^  a^x^=:.o, 
(2)    f{x)  =:  b^-h  6,.r-+-  6,j"*-+-  bzX^z=io. 

En  appliquant  la  méthode  de  M.  Sylvester  (1172),  nous 
multiplierons  alors  successivement  la  première  équation 
(/«  — 1  étant  ici  égal  à  2)  par  j:',  x,  i;  et,  la  seconde  équation 
(m  — I  étant  ici  égal  à  4)>  par  1,  x,  x^,  x^,  x^.  Nous  obtien- 
drons de  cette  manière  les  huit  relations  (a) 

aQX^-\-  a^x"^-^  a,.r^-h  a^x'^-\-  a^x^ -^  a^x''  :=  o, 
OqX  -I-  aix^-^  a^x^-]-  a^x^ -+-  a^x''-h  a^x^  =  o, 

a^-i-  aiX  -h  a^x^-h  HjiX^-h  a^x''-h  a^x^  =:o, 

b^-h  biX -h  hiX*-\- b^x^  =0, 

bfiX  -h  biX--h  bfX^-hbiX''  z=  o, 

bi,x*-\- biX^-h  bjx^-h  b^x^  :=-.o, 

baX^-i-  bi^T^  -h  biX^-h  b^x^  =  o, 

^0^*4-  biX^-\-  bfX^-h  b^x'  —  o. 


(a) 
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Il  est  clair,  sans  avoir  besoin  de  répéter  les  mêmes  raison- 
nements (1172),  que  les  équations  (i)  et  (a)  admettront  au 
moins  une  racine  commune,  si  le  déterminant  S  des  coeffi- 
cients des  éqaations  ci-dessus  est  égal  à  zéro.  On  a  pour  ce 
déterminant  (*) 


(3) 


S  = 


o 

o 

«0 

«1 

«t 

Ci 

«i 

«• 

o 

«f 

tf, 

«1 

«» 

«4 

«» 

o 

«0 

«1 

a, 

«J 

«* 

«* 

o 

o 

ào 

à^ 

b. 

b^ 

o 

o 

o 

o 

0 

ào 

h. 

b. 

^ 

0 

o 

o 

o 

o 

K 

b, 

b. 

b. 

0 

0 

o 

0 

o 

bo 

b, 

b. 

^ 

o 

o 

0 

o 

0 

bo 

b, 

b. 

ft, 

11  est  évident  et  il  est  facile  de  vérifier  que  S  n'est  autre 
chose  que  le  déterminant  A  obtenu  précédemment  (1172), 
en  remarquant  seulement  que,  dans  ce  cas,  les  équations 
proposées  étaient  écrites  de  cette  manière  : 

¥{œ)  =z  a^x^-Jr  a,:r*-f-  a^x^-k-  a^x^-\-  a^x  -f-  «,=  o, 
f{x)=ibf^x*-{-b^x^-\-bxX  4-^,=  o. 

Pour  comparer  S  à  A,  on  doit  donc  échanger  d'abord  a^ 
et  a„  ai  et  «4,  a,  et  a»;  puis,  ^o  ^^  b^^  6|  et  bf.  On  a  ainsi 


Sr^T 


«8 

bt 

O 

o 
o 
o 


o 

o 
o 
o 


a 


a^ 


«4  rtj  a^ 
«ï     «a     «1 

^8  ^1  ^I 
o  63  ^, 
006, 


o 
b. 


o 
o 

b, 

by 

bt 


«1 

«0 
o 

o 

o 

o 

*1 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
b. 


et  Ton  voit  que  ce  déterminant  renferme,  dans  un  autre 


(')  Celle  forme  1res  utile  du  déterminant  de  M.  Sylvester  a  étéiodiqoéf 
pour  la  première  fois  par  5f.  Mansion  {loc.  cit.). 
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ordre,  les  mêmes  lignes  et  les  mêmes  colonnes  que  d  qui  a 
pour  expression  (1172) 


A  = 


«0 

«1 

«« 

«8 

«♦ 

«I 

O 

o 

G 

«0 

«! 

«, 

«3 

«4 

«5 

o 

O 

0 

«0 

«1 

rt, 

«3 

«* 

a 

^0 

b, 

*. 

^ 

0 

0 

O 

0 

0 

bo 

^1 

6. 

^3 

0 

o 

0 

0 

o 

^ 

^1 

b. 

6, 

0 

o 

o 

0 

O 

^ 

b, 

6, 

^3 

o 

o 

o 

o 

0 

bo 

b, 

b. 

b 

S  ne  peut  donc  diCTérer  de  A  que  par  le  signe  (M).  Or, 
dans  la  recherche  que  nous  poursuivons,  on  n'a  pas  à  se 
préoccuper  d'un  changement  de  signe,  puisque  le  détermi- 
nant considéré  doit  être  nul  dès  que  les  équations  données 
admettent  au  moins  une  racine  commune.  Nous  confondrons, 
par  conséquent,  dans  ce  qui  suit,  les  deux  notations  S  et  A, 
et  nous  emploierons  le  déterminant  A  de  M.  Sylvester  sous 
la  forme  (3),  en  nous  rappelant  que  Tordre  de  ce  détermi- 
nant est  toujours  la  somme  des  degrés  des  équations  pro- 
posées. 

1175.  Supposons  maintenant  que  les  équations  (i)  et  (2) 
admettent  au  moins  deux  racines  communes  Pi  et  p^.  Nous 

pourrons  poser 

F(x)  =  (^  — /?,)  <^(x),        f{x)  =  (J?  — /?,)  <p(^), 

et  les  deux  équations 

4>(a?)  =  o,  (p(a:)n=o, 

admettront  elles-mêmes  au  moins  la   racine  commune  pt. 
Exprimons  ce  fait  d'après  ce  qui  précède. 

¥{x)  ei/{x)  étant  du  cinquième  et  du  troisième  degré, 
^{x)  et  (p(d?)  seront  du  quatrième  et  du  deuxième,  et  nous 
aurons 


(4) 

(5) 


^(x)  =zcQ-h  CiX  -f  c,x*  4-  (?ia?'-h  C4:r*=  o, 
9(0?)  =:^i?o-+-  dxx-h  diX*=  o. 
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Or,  pour  que  les  cqualions  (4)  et  (5)  aient  au  moins  une 
raison  commune /^s;  il  faut  et  il  suffit  (1173)  que  le  détermi- 
nant A'  de  Sylvester  qui  leur  correspond  soit  égal  à  zéro, 
c'est-à-dire  qu'on  ail,  en  appliquant  l'équation  (3)  du  numéro 
précédent, 


A' 


0 

Co 

^1 

c% 

Cz 

Ck 

Co 

Cl 

c, 

Cz 

Ck 

0 

d. 

d. 

d. 

0 

0 

0 

0 

d. 

d. 

dt 

o 

0 

0 

o 

d. 

d. 

d. 

o 

o 

o 

o 

do 

d. 

d. 

~0. 


Mais,  d'après  les  relations  connues  entre  les  racines  d'une 
équation  algébrique  et  ses  coefficients  (102^,  1036),  on  a,  en 
rapprochant  l'équation  (4)  de  l'équation  (i)  et  l'équation  (5) 
de  l'équation  (2), 


as  =  c 


kf 


a, 
^3 

Ci 

/^l» 

^3  ._ 

Ck 

£1 
c^ 

Ct 

«1 

Co 

«5 

Ck 

^0 

— 

^4 

Pu 

d'où        ai  =  Cj  — /?iC4, 


d'où  a,:^Cj  — /?iC„ 


d'où        «t  — c,— /?iCî, 


d'où  «1    =Co P\Cyy 


d'où 


Cl^' —  —  p\Cq, 


On  trouvera  de  même 


h—dij 


b^z^di—pid^,         ôi  —  dQ  —  pidi,         Ùq^z  —  pidç. 


Si,  dans  le  déterminant  A',  nous  retranchons  alors  de 
chaque  colonne  la  colonne  qui  la  suit  multipliée  par  />{«  et  si 
nous  tenons  compte  ensuite  des  relations  qui  lient  les  coeffi- 
cients des  équations  (4)  et  (5)  à  ceux  des  équations  (i) 
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et  (2),  il  vient»  sans  que  la  valeur  de  A'  soit  modifiée  (57), 


— />|Co 

Cq         PxCx 

Cx 

Pi 

Ct 

Cf 

-P\Ci 

C3       pxC^ 

Ci 

Cq        PiCi 

Ci—PiCi 

c% 

P\ 
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-PiC, 

Ck 

0 

do'-Pidi 

dx      Pxdt 

• 

d. 

0 

0 

0 

P\do 

d^      Px  dx 

d, 

Pi 

dt 

d. 

0 

0 

\ 

1         0 

1 

Pxd^ 

rf« 

Pi 

dx 

dx' 

-P\di 

d^ 

0 

1 

0 

0 

-Pi 

do 

do~ 

-Pxdx 

dx      Pxdt 

d. 

c'est-à-dire 

Ao 

«1 

ctt 

^3 

^4 

«5 

«1 

«» 

«3 

a^ 

«5 

0    , 

1 

(6) 

A'- 

6. 

bt 
bi 

^3 

0 
b, 

0 
0 

0 

0  • 

0 

b. 

bx 

b. 

b. 

0  1 

1 

0 

0 

K 

bx 

b. 

^3  ; 

Prenons  maintenant  le  déterminant  S  ou  A  [1174,  équation  (  3  )] 
et  écrivons  les  mineurs  successifs  qu'on  en  déduit,  en  sup- 
primant d*abord  la  première  et  la  dernière  ligne  ainsi  que  la 
première  et  la  dernière  colonne;  puis,  les  deux  premières  et 
les  deux  dernières  lignes  ainsi  que  les  deux  premières  et  les 
deux  dernières  colonnes,  etc.  Ces  mineurs  sont  dits  les  mi- 
neurs principaux  successifs  du  déterminant  A,  et  nous  les 
représenterons  par  A,,  A,,  A3,  .... 

On  voit  que,  si  Ton  encadre  les  éléments  du  déterminant  A, 
comme  nous  l'indiquons  ci-dessous  en  reprenant  la  valeur  (3) 

[im], 


(3) 


A  = 


0 
0 

ao 

ùo 
0 
0 
0 
0 

0 

«0 

«1 

«1 

«3 

«* 
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0 

i3 

^0 

«I 

bx 

bo 
0 

0 

ai 

«, 

<Ï8 

ai, 

«5 
0 
0 
0 
0 

^0 

«3 

«4 

05 
0 

0 
^3 

b, 
b, 

0 

h. 

bx 

b. 

0 

bo 

bx 

b. 

0 

0 

0 

bo 

bx 

6, 

on  obtient  les  différents  mineurs  principaux  Aj,  A„  A,,  . . .,  en 


^ 
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supprimant  successivement  les  éléments  compris  entre  les 
différentes  enceintes.  Ainsi,  on  a,  comme  premier  mineur 
principal, 


(7) 


A.= 


a. 

a, 

«î 

«j 

«4 

«5 

«1 

«t 

«« 

«* 

«« 

O 

ft. 

b. 

^» 

0 

0 

O 

b. 

b, 

6. 

^, 

O 

0 

o 

bo 

*, 

^. 

b^ 

o 

o 

o 

^ 

bt 

b. 

b. 

et  il  en  résulte,  en  rapprochant  (6)  et  (7), 

Ai  =  A'. 

Or,  si  les  équations  (4)  et  (5)  admettent  au  moins  une  ra- 
cine commune,  on  a  A'^rzo  et,  par  conséquent,  Ai  =  o.  Si  ces 
équations  n'admettent  aucune  racine  commune,  on  n'a  pas 
A'=o  (1173)  et,  par  conséquent,  on  n'a  pas  Ai  =  o. 

On  voit  donc  que,  si  les  équations  données  (î)  et  (•^)  admet- 
tent au  moins  deux  racines  communes,  on  a  à  la  fois 

A=ro,         A,=:o; 

mais  que,  si  elles  n'en  admettent  qu'une  seule,  auquel  cas  les 
équations  (4)  et  (5)  n'ont  aucune  racine  commune,  on  a,  en 
même  temps  que  Amo,  A'  ou  A^  différent  de  zéro. 

1176.  Le  résultat  que  nous  venons  de  trouver  conduit  aux 
conditions  cherchées. 

Si  les  équations  (4)  et  (5)  ont  au  moins  deux  racines  com- 
munes, le  premier  mineur  principal  de  leur  déterminant  A' 
est  égal  à*zéro  (1175);  mais,  comme  A'=  A,,  le  premier  mi- 
neur principal  de  A'  est  celui  de  A|,  c'est-à-dire  le  second  mi- 
neur principal  de  A  ou  A,. 

Par  conséquent,  si  les  équations  données  (i)  et  (a)  admet- 
tent au  moins  trois  racines  communes,  on  a  à  la  fois 

Airzo,  A|=:iO,  A2=o. 

Mais,  si  elles  n'en  admettent  que  deux,  les  équations  (4) 
et  (5)  ne  peuvent  en  admettre  qu'une  seule,  et  l'on  a,  en 
même  temps  que  A  =  o  et  A,  =  o,  A'j  ou  A,  différent  de  zéro. 

On  peut  poursuivre  indéfiniment  le  même  raisonnement. 

D'une  manière  générale,  pour  que  les  équations  (i)  et  (a) 
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aient  RXAGTBmniT  p  racines  communes,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
déterminant  A  qui  leur  correspond  et  ses  p  —  i  premiers  mir- 
neurs principaux  Ai,  A],  A,,  . . .,  Ap_,,  soient  nuls,  en  même 
temps  que  le  p^^"^^  mineur  principal  Ap  MPPtiBNT  nm  zfiRO. 

Tel  est  le  Ihéorème  fondAinental  énoncé  pour  la  première 
fois  par  M.  Eo6.  RoocHfi,  et  démontré  par  lui  en  partant  du 
déterminant  de  Cauchy.  L'intime  liaison  qui  existe  entre  les 
méthodes  d'élimination  que  nous  avons  exposées  pouvait  faire 
prévoir  que  ce  théorème  s'appliquerait  également  au  déter* 
minant  primitif  de  Bézout  et  d'Euler,  c'est-à-dire  à  celui  de 
M.  Sylvester,  sauf  les  mineurs  considérés  comme  principaux. 


Équation  aux  racines  coimnimas. 

1177.  Reprenons  les  deux  équations 

(i)     F(^)  =  ao-f-ai-cH-  a^x--\-  a^x^-\-  a^x^-\-  a^x^z=LO, 
(2)     /(^)  =:  6^,-h  ^i.r -+- ÔjJ?*-|-  6,x'— G. 

Si  elles  admettent  une  seule  racine  commune,  on  a  (1176), 
en  formant  le  déterminant  de  M.  Sylvester  qui  leur  corres- 
pond et  en  marquant  ses  mineurs  principaux  A^,  A,,  A3,  . . ., 
comme  on  Ta  indiqué  (1175), 

A=:o,         Ai>o; 

si  elles  ont  deux  racines  communes,  on  a 

A  =  o,         Aj— o,         A,>o; 

si  elles  ont  trois  racines  communes,  on  a 

A  =  o,         A,r=ro,         A,=  o,         A,>o; 

et  ainsi  de  suite. 

On  peut  donc  savoir  d'avance  combien  les  équations  propo- 
sées admettent  exactement  de  racines  communes;  et,  par 
conséquent,  former  Véquation  aux  racines  communes  en  em- 
ployant la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  (1079). 

Si  ces  équations  admettent,  par  exemple,  p  racines  com- 
munes, leurs  premiers  membres  auront  un  plus  grand  com- 
mun diviseur  du />**"•  degré  et,  en  l'égalant  à  zéro,  on  obtien- 
dra l'équation  aux  racines  communes. 


^ 
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Mais  on  peul  aussi  trouver  cette  équation,  en  continuant  à 
se  servir  des  déterminants. 


1178.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  les  équations  (i) 
et  (2)  du  numéro  précédent  aient  exactement  deux  racines 
communes.  Les  huit  relations  (a)  établies  au  n**  1174  seront 
satisfaites  par  ces  racines  communes.  Le  premier  mineur 
principal  différent  de  zéro  étant  alors  A,  qui  est  du  quatrième 
ordre  (1175),  considérons  seulement  parmi  les  huit  relations 
(a)  les  quatre  équations 


Ut 


«l 

r  -h  a^ 

x^ 

-h 

«3 

x^ 

^a. 

x' 

4-  «5 

x^ 

0, 

b, 

X  -h 

b. 

X* 

-h 

à. 

x^ 

0, 

K 

■r  H- 

Ih 

x^ 

-h 

h, 

x^ 

■4- 

b. 

x^ 

0, 

K 

x'- 

-4- 

b. 

x^ 

-f- 

b. 

.r^ 

-h 

b. 

x'- 

0, 

et  éliminons  entre  elles  les  trois  inconnues  x^,  x^^  x^.  Le 
résultat  de  l'élimination  devra  être  égal  à  zéro,  et  Ton  aura 
(103) 


a, 


a^x  -h  a^x^ 


a- 


a,     a 


by^-\-  biX  -i-  b2X' 
o  -\-  boX  ---  biX^ 
o  H-    o    H-  boX^ 


bi  o 
b,  b, 
b,      b. 


o 
o 
b. 


=  0. 


Telle  est  Véquation  aux  racines  communes  sous  forme  de 
déterminant.  On  peut  l'écrire  immédiatement  de  la  manière 
suivante  (58,  54),  comme  équation  du  second  degré  : 


«0 

ÛTj 

«» 

«s 

^1 

Oz 

a^ 

^6 

a. 

<?» 

«v 

«s 

,     ^0 

1  0 

6. 

6, 

0 
b. 

0 

0 

-\- 

^1 

bo. 

b, 
b. 

0 
b. 

0 

0 

x-h- 

bt 
b, 

b, 
b. 

0 
6, 

0 
0 

0 

1 

*i 

b. 

b. 

0 

b, 

b. 

b. 

bo 

6. 

b. 

*, 

J^^o. 


Le  coefficient  de  x^  n'est  autre  chose  que  A^  (1175)  qui  a 
dû  être  préalablement  calculé  et  qui,  par  hypothèse,  est  diffé- 
rent de  zéro.  Quant  aux  autres  coefficients  de  Téquation,  od 
passe  immédiatement  du  coefficient  de  x^  à  celui  de  x  et  au 
terme  constant,  en  remplaçant  les  éléments  de  la  première 
colonne  de  A,  par  ceux  qui  les  précèdent  immédiatement, 
dans  la  valeur  de  Ai  d'abord,  puis  dans  celle  de  A  (1175). 

Cette  règle  est  générale. 


ALGEBRE    SUPÉRIEURE. 


36; 


Après  avoir  vérifié  que  les  équations  proposées  ont  exacte- 
ment p  racines  communes,  on  forme  le  premier  membre  de 
l'équation  qui  les  a  pour  racines  en  prenant  pour  premier 
terme 

on  obtient  ensuite  les  coejjicients  des  termes  en  .r''"*',  .r''"'',  ..., 
wT*,  en  substituant  aux  éléments  de  la  première  colonne  de  A,, 
ceux  qui  leur  correspondent,  immédiatement  et  successive- 
ment, dans  àp-i,  Ap_,,  .  .  .,  A,  le  déterminant  A  étant  écrit 
comme  nous  l'avons  indiqué  (1175). 


Applications. 


1179.   1°  Exprimer  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que 
kv  équntions 


û) 


«0  H-  rti  r  -r-  rtj .r2  -+-  .r'  —  o, 
bo-+-  bix   -      x^  =  o. 


nient  deux  racines  communes. 

n  —  I  étant  ici  égal  à  i ,  nous  multiplierons  successivement  l'équation  (  i  ) 
para:,  i;  ;w  —  i  étant  égal  à  a,  nous  multiplierons  successivement  l'é- 
quation (2)  par  I,  .r,  .r».  Il  viendra,  pour  le  système  (a)  [1174], 


U) 


'             «0  X  -t-  a^  X'  -T-  a^  x^ 

• 

~t- 

x^ 

-  0, 

a'o  H-  «1  -^  -^  ^h  •^''  -^  -^^ 

=  0, 

^    bo  -h  biX  -r-        X' 

=  0, 

1            boX  ^  bix^  ~\-  x^ 

-  0, 

hox^-bix^ 

-h 

x^ 

--  0. 

Le  déterminant  A  est,  par  suite, 


A  = 


o 

«0 

o 
o 


o 


«0 

«1 

rtj 

ai 
bi 
bo 

ai 

1 
1 

1 
0 

I 

b, 

6. 


O 


o 
I 
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On  a  en  même  temps,  pour  les  mineurs  prineipaux. 


Al  = 


ai  a%  I 
bx  i  o 
bo     bi     1 


et    A*  =  i 


L'équation  (a)  étant  du  second  degré,  les  équations  données  ne  peu- 
vent admettre  plus  de  deux  racines  communes,  et  àk%  est  de  lui-même 
différent  de  zéro  (1176). 

L'équation  aux  racines  communes  est  d*ailleurs,  d'après  la  règle  gé- 
nérale (i  178), 

x*-h  bfX-h  ^0  =  0, 

c'est-à-dire  l'équation  (a)  elle-même,  résultat  évident. 

^l  étant  nécessairement  différent  de  zéro,  les  conditions  chercbéesse 

réduisent  à 

A  =  o,        Al  =  o. 

Si  l'on  ordonne  A  suivant  les  éléments  de  la  première  colonne,  on 

a  (59) 

I  On    ai 

i  bi      I 

bo    bi 


A  =  —  aQ 


«î 

I 

o 

0 

-f- 

^0 

I 

o 

I 

^0      ^1       ^t       I 

ai     fif      i      o 
bft     bi      i      o 


bo    bi 


En  ordonnant  encore  respectivement  les  deux  déterminants  du  se- 
cond membre  suivant  les  éléments  de  leur  première  colonne,  il  vient 


A:= 


a 


1 

O 

O 

«i 

a% 

I 

«1 

««    •  , 

l'i 

I 

0 

A-aobi 

bi 

I 

0 

—F  «0^0 

I 

0       0 

bo 

bi 

I 

bo 

hi 

I 

6. 

bi     I 

"t 

I 

0 

1 

ai 

a% 

I 

«1 

««     1 

l'i 

I 

o 

1 

—  axbo  ' 

hi 

I 

0 

-^bl 

«t 

I        0 

h 

6i 

1 

bo 

bi 

I 

6. 

bi     I 

r/o^u 


Comme  Ai  doit  être  égal  à  zéro,  le  deuxième  et  l'avant-dernier  déter- 
minant du  second  membre  disparaissent,  et  l'on  a,  en  ordonnant  tou- 
jours les  détorminanis  restants  suivant  les  éléments  de  leur  première 
colonne  (59),  et  en  remarquant  que  le  premier  d'entre  eux  se  réduit 
à  I  (53), 

A  =  — «5  --aobo{a^  —  bi)  --Ooaibo—  aobobi-+-  aib^  —  «ï^J(<7j — ^i)  — ^e=*» 


c'est-à-diro 


«î  ~  {ai--  bi)  (laobo—  a^bl)  -h  bl{ai  —  bo). 


J 
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Al  devant  être  nul,  on  a  aussi,  en  développant  toujours  de  la  même  ma- 
nière, 

Al  =  ai  —  bi  (ai  —  ^1  )  —  6©  =:  o 

ou 

ai  —  />o  =  ^1  («1  —  ^1  )• 

Il  vient  donc,  en  substituant  dans  la  relation  précédente, 

al  =  (a,—  bi)(2aQbo  —  aobl  -+-  blbi) 
ou 

al  =  boiax—bi)  [aao—  ^o(«*—  ^i)]; 

ce  qui  revient  à 

[ao— /Jo(at— ^i)]*  =  o. 

Les  conditions  cherchées  sont,  par  conséquent,  exprimées  par  la  seule 
égalité 

On  peut  vérifier  facilement  ce  résultat  en  divisant  directement 
x*-HajJ7*H- aiJT-t-ao    par    x*  -\-  bix-h  bo, 

et  en  écrivant  que  le  reste  du  premier  degré  auquel  il  faut  s'arrêter  est 
identiquement  nul. 

H80.  a*  Chercher  let  racines  communes  aux  deux  équations  (*) 

(i)  —  9  —  hj:*-i- 2x' =  0, 

(2)  81 -Ht ijr*-»- 4j^*  =  o. 

Pour  former  le  déterminant  A,  nous  opérerons  comme  il  suit  (il 74). 
Les  équations  données  étant  de  même  degré,  n  —  i  et  m  —  i  sont  ici 
tous  deux  égaux  à  4*  Nous  multiplierons  donc  Téquation  (i)  par  x^,  jt', 
x«,  X,  I  et,  l'équation  (2),  par  i,  x,  x*,  x',  x^.  Nous  obtiendrons  ainsi 
les  dix  relations  (a)  que  nous  écrirons  de  cette  manière  : 

—  9,r*  — iix* 

—  gx*  — MX* 

—  gx*  — iix* 

—  gx  — iix*  H-  2X* 

■9  — I  ix'  '—  2X* 

81  -+-11X*  -4-  4-2^* 

81 X  -T-Iix*  -+-  ê^x^ 

8 1 X*  -h  1 1 X* 

8rx9 


(')  M.  Falk  a  traité  cet  exemple  suivant  sa  méthode  {loc,  cit.). 


-H2X» 

— 

0. 

1 

2X« 

= 

0, 

2X7 

— 

0, 

0, 
0, 

4XT 

— 

"r 

iix' 

* 

— r- 

4.r» 

— 

0. 

1 
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Le  déterminant  A  a  donc  pour  expression 


A  = 


? 


■s 

0 


c 


6 


0 

o 

0 

o 

—9 
8i 

o 

0 
0 

o 

o 

0 

o 

—9 

o 

—  1 1 

O 

0 

2 
0 
O 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

4 

o 
o 

9 
o 

0 

8i 
o 
o 

o 

1 

-9 
o 

—  1 1 

0 

o 
8i 

9 

o 

—  1  ï 

0 

O 

2 
O 
O 
O 
O 
O 
0 

4 

o 
—  1 1 
o 
o 
o 

—  I I 
o 

o 

o 

2 
O 
0 
O 
0 
4 

o 

2 
0 
0 
4 

o 
1 1 

4 

o 

1 1 

o 

0 

o 

II 

o 

8i 

o 

0 

0 

1  l 

o 

o 

o 

8i 

o 

O 

0 

1 1 

Ce  déterminant  étant  du  dixième  ordre,  son  développement  devient 
pénible.  Nous  remarquerons  alors  que,  si  nous  pouvions  le  ramener  à 
présenter  une  colonne  d'éléments  nuls,  sa  nullité  serait  démontrée  (*) 
(52). 

On  peut  essayer  d'y  arriver  do  la  manière  suivante,  indiquée  par 
M.  Falk  dans  son  Mémoire  Sur  l'éUnùiiaùon  déjà  cité. 

Multiplions  les  différentes  colonnes  du  déterminant  par  les  indéter- 
minées a,  p,  Y,  8,  £,  Ç,  T,,  8,  X,  {JL,  et  égalons  ensuite  à  zéro  les  sommes 
obtenues  en  ajoutant  les  éléments  ainsi  modiûés  des  différentes  lignes. 
Nous  aurons  à  considérer  le  svstème 


-  9^ 


—  IIT, 


-  9Ô 


-iiC 


■  931 
8ia 


9? 


8i? 


9T 
iiY 

8i  Y 


—  Il  £ 


lia 


8io 


■iTi 


iiÊ-î-  4; 


8l£ 


4Ti 
IlTj 


26 


^0 


4 

ii6 


2 


4X 
iiX 


2;i. 


4fA 


0. 
0, 
0, 
0, 
0, 

0, 

0, 

0, 
0. 


(')  M.  Falk  a  élabli,  réciproquement,  que  tout  détermiDant  nul  peat 
cire  ramené  à  présenter  une  colonne  d'éléments  nuls  {Nouvelle  Correspon- 
dance mathématique,  t.  IV,  1878). 
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Ces  équations  linéaires  homogènes  sont  toujours  compatibles;  mais 
suivant  qu*elles  admettent  une  solution  unique  x  =  o,  ^  —  o,  . . . ,  ;jl  =r  o 
(qui  ne  peut  convenir  à  la  question),  ou  suivant  qu'elles  sont  indéter- 
minées, le  déterminant  de  leurs  coefficients,  c'est-à-dire  A,  est  diiïéreni 
de  zéro  ou  est  égal  à  zéro  (101,  102).  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de 
résoudre  ces  équations. 

Tout  calcul  effectué,  on  parvient  à  exprimer  toutes  les  inconnues  en 
fonction  de  a^  et  Ton  trouve 


f5 


M--^ 


a, 


8i 


£  rrr  — 


Orr  — 


a. 


4o5 
—  1. 

7 


Ï=^Z 


?.. 


r 


8i 
—  «, 

7 

«I  a. 


0  — - 


T,    — 


IX  -; 


/ 

8r 
—  a. 


8i 


a. 


Ces  valeurs  satisfont  aux  équations  posées  quel  que  soit  z  (({u'on  peul 
faire  égal  à  l'unité).  On  a  donc  bien  A  =  o  et,  par  conséquoni.  les 
équations  (i)  et  (2)  admettent  au  moins  une  racine  commune. 

11  faut  maintenant  considérer  le  premier  mineur  principal  Aj.  el  lui 
appliquer  le  môme  procédé. 

On  vérifie  qu'on  a  encore  Ai  =  o;  et,  par  conséquent,  les  équations  (  1  ) 
et  (a)  admettent  au  moins  deux  racines  communes. 

Nous  devons  à  présent  consulter  le  deuxième  mineur  principal  Ao.  en 
suivant  toujours  la  môme  marclic. 

On  a 


A,= 


a 

r. 

1 

0 

A 
& 

•9 

-0 

0 

I   I 

0 

0 

'À 

0 

—  1  l 

0 

0 

•À 

0 

—  1 1 

0 

0 

•>. 

0 

0 

0 

0 

1    1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 1 

4 

0 

81 

0 

ï> 

0 

1  i 

l 

On  a  donc  à  résoudre  le  système 


—  9a 


—  lia 


UY 


-M  fi 


-f-     '2£ 


8iac 
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^  .\o 


I  i  0 


I  I  £    f- 


•>-^. 

-  ~ 

0. 

:r= 

C»? 

— 

0. 

7:^ 

0. 

— 

0, 

4: 

rr: 

0. 
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On  obtient  facilement 


fj  »> 


21, 


0  — 


1 1 


a. 


;  = 


i3 

a. 

9 


Ces  valeurs  satisfont  aux  cinq  premières  équations,  quel  que  soit  2; 
mais  elles  ne  satisfont  à  la  sixième  que  si  a  =  o.  Le  système  admet 
donc  une  solution  unique,  et  ^t  est  diiïérent  de  zéro. 

Par  suite,  il  est  établi  que  les  équations  (1)  et  (2)  ont  exactement 
doux  racines  communes. 

11  ne  reste  donc  plus,  pour  avoir  les  coefficients  de  Téquation  aux 
racines  communes  (1178),  qu'à  calculer  les  valeurs  numériques  de  Ai 
et  des  deux  déterminants  qu'on  en  déduit  en  substituant  aux  éléments 
de  la  première  colonne  ceux  qui  les  précèdent  dans  Ai  et  dans  A. 

En  développant  suivant  li  règle  ordinaire  (59),  on  trouve  successi- 
vement 


A.- 


-9 

0 

—  1 1 

0 

0 

'JL 

0 

—  Il 

et 

0 

•1 
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—  1 1 
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0 

•;• 

0 

0 

0 

0 

1 1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1  1 

4 

0 

81 

0 

(» 

0 

II 

4 

« 

0 

—  1 1 

0 

0 

2 

.    ._() 

—  1 1 

0 

u 

2 

0 

(} 

0 

0 

•>- 

0 

0 

0 

1 

0 

1 1 

1 

0 

0 

!  «' 

0 

0 

1  i 

1 

0 

1 
i     0 

0 

0 

0 

1 1 

4 

0 

0 

—  1 1 

0 

0 

•>. 

0 

—  1 1 

(> 

0 

7 

0 

\) 

0 

0 

•>, 

0 

0 

81 

0 

1 1 

1 

0 

0 

0 

0 

n 

1 1 

\ 

0 

0 

(1 

0 

0 

II 

4 

^  215622, 


=  i-^îî 


-3A, 


L'équation  aux  racines  communes  est  donc  finalement 


A|  .r^  -    •}.  A*  .r       3  Aj  —  o 


ou 
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a:»-+-  1J:-^-*'i  ■=  o. 


Les  racines  communes  sont,  par  conséquent, 

el  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes 

^.r*  f- iix*-i- 81     et    iJd^ — lia?' — 9 
est  .r*-t-  \x  H-  3,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier  (  1076). 


37. 


■« 


l 


^ 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  DE  L'ÉLIMINATION. 


Transformation  des  équations. 

1181.  Nous  avons  déjà  indiqué  le  but  qu'on  se  propose  dans 
la  transformation  des  équations  (1054),  et  nous  avons  fail 
connaître  les  transformations  les  plus  élémentaires  et  les  plus 
usuelles.  Nous  nous  proposons  de  généraliser  et  d'étendre 
ces  premières  notions. 

Le  problème  à  résoudre  est  celui-ci  (1054)  : 

On  donne  une  équation 

(1)  *(c)--^o. 

de  degré  ni  et  dont  les  racines  sont  «,,  3,,  z^^  .  . .,  S;,,.  Il  s'agit 
d'en  déduire  une  nouvelle  équation  ^'*(  w)  =  o,  transformée i/^ 
la  première,  dont  chaque  racine  u  soit  exprimée  par  une 
fonction  déterminée 

de  n  racines  de  la  proposée. 

Il  faut  qu'on  ait  à  la  fois,  quelles  que  soient  les  racines  z,, 
Zij  . .  .y  Zn9  considérées, 

<&(^,)zizo,         ^(^0=0,  ...,         ^(^J  — o, 

(2)  //  — 9(5,,;;,,  ,..,Zn), 

Par  conséquent,  si  Ton  élimine  les  n  quantités  z^,  5„  .. ., 
Zn,  entre  les  n  h-  i  équations  ci-dessus,  Téquation  finale  en  u 
aura  nécessairement  pour  racines  les  valeurs  correspondant 
à  toutes  les  combinaisons  qui,  sous  la  forme  assignée  par  la 
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relation  (2),  peuvent  exister  entre /i  racines  de  Téquation  (i). 
Cette  équation  finale  sera  donc  i'équation  cherchée 

En  opérant  de  cette  manière,  chacune  des  racines  ^1, 
-Il  •  •  •  >  -«>  est  regardée  comme  pouvant  recevoir  respective- 
ment les  valeurs  des  m  racines  de  Téquation  0(5)  =0.  Le 
nombre  des  valeurs  de  u  est  alors  égal  au  nombre  des  arran- 
gements avec  répétition  de  m  objets  pris  /ï  à  n,  c'est-à-dire 
(232)  à  m'».  Tel  sera  donc  le  degré  de  Téquation  finale. 

Mais,  si,  en  laissant  de  côté  le  cas  où  Téquation  donnée 
4(^)  =  o  aurait  des  racines  égales,  on  s'impose  la  condition 
que  les  valeurs  attribuées  à  ^j,  5,,  . . .,  5„,  soient  distinctes, 
on  voit  que  la  transformée 

T(w)  =  o, 

obtenue  par  l'élimination  indiquée,  présentera  des  solutions 
étrangères;  et  Ton  devra  diriger  les  calculs,  de  manière  à 
éviter  ces  solutions. 

Nous  allons  appliquer  ces  explications  à  quelques  exemples, 
où  les  racines  de  la  Iransformée  dépendent  seulement  de  deux 
(les  racines  de  l'équation  proposée,  suivant  une  loi  déter- 
minée. 

1182.  Supposons  d'abord,  d'une  manière  générale,  que 
chaque  racine  u  de  la  transformée  doive  être  égale  à  une  fonc- 
tion rationnelle  quelconque  (p(^,,-s,)  de  deux  racines  de  la 
proposée.  Nous  traiterons  ensuite  quelques  cas  particuliers. 

Pour  obtenir  la  transformée,  on  devra  éliminer -3,  et^j  entre 
les  trois  équations 

(a)  ^(5^)  =  o,  ^(s,)  =  o,  a=:(p(^„S,). 

Si  m  est  le  degré  de  ^{z)  =:  o,  le  nombre  des  valeurs  de  u 
sera  égal  au  nombre  des  arrangements  avec  répétition  de 
m  objets  pris  2  à  2,  c'est-à-dire  égal  à  ni^.  Mais,  si  les  deux 
racines  z^  et  z,  doivent  rester  distinctes,  le  nombre  des  va- 
leurs de  u  se  réduira  au  nombre  des  arrangements  sans  répé- 
tition de  m  objets  pris  2  à  2,  ou  sera  égal  à  m{m  —  i).  Il  y 

aura  donc 

m*  —  m  (  m  —  i  ) 

ou  m  solutions  étrangères. 


■ 
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Pour  éviter  ces  solutions,  on  n'a  qu*à  remplacer  dans  le 
système  (a),  ce  qui  est  permis  {Alg.  élém,,  122),  ladeuxièmo 
équation,  ^(5,)  =  o,  par  Téquation 

en  divisant  en  même  temps  celle-ci  par  la  différence  ^t—  -,; 
ce  qui  supprime  nécessairement  les  m  solutions  répondant  à 

Pour  obtenir  immédiatement  le  quotient  de  cette  division, 
on  remarque  qu'on  peut  écrire,  en  regardant  5j—  c,  comme 
un  accroissement  donné  à  ^t  et  d'après  la  formule  de  Tayloj 
(324,  675), 

=  *(5,)4-4^'(c,)^l^ 

^  I .  îi  f .  2 . 3 . . .  m 

On  en  déduit,  en  faisant  passer  <^(;;i)  dans  le  premier  membre 
oi  en  divisant  par  z^  —  5|, 

Zx  1.2  1.2.3. .  .m 


V4 


£n  substituant  dans  les  applications  cette  équation  à  ia 
deuxième  équation  du  système  (a),  on  n'aura  plus  à  tenir 
compte  d'aucune  solution  étrangère. 

1183.  Il  peut  arriver  que  la  fonction  9(j;i,5,)  soit  jryme- 
trique  par  rapport  aux  racines  z^  ^i  z^  qu'on  associe.  Le 
nombre  des  valeurs  distinctes  de  u  est  alors  égal  au  nombre 
des  combinaisons  de  m  objets  pris  deux  à  deux,  c'est-à-dire 
que  le  degré  de   l'équation  fmale  doit  devenir  en  réalité 

-    au  lieu  de  m(m  —  i). 

2 

118&.  1°  Équation  aux  sommes  des  racines  prises  deux  a  deux. 
Les  trois  équations  du  système  (oc)  [1182]  sont  ici  : 

^'{z,)^<i^^{zy-'~-^^^^{z,)^-^-y^ 

Il  —  5|  — t-  3j, 


I». 
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La  dernière  relation  étant  symétrique  par  rapport  aux  ni- 
cines  associées,  le  degré  de  l'équation  finale  doit  devenir 

__: L  (1183),  si  le  degré  de  l'équation  donnée  est  m. 

Or,  le  degré  de  cette  équation  finale  serad*abord  m(m—  i) 

[1182];  mais,  comme  elle  admet  la  racine  z^-^s^  aussi  bien 

que  la  racine  2|+  z^y  toutes  ses  racines  seront  égales  deux  à 

deux,  et  son  premier  membre  sera  nécessairement  (1017)  un 

carré  parfait.  En  en  extrayant  la  racine  carrée,  réquatioii  • 

([ui  donnera  toutes  les  valeurs  distinctes  de  u  sera  donc  bien 

m(m  —  i) 
(lu  degré 

2 

Prenons,  par  exemple,  Téquation  du  troisième  degré 

Z^-h  pZ  -h  f/"z  G. 

Nous  aurons  à  traiter  les  trois  équations 

(I)  5j -i-y?3,H-7  — o, 

(i)  3z\  4- /î  4-  3  3,(32-  -  3i)  -H  (v,—  ;,)*  —  <), 

(3)  u      .3,-1-   3*. 

Nous  éliminerons  d'abord  3,  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions, en  substituant  u  —  3,  à  la  place  de  z^  dans  Téqua- 
lion  (2).  Cette  équation  deviendra  alors,  en  développant  el 
en  simplifiant, 

{•^.  his)  z]---i/z^    \~if^-hp     -o. 

Il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  ^i  entre  les  équations  (1) 
el  (2  bis).  Pour  plus  de  simplicité,  nous  écrirons  z  au  lieu 
des,,  et  nous  appliquerons  la  méthode  de  Cauchy  aux  deux 
équations 

z^-hpz  -^-q  =iOj        3*~  «3 -H //^-t-/?  —  o. 

Nous  diviserons  les  premiers  membres  de  ces  équations 
l'un  par  l'autre,  et  nous  remplacerons  la  première  équation 
par  le  reste  du  second  degré,  égalé  à  zéro,  auquel  nous  nous 
arrêterons  (1164,  i*»).  Nous  aurons  ainsi  à  considérer  en  der- 
nier lieu  les  deux  équations  de  même  degré 

5* — M«-t- /i*H-/?  =  o,        uz^—u^z-^-q    -o. 
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Nous  en  déduirons 

I        HZ  —  iu^-\-p)         z  —  fi         u^'T-p 
H  if^z  —  <i  uz —  //-  q 

c'esl-à-dire,  sous  forme  entière, 

O.Z  -L  (  W'  4-  pu  —  Y )  izi  o, 

(  M^ H-  />M  —  q^z  —  u(u^ -^  pu  —  q)  =z  o. 

L'équation  finale,  déterminant  des  coefficients  de  ces  deux 
équations  égalé  à  zéro  (1161),  est  donc 

(  u^  -+-  pu  —  q)-^jzo 

ou,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

u^-\-pu  —  <7  -    o, 

(Ml nation  de  degré  — ^^ =  3. 

'2 

L*équation  finale  ainsi  obtenue  se  confond,  sauf  u  mis  à  la 
place  de  -s,  avec  la  transformée  en  —  g  (1059)  de  la  pro- 
posée. Et,  en  effet,  la  condition  (1036) 

entraîne 

lieniarque,  —  Supposons  que  Téquation  du  troisième 
degré  considérée  ne  soit  pas  privée  de  son  second  terme. 
Elle  sera  de  la  forme 

<l>(c)  —  z^-\-  az'*--\-  bz  -1-  c  —  o. 

En  désignant  les  trois  racines  par  ^i,  z^y  z^^  on  aura  à  la 
fois,  d'une  manière  générale, 

c/est-à-diro 

^3  =:i  —  u  —  (ï, 

La  transformée  cherchée  est  donc  alors  immédiatement 

*  (—  w  —  a  )  —  o 

ou 

u^-h  2rtM*-+-  {a-~h  b)u  -h  {ba  —  c)  :=o. 


ALGÈBRE    SUPÉHIELKK.  3"J 

1185.  2'*  Équation  aux  diffêrknces  des  racines  prises  deux  a 

DEUX. 

Les  trois  équations  du  système  (a)  [1182]  sont  ici 

1.2  \  .'À  .â 

Il  —  Z'  I  —  **  1  • 

On  éliminera  d'abord  z^  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions, en  remplaçant  dans  la  deuxième  équation  la  différence 
Zt~  5,  par  w;  et,  en  écrivant  ensuite  3  à  la  place  de  z^,  il  ne 
restera  plus  qu'à  éliminer  z  entre  les  deux  équations 

*(3)=0,  <i>'{z)^^''{z)-"     -4-.  (t-(:;)-^  -H...r=o. 

1.2  \ .1.6 

L'équation  finale  doit  être  de  dcgiT  m{m  —  i)  [1182];  mais, 
comme  elle  a  pour  racines  aussi  bien^,  — ;;i  que  ^j  —  sj,  toutes 
sesracinessontnécessairementdeuxà  deux  égales  et  de  signes 
contraires.  //  n'y  entre  donc  que  des  puissances  paires  de  //, 

et  on  peut  1  abaisser  au  degré  moitié  — en  posant 

tt*=  V.  L'équation  en  V  est  alors  Véquation  aux  carrés  des 
différences  des  racines. 

Nous  avons  déjà  traité  cette  question  (1151),  et  nous  avons 
appliqué  la  solution  trouvée,  de  deux  manières  différentes,  à 
l'équation  du  troisième  degré  (1152,  1169). 

1186.  3<^  Equation  aux  produits  des  racines  prises  deux  a  dbux. 
Les  trois  équations  du  système  (a)  sont  ici 

a>(-,)---o, 
*'(;;,) +  <i^'(^0^^^=^  -H  4>^'(.^)^-*''^-^-f-...----0, 

L'équation  linale  doit  être  de  degré  m{ni  —  i);  mais,  puis- 
qu'elle a  pour  racines  aussi  bien  z^z^  que  jSi^j,  toutes  ses  ra- 
cines sont  nécessairement  égales  deux  à  deux,  et  son  pre- 
mier membre  est  nécessairement  un  carré  parfait,  comme 
dans  le  cas  de  l'équation  aux  sommes  (1184.).  En  en  ex- 
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trayant  la  racine  carrée,  en  trouvera  donc  une  équation  de 

m{m  —  i) 

il  ogre  — ^ 

2 

Appliquons  encore  ce  qui  précède  à  l'équation  du  troisième  degré. 
Les  équations  ci-dessus  deviendront  (li84) 

{2)  'Î3f-h  3Ci(32— 5i)  -4-(2s—  3i.)*  -h/?  =  O. 

(3)  ti-^ZiZi. 

Nous  éliminerons  d'abord  z^  en  remplaçant  Zf  par  —  dans  Téqua- 

lion  (9.)  qui,  en  développant  et  en  chassant  les  dénominateurs,  prendra 
la  forme 

(ibU)  3} -!~  (// - -/î)3j-f-«*  =  o. 

En  écrivant  z  au  lieu  do  Zi,  nous  avons  donc  maintenant ù  éliminer: 
entre  les  équations  (1  )  el  (a  bis). 

Pour  simplifier  les  calculs,  sans  cela  assez  pénibles,  nous  commen- 
cerons par  multiplier  l'équation  (i)  par  3,  et  nous  la  retrancherons  df 
l'équation  (-2  bùf).  11  viendra 

(3)  «3* — ^3-+-à*-=o. 

Cette  équation  (3)  pourra  remplacer  l'équation  (i).  Nous  diviserons 
alors  l'un  par  Tautre  les  premiers  membres  des  équations  (2  bis)  et(3i. 
et  le  reste  du  second  degré  auquel  nous  nous  arrêterons  pourra,  égalé 
à  zéro,  être  substitué  à  l'équation  (-2  bi^).  Nous  aurons  ainsi  à  éli- 
miner 3  entre  les  deux  équations  de  môme  degré 

//3* —  f/Z    r-  u^  =  o, 

(pu*  -4-  9*  )  3*  —  qu*  c  -4-  «*  =  o. 

En  appliquant  alors  la  méthode  de  Cauchy,  nous  trouverons  les  rela- 
tions 

u         _    9  ^  —  "*   . 
pu*  -h  q*       qU^  3  —  tû 

u  z  —  q  _    I 

(/?«*  -i-  q'^)z    -  qu^        //' 

qui,  ramenées  à  la  forme  entière,  conduisent  au  système 

</(«*  —  prt*—  q^)z  —  u*{ii^   -pu*—  q*)  =  *>. 
(«'  —  ;?«*— 7* )3 -H  o  =0. 

Le  déterminant  des  coefficients  de  ces  équations  égalé  à  zéro  est 
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l'équalion  finale  cherchée.  On  a  donc  pour  cette  équation 

//*  (  n^  —  pu*  —  q*y=o 

OU.  en  extrayant  la  racine  carrée  et  en  supprimant  le  facteur  u  qui  ne 

peut  pas  être  nul, 

u^-- pu*--  q*=  0. 

1187.  4^  Équation  aux  rapports  dbs  raginbs  prisbs  deux  a  deux. 
Les  trois  équations  du  système  (<x)  sont  ici 

1.2  1.2.3 

//  =-  —  • 

L*équation  finale  doit  être  du  degré  m{m  —  i);  mais,  puis- 
qu'elle  admet  pour  racines  aussi  bien  —  que  --*>  elle  est  réci- 
proque  (1070),  et  Ton  pourra  toujours  abaisser  son  degré  an 
degré  moitié  —^ (1073). 


Pour  réquation  du  troisième  degré,  les  équations  ci-dessus  dovien- 
(Ironl  (1186) 

m  3?  -H/?3|  -T-  ^  =  o, 

«2)  33Î  -+-  33i(32  —  Si)  -t-  (3j—  3|)*-h/;  =  O, 

3. 


^i 


On  éliminera  d* abord  z^  en  remplaçant  3$  par  uzi  dans  Téquation  (2) 
qui;  en  développant  et  en  simplifiant,  prendra  la  forme 

iibU)  (/£«4- /£ -h  1)3? -r-/?  =  o. 

Eu  écrivant  z  au  lieu  de  3i,  il  restera  à  éliminer  3  entre  les  équa- 
tions (1)  et  (a  6/^). 

Nous  simplifierons  les  calculs  en  divisant  l'un  par  l'autre  les  premiers 
membres  de  ces  équations.  Nous  ne  pourrons  pas  obtenir  un  reste  du 
second  degré;  mais  nous  nous  arrêterons  au  reste  du  premier  degré 
qui,  égalé  à  zéro,  nous  donnera  l'équation  (lùLv)  par  laquelle  nous  au- 
rons le  droit  de  remplacer  l'équation  (i).  Cette  équation  (ibis)  a  pour 
expression 

(ibi^)  p{u*-^  u)z  ~^rf{u*'h  «  -i-i)  =  o. 


1 
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En  divisant  alors  l'un  par  Taulre  les  premiers  membres  des  équa- 
lions  (2  bis)  et  (ibis)^  nous  parviendrons  à  un  reste  du  premier  degré 
({ui,  égalé  à  zéro,  nous  fournira  à  son  tour  une  équation  {2  ter)  par  la- 
quelle il  nous  sera  permis  de  remplacer  Téquation  {ihis). 
Nous  aurons  donc  enfin  à  exprimer  que  les  deux  équations 

(i  bis)  p{u^-^  u)z  -h  q{u*-h  11  -.- 1)  =  o, 

i'iter)  — q(u^-h  u -h  i)^z-\' p^(u*-^- u)=  o 

ont  une  racine  commune.  Le  déterminant  des  coefficients  de  ces  équa- 
tions, égalé  à  zéro,  nous  conduira  à  Téquation  finale 

ou,  en  développant  et  en  réduisant,  à  l'équation 

7»w«-f-  37»«»-!-  (67«-h /?»)«* 

(77*-f-  •;»./;')«• -h  (6<7*-f-y;*)«*-4-  37*«  -h  7*  =  o, 


(pii  est  bien  réciproque  (1073). 
En  divisant  ses  deux  membres  par  u^  et  en  posant 

«  H —  =  V , 

u 

on  la  ramène  facilement  (1073)  à  Téquation  de  degré  moitié  moindre. 
/w(m  —  i)  _ 

</»V»-h  37*V*-f-(37»-f-/?»)V-+-7--f-2;?»=o. 

1188.  Nous  démontrerons  encore  ce  théorème  imporlanl  : 

Toute  transformation  rationnelle  peut  être  ramenée  à  une 
transformation  entière. 

Soit,  sous  forme  entière,  Téquation 

¥{z)  =  o, 

supposée  de  degré  m,  et  désignons  par  9  et  vj;  des  fonctions 
entières;  considérons  la  fonction  rationnelle  correspondante 
de  ses  racines 

On  obtiendra  la  transformée  en  u  en  éliminant  z  entre  les 
équations 

F(.)  =  0,  U^-f^y 
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A  chaque  racine  de  l'cquaiion  F(;;)  =o  répond  une  seule  va- 
leur de  II.  Il  en  résulte  que,  si  les  polynômes  ¥{z)  et  ^{z) 
sont  premiers  entre  eux,  la  transformée  en  »  a  m  racines 
Tinies  et  est  aussi  de  degré  m.  Mais,  si  F (2)  et  ^{z)  ont  un 
plus  grand  commun  diviseur  de  degré  p,  la  transformée  en  // 
a  p  racines  infinies  et  s'abaisse,  par  conséquent  (1068),  au 
degré  m — p.  Mais,  dans  ce  cas,  rien  n'empêche  de  diviser 
F(^)  par  ce  même  plus  grand  commun  diviseur,  afin  d'a- 
baisser aussi  l'équation  F(3)  —  o  au  degré  m—  p.  Nous  pou- 
vons donc  regarder  les  deux  polynômes  F(c)  et  ^{z)  comme 
éiSiiii  premiers  entre  eux,  c'est-à-dire  l'équation  donnée  ei  sa 
transformée  comme  étant  de  même  degré. 

Cela  posé,  nous  avons  prouvé  (  1153,  Remarque)  que,  lorsque 
deux  polynômes  F(5)  et  ^'C^)»  de  degrés  m  et  /i,  sont  pre- 
miers entre  eux,  on  peut  toujours  déterminer  deux  autres 
polynômes  Fi(5)  et  ^'iC-)»  ^^  degrés  /w  —  1  et  «—1,  tels 
qu'on  ait 

(I)  F(.-)'j;,(c)    -'î;(3)F,(c)-=i. 

Pour  toute  racine  de  Téquation  donnée,  on  a  ¥{z)  -—  o,  et  la 
relation  (1)  devient 

-4.(;;)F,(v)    --I         ou         '|(3)  .. - 


F,(;;) 
On  a  alors 

el  la  fonction  rationnelle  considérée  se  trouve  ramenée  à  la 
forme  entière. 

Fi(;;)  est  de  degré  m  — i,  9(5)  est  au  moins  du  premiei* 
degré.  On  peut  donc  diviser  —^{z)¥^(z)  par  F(5).  Si  Q  esl 
le  quotient  et /(s)  le  reste  obtenus,  on  a 

-(p(^)F,(:;)-^F(3)Q4-/(^) 
ou,  pour  toute  racine  de  F(-)  —  o. 


^^^^=-cp(.-)F,(:;)nr:/(s). 


Comme /(j)  est  de  degré  inférieur  à  F (5),  la  fonction  ration- 
nelle ramenée  à  la  forme  entière  est  de  degré  inférieur  à 
F(s),  c'est-à-dire  au  plus  du  degré  m  —  \, 


^ 
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On  peul  donc  ajouter  que  la  fonction  rationnelle  la  plus 
générale  d'une  racine  d'une  équation  algébrique  de  degré  m 
est,  par  rapport  à  cette  racine,  une  fonction  entière  de  de- 
gré m  —  I . 

1189.  Ce  théorème  peut  s'étendre  immédiatement  au  cas 
où  Ton  a  affaire  à  une  fonction  rationnelle  de  plusieurs  ra- 
cines de  l'équation  proposée. 

£n  effet,  admettons  que  la  fonction  rationnelle 

renferme,  avec  la  racine  z,  d'autres  racines  5,,  5,,  c,,  . . .,  de 
l'équation  F{z)  =  o.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir  (1188), 
on  aura  au  plus 

^(-) 

el,  dans  cette  relation,  Ao,  A|,  A,,  . . . ,  A,„_|  seront  des  fonc- 
tions rationnelles  des  autres  racines  -Ci,  5,,  5,,  ...,  qu'on 
pourra,  respectivement  et  d'après  ce  qui  précède,  rendre  en- 
tières relativement  à  la  deuxième  racine  -s,,  puis  par  rapport 
à  la  troisième  z^,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  Onalemenl, 
toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  racines  d'une  équation 
algébrique  peut  être  ramenée  à  une  fonction  entière  de  ces 
mêmes  racines. 


De  rabaissement  des  équations. 

1190.  On  dit  qu'on  abaisse  une  équation  toutes  les  fois 
(|u'on  peut  diminuer  son  degré  ou  ramener  sa  résolution  à 
celle  d'autres  équations  de  degrés  plus  simples. 

1191.  Toute  équation  F(z)  z=l  o,  dont  les  termes  ne  renfer- 
ment que  des  puissances  de  z  dont  les  exposants  soient  mul- 
tiples d'un  même  nombre  p,  est  susceptible  d'abaissement. 

En  effet,  si  le  degré  de  l'équation  est  mp  et  si  l'on  pose 
u^zP,  il  est  clair  que  l'équation  ¥{z)  =  o  de  degré  mp  sera 
remplacée  par  une  équation  ¥{^)=:o  ou  ©(a)  =  0  de  de- 
gré m. 
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Toule  équation  réciproque,  de  première  ou  de  seconde  es* 
pèce  (1073,  107b),  peut  s'abaisser  à  un  degré  moitié  moindre. 

D'une  manière  générale,  l'abaissement  d'une  équation  a  lieu 
toutes  les  fois  qu'on  parvient,  par  un  procédé  quelconque,  à 
décomposer  son  premier  membre  en  deux  ou  plusieurs  fac- 
teurs (1021).  Toute  équation  qui  a  des  racines  égales  est 
susceptible  d'abaissement  (1092). 

1 192.  Dans  le  champ  infîni  des  quantités  mesu  rées,  on  peut,  si 
l'on  veut,  regarderies  unes  comme  connuesy  les  autres  comme 
inconnues.  On  peut,  par  exemple,  admettre  celte  distinction 
entre  les  nombres  commensurables  ou  rationnels  et  les  nom- 
bres incommensurables  ou  irrationnels  (Arithm.,  271,  273). 

Si  l'on  a  une  équation  algébrique  à  une  seule  variable 
F(3)=io,  ses  coefficients  peuvent  être  des  fonctions  ration- 
nelles des  quantités,  quelles  qu'elles  soient,  qu'on  regarde 
romme  connues. 

On  appelle  alors  diviseur  rationnel  du  premier  membre  F(:;) 
tout  diviseur,  fonction  entière  de  ^,  dont  les  coefficients  sont 
aussi  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  regardées  comme 
connues. 

D'une  manière  générale,  toute  fonction  rationnelle  de  ces 
quantités  est  elle-même  une  quantité  rationnelle. 

Ces  définitions  s'étendent  immédiatement  aux  fonctions 
entières  de  plusieurs  variables. 

1193.  Cela  posé,  et  conventionnellement,  toute  fonction 
entière  ¥(z)  est  dite  irréductible,  lorsqu'elle  n'admet,  dans  le 
sens  indiqué,  aucun  diviseur  rationnel.  L'équation  corres- 
pondante, F{z)=:o,  est,  à  son  tour,  une  équation  irréduc- 
tible. 

Il  est  clair  qu'une  fonction  entière  et  l'équation  correspon- 
dante sont  réductibles  ou  irréductibles,  suivant  qu'on  regarde 
comme  connue  telle  ou  telle  classe  de  quantités. 

Par  exemple,  Féquation 


.s 


3  =  0 


est  irréductible,  si  les  quantités  connues  sont  les  seuls  nombres 
rationnels.  Mais,  si  les  quantités  connues  comprennent  aussi 
les  nombres  irrationnels,  racines  carrées  des  nombres  ration- 
nels, la  même  équation  devient  réductible,  puisque  son  pre- 
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inier  membre  est  le  produit  des  deux  facteurs  rationnels  (1192) 
De  même,  Téquation 

3*4-  3  ^O 

est  irréductible,  si  les  quantités  connues  sont  les  seuls  nombres 
réels.  Mais,  si  les  quantités  connues  comprennent  aussi  les 
nombres  imaginaires,  tels  que  nous  les  avons  considérés  (803 
et  suiv.),  la  même  équation  devient  réductible,  puisque  son 
premier  membre  est  le  produit  des  deux  facteurs  rationnels 
:;  —  i\/Z  et  5  4-  i\/^ . 

Ii9i.  Une  équation  irréductible  à  coefficients  connus  ou 
rationnels  (1192)  né  peut  avoir  que  des  racines  simples;  car, 
d'après  la  théorie  des  racines  égales  (1092),  les  racines  mul- 
tiples d'une  équation  algébrique  sont  données  par  des  équa- 
tions de  degrés  moindres,  à  coefficients  rationnels,  dont  les 
premiers  membres  sont  alors  des  diviseurs  rationnels  du  pre- 
mier membre  de  Téqualion  proposée. 

1195.  F (5)  étant  une  fonction  entière  de  z  à  coefficients 
,  rationnels  et  F(c)=o  étant  une  équation  irréductible  en 
raison  du  choix  des  quantités  connues,  ^{z)  étant  à  son  tour 
une  fonction  rationnelle  en  raison  du  métne  choix,  il  suffit 
que  l'équation  ^{z)  =10  admette  une  seule  racine  z^  de 
l'équation  F(5)  =:  o,  pour  qu'elle  admette  toutes  les  autres. 

Soit,  en  eifet,  en  désignant  par  9  et  4*  des  fonctions  entières. 

On  en  déduit 

et  Ton  voit  que  ;;i,  annulant  O(^),  annule  aussi  <p(^).  Par  corn 
séquent,5i  est  une  racine  commune  à  F{z)^=zo  et  à  c^{z)=zo. 
Il  existe  donc  (1079)  un  plus  grand  commun  diviseur  1),  au 
moins  du  premier  degré,  entre  les  deux  polynômes  9(5)  el 
F(j),  et  ce  plus  grand  commun  diviseur,  obtenu  par  divi- 
sions successives,  est  nécessairement  rationnel  dans  le  sens 
indiqué. 

Comme  la  fonction  entière  F{z)  ne  peut  pas,  par  hypo- 
thèse, admettre  de  diviseur  rationnel  autre  qu'elle-même,  il 
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m 

faut  alors  que,  sauf  un  facteur  constant  qu'on  peut  toujours 
supprimer  dans  l'équation  correspondante,  V{z)  se  confonde 
avecD.  Par  conséquent,  9(5)  est  le  produit  de  D  ou  de  F (5) 
par  une  autre  fonction  entière  x(^)»  ®^  ^*^^  V^^^  écrire 

de  sorte  que  l'équation  ^(5)=:o  est  bien  satisfaite  par  toutes 
les  racines  de  l'équation  ¥(z)  =  0;  car  ^(s)  est  premier  avec 

¥(z). 

1196.  Lorsque  deux  racines  d'une  équation  algébrique  sont 
liées  par  une  relation  donnée,  on  peut,  dans  certains  cas, 
abaisser  l'équation,  en  opérant  par  voie  d'élimination. 

Soit  l'équation  de  degré  m 

(I)  F(5)  =  o, 

dont  deux  des  racines,  z  ei  z^,  sont  liées  par  la  relation 
entière 

(2)  9(5,5i)=:0. 

On  pourra  éliminer  z^  entre  cette  équation  et  Péqua- 
lion  F(;;i)  =  o,  et  l'on  sera  ainsi  conduit  à  l'équation  finale 

en  z 

(3)  ^{z)^o. 

Or,  si  l'équation  donnée  (i)  est  irréductible,  ^{z)  devra  être 
divisible  exactement  par  T(z)  [1195].  Par  conséquent,  l'équa- 
tion (3)  sera  plus  compliquée  ou  aussi  compliquée  que  l'équa- 
tion (1)  dont  la  résolution,  en  général,  n'aura  pas  fait  un  pas. 
Mais,  si  Téquation  (i)  est  réductible,  elle  ne  rentre  pas  forcé- 
ment dans  l'équation  (3).  Le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  ^(z)  et  ¥{z)  peut  être  alors  différent  de  F{z)  et,  dans 
cette  hypothèse,  l'abaissement  de  Téquation  donnée  a  lieu. 

1197.  Pour  le  montrer,  nous  traiterons  la  question  sui- 
vante : 

On  suppose  que  deux  des  racines  z  et  z^  de  l'équation  réduc- 
Uble  F(5)=:o  sont  liées  par  la  relation  z -^  z^^rr.  a^  et  l'on 
demande  d'abaisser  l'équation. 

Db  C.  —  Cours.  IV.  2j 
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On  devra  (1196)  éliminer  .Si  entre  les  deux  équations 

(0  F(50==o, 

(2)  z-\-Zi  —  a. 

L'équation  flnale  en  z  sera  donc 

(3)  F(a  — 5)  =  o. 

Les  deux  polynômes  F{z)  et  F  {a  —  z)  auront  alors  un  plus 
grand  commun  diviseur  D,  au  moins  du  deuxième  degré,  et 
Ton  pourra  décomposer  F{z)  en  facteurs  plus  simples. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  D  sera  évidemment  du 
deuxième  degré,  s*il  n'y  a  que  deux  racines  z  et  5,  dont  la 
somme  soit  égale  h  a,  Téquation  finale  (3)  étant  satisfaite 
aussi  bien  par  z^  que  par  z,  en  raison  de  la  symétrie  résultant 
de  l'équation  (2).  D  sera  de  degré  supérieur  au  deuxième, 
s'il  existe  plusieurs  couples  de  racines  de  Téquation  donnée 
dont  la  soiTime  soit  a.  Il  sera  enfin  du  premier  degré,  si 

l'équation  donnée  a  seulement  une  racine  égale  à  -• 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  du  troisième  degré 

F(3)  =  c3—  83*-h  175  —  10  =  o, 
dont  deux  racines  ont  une  somme  égale  à  3.  L'équation  fînale  est  ici 

F(3  — 5)  =  — 33-+-3»4-4s— 4  =0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  F(2)  et  F(3  —  2) 

est  égal  à 

—  5*-h  3:;  --  2. 

On  peut  donc  décomposer  F{z)  en  deux  facteurs 

—  z'^-v'^z  —  'k    et    --2-h5, 

"Cest-à-dirc  abaisser  l'équation  proposée  en  ramenant  sa  résolution  à 
celle  des  deux  équations 

Z' —  33-r-2  =  0  et  Z  —  5=0, 

qui  donnent  les  trois  racines  1 ,  2.  5,  donl  les  deux  premières  ont  une 
somme  éirale  à  3. 
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Recherche  des  racines  imaginaires. 

1198.  Comme  complément  du  principe  fondamental  de  la 
théorie  des  équations  (1009),  nous  avons  indiqué  précédem- 
ment (1016)  le  procédé  géométrique  qu'on  peut  suivre  pour 
trouver  graphiquement  les  racines  réelles  ou  imaginaires 
d'une  équation. 

Si  l'on  veut  opérer  algébriquement,  oa  a  recours  à  Télimi- 
nation. 

L'équation  proposée  élanl 

F(^)r=0, 

Ja  variable  z  est,  pour  toute  racine  imaginaire,  de  la  forme 
x-f-yi,  X  et  y  représentant  des  quantités  réelles.  Si  Ton 
substitue  ce  binôme  à  la  place  de  2,  l'équation,  comme  on  le 
sait  (828),  prend  la  forme 

(I)  F(>s)  =  F(x-T-70  =  ?(^,  V)  -+-'|(^,7)  — o. 

Toutes  les  fois  qu'on  atteint  une  racine  de  l'équation,  le 
module  de  Y{z)  ou 


V/[9(^,7)P+[^>(^,7)P 
s'annule,  et  réciproquement  (820,  873).  Les  deux  équations 

(2)  ©(a^,r)  =  o,        ^{x,y)-Q, 

sont  donc  salisfaites  à  la  fois. 

La  question  revient,  par  suite,  à  éliminer  x  entre  ces  deux 
équations  et  à  déterminer  les  racines  réelles  de  l'équation 
finale  en  y.  On  trouve  les  valeurs  réelles  correspondantes 
de  j7,  en  cherchant,  pour  chaque  valeur  de  j,  les  racines 
communes  aux  équations  (2)  [1174  et  suiv.]. 

L'équation  finale  en  y  admettant^  par  exemple,  la  racine 
réelle  7  31:^,  et  les  deux  équations 

9(0-,  h)  —  o,         ^{x,b)"--Q, 

admettant  alors  la  racine  réelle  x  —  a^  l'équation  F(5)r=o 
est  satisfaite  à  son  tour  par  la  racine  imaginaire  2  =  a  -h  bi. 
Si  ses  coefficients  sont  réels,  elle  admet  en  même  temps,  sans 
calcul,  la  racine  imaginaire  conjuguée  a  —  bi  (1031). 
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1199.  11  est  Utile  de  remarquer  que,  d'après  la  série  de 
Taylor  étendue  aux  quantités  complexes  (967),  on  a,  en 
regardant  yi  comme  un  accroissement, 

(0 


4-F('^'(j7) 


I .2.3.4 


Par  suite,  on  a,  pour  les  équations  (2)  du  numéro  précé- 
dant, en  supprimant  dans  la  seconde  le  facteur  commun  y, 


9(x,v)=    F(.r)-F'(.r)i^      -^F(-^(jr) 


y 


A 


(a) 


1  .2 


I .2.3.4 


(^(..v).:.F'(x)-F''(-)-^+F.v..(x)^^_3_^_5 


..     :=:0, 


.  .  .  =  0. 


£n  éliminant  x  entre  ces  deux  équations,  on  voit  que 
réquation  finale  en  /  ne  pourra  renfermer  que  des  puis- 
sances paires;  elle  sera,  par  conséquent,  toujours  suscep- 
tible d'abaissement  (1191). 


Si  Ton  donne,  par  exemple. 


<») 


F( 3 )  —  z"^—  1 3*  --  3  -7-  26  =  o, 


on  éciira  immédiatement 


'^(»r,  ;  )  =  .j3--  4.rï-r   r  --  2()  —  (6j-  --  8)-= —  =  o, 


^{x,y)  —  3xî—  8^-T   I  — (> 


1.2.3 


ou 

(2) 


cp(.r,j)  =^.t3—  |x«— i3^2_  i)x-i-2(2j»-^i3)  =  o, 
^(x,j)  =^  3.-r2— 8.r  — (jî-    i  )  =  o. 


En  éliminant  x  entre  ces  deux  équalions  par  la  méthode  de  Cauchy, 
on  trouvera  facilement  réquation  finale 

48  »*''-H  3i2  )  * —  Jojj* —  10092  =  o 

et,  eu  posant  j  -  =  u^  tout  sera  ramené  à  la  résolution  de  l'équation  du 
iroisième  degré 


48 ^f3..  3i9.//2  .   5o7tt  -    10092  =  0. 
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Disparition  des  radicanz. 

1300.  On  a  souvent  à  considérer  des  équations  contenant 
des  radicaux.  Les  procédés  qu*on  emploie  pour  calculer  les 
racines  d'une  équation  supposant  que  l'inconnue  n'est  en- 
gagée sous  aucun  radical,  il  est  important  de  pouvoir  rem- 
placer une  équation  compliquée  de  radicaux  par  une  autre  ne 
renfermant  que  des  termes  rationnels.  D'une  manière  géné- 
rale» la  disparition  ou,  comme  on  dit  aussi,  l'évanouissement 
des  radicaux  d'une  équation  revient  à  une  question  d'élimi- 
nation. 

En  effet,  étant  donnée  une  équation  compliquée  de  n  radi- 
caux, on  peut  égaler  chacun  d'eux  à  une  inconnue  auxiliaire. 
On  obtient  ainsi  n  équations,  qu'on  rendra  immédiatement 
rationnelles  en  élevant  les  deux  membres  de  chacune  d'elles 
à  la  puissance  marquée  par  l'indice  du  radical  qu'elle  con- 
tient. A  ces  n  équations,  on  joindi*a  l'équation  primitive  de- 
venue également  rationnelle  par  la  substitution  des  inconnues 
auxiliaires  aux  différents  radicaux  qu'elles  représentent.  On 
constituera  de  cette  manière  un  système  de  /i-f- 1  équations 
rationnelles  dont  on  déduira,  par  l'élimination  des  n  in- 
connues auxiliaires,  l'équation  flnale  débarrassée  de  tous  ra- 
dicaux; car  les  méthodes  d'élimination  n'en  introduisent 
aucun. 

1201.  Il  faut  remarquer  avec  soin  que  Téquation  finale  con- 
duit à  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion primitive,  quand  on  tient  compte  des  valeurs  multiples 
des  différents  radicaux  qu'elle  contient  (8V6),  ou  des  équa- 
tions diverses  qui  y  sont  ainsi  renfermées.  Gela  tient  à  ce 
que,  lorsqu'on  égale  un  radical  à  une  inconnue  auxiliaire  et 
qu'on  élève  ensuite  les  deux  membres  de  l'égalité  à  la  puis- 
sance marquée  par  l'indice  du  radical,  l'équation  obtenue 
reste  la  môme,  quelle  que  soit  la  détermination  choisie 
parmi  toutes  celles  dont  le  radical  est  susceptible  (850). 

120i.  Soil,  par  exemple,  Téqualion 
Nous  poserons 
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ot  nous  en  déduirons  les  Irois  équations  rationnelles 

II  faut  éliminer  entre  ces  équations  les  deux  inconnues  auxiliaires/ 
et  3. 
La  première  équation  donnant.)  -  3  —  .r.  la  deuxième  devient 

3*    -  ^jcz  -^  j'  —  .c  —  i  ---  o. 

H  reste  donc  à  éliminer  z  entre  cette  dernière  équation  et  la  troi- 
sième du  système,  qui  est 

3'  —  .r  —  'Ji  —  0. 

£n  divisant  l'un  par  Tautre  les  premiers  membres  de  ces  équations, 

on  pourra  remplacer  l'équation  en  z*  par  le  reste  du  second  degré, 

égalé  à  zéro,  auquel  on  s'arrêtera.  On  aura  donc  à  traiter  les  deu\ 

équations 

3* —  9.XZ  -î-  .r*  —  .r —  I  —  o. 

';►. .rz'  —  ( .r*  —  .r  —  i )  3  —  .r  —  à  ~  o: 

et,  en  leur  appliquant  la  méthode  de  Caucliy,  on  parviendra  facilement 
à  r  équation  fmale 

.r*  —  3 jr*  —  u X*  —  3^'' -    I  jx-  —  1 1  .r --  3  =  o. 

1203.  Toutes  les  fois  qu'un  artifice  quelconque  permet 
d'éviter  l'emploi,  toujours  assez  pénible,  des  méthodes  d'éli- 
mination, il  ne  faut  pas  manquer  d'y  avoir  recours. 

Nous  allons  indiquer  les  cas  les  plus  simples  où  l'élimina- 
tion peut  être  éludée. 

1204.  Lorsque  l'équation  proposée  ne  renferme  qu'un  seul 
radical,  on  Tisole  dans  l'un  des  membres,  et  l'on  élève  en- 
suite l'équation  à  la  puissance  marquée  par  l'indice  du  ra- 
dical. 

1205.  Lorsque  l'équation  proposée  renferme  plusieurs  ra- 
dicaux, il  est  bien  clair  qu'on  ne  peut  pas,  en  général,  faire 
évanouir  successivement  chacun  d'eux  par  la  règle  qu'on 
vient  de  rappeler;  car,  en  supposant  seulement  l'existence 
de  deux  radicaux,  l'évanouissement  du  premier  fait  néces- 
sairement apparaître  dans  l'équation  d'autres  radicaux  qui  ne 
s'y  trouvaient  pas  primitivement. 

Si  l'on  a,  par  exemple, 


ALGEBRE    SUPÉRIEURE.  ÙQ\ 

il  viendra,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  quatrième  puis- 
sance,   

4-4^  V^(^--+-  i)^-H  v^(^'  +  iy  =  jp-h  3. 

1206.  Lorsque  l'équation  proposée  renferme  seulement 
deux  radicaux,  dont  l'un  est  du  second  degré,  on  peu!,  par 
l'application  répétée  de  la  règle  du  n^  1204,  les  faire  évanouir 
successivement,  pourvu  qu'on  commence  par  faire  dispa- 
raître celui  dont  l'indice  est  le  plus  élevé.  Cela  tient  à  ce  que 
les  puissances  d'un  radical  carré  ne  peuvent  pas  donner  nais- 
sance à  de  nouvelles  quantités  radicales. 

Si  l'on  a,  par  exemple. 


il  viendra  successivement,  en  élevant  d'abord  au  cube  et  en- 
suite au  carré, 

(x  -+-  \/x'  -\-  i)'  =:  .r  -h  5, 


j?'-h3x*-h2j;  —  5     =r— (3^r*-i-j7-hi)  \/x  -h  i , 
( 07=* -+- 3 a?* -f-  2^—  5)*—      {'dx'-i-  x-^-  i)*(j?-f-i). 

1207.  Lorsque  l'équation  proposée  ne  renferme  que  deux 
radicaux  du  second  degré,  on  peut  les  isoler  dans  un  membre 
et  élever  l'équation  deux  fois  de  suite  au  carré. 

Si  Ton  a,  par  exemple, 

X  —  \Jx  —  I  =  v/j?  —  5, 
on  écrira  successivement 


X  =  \^x  —  1  -i-  ^x  —  5, 


jr*=:  X  —  I4-J7  —  54-2  \'{X  —  0  (-^  —  ^)» 


X^ —  'lX-^'6     znz  2^{X  —  i)(^  —  3), 
{x^ — '2X  -h  6)'=  4(j7  _  i)  (a;  —  5). 

1208.  Enfin,  si  l'équation  proposée  ne  renferme  que  deux 
radicaux  cubiques,  on  peut  encore  les  faire  disparaître  très 
simplement  en  les  isolant  d'abord  dans  un  môme  membre. 


.f 
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Si  l'on  a,  par  exemple, 


on  en  déduira 


X  ^^  \  X  -h  a  —  V  vT  -h  by 


et  l'on  élèvera  d'abord  au  cube  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion. On  aura 

-h  3v/(x-h  a)  {x  4-  1>Y—  {.r  4-  h). 
Il  en  résulte 
jt'—  {a—  b)  —  —  Z^{x  -\-  a)  {X  -r-  b)  [y^r  -\-  a  —  \Jx  -^  b\. 

On  peut  alors  remplacer  par  x  la  parenthèse  du  second 
membre  et,  en  élevant  encore  au  cube,  on  a,  comme  équa- 
tion finale  sans  radicaux,  l'équation  du  neuvième  degré 

[x^—{a  —  b)f  —  —  2'x^{x  -h  a)  (.r  -h  b). 


ï 


LIVRE  NEUVIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite). 
RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


POSITION   GÉNÉRA LB    DE    LA   QUESTION. 

1209.  Nous  avons  indique  précédemment  (997)  la  dislino- 
lion  qu'on  doit  faire  entre  les  équations  numériques  et  les 
équations  algébriques,  au  point  de  vue  de  leur  résolution.  Ci» 
Livre  est  consacré  à  la  résolution  des  équations  numériques. 

Le  problème  est  celui-ci  :  Etant  donnée  une  équation  nu- 
mérique quelconque  (c'est-à-dire  dont  les  coefficients  sont  des 
nombres  connus  et  dont  les  racines  ne  présentent  aucune 
relation  spéciale),  trouver  les  valeurs  numériques  des  racines 
de  cette  équation,  exactement  si  cela  est  possible,  avec  une 
approximation  fixée  d^ avance  dans  le  cas  contraire. 

Ce  problème  se  divise  ordinairement  en  deux  parties  :  il 
faut  d'abord  séparer  les  racines,  il  faut  ensuite  les  calculer. 

La  séparation  des  racines  consiste  à  déterminer  pour  toul(» 
racine  réelle  deux  nombres  qui  la  comprennent  et  qui  ne  com- 
prennent qu'elle  et,  pour  toute  racine  imaginaire,  un  contour 
fermé  qui  la  renferme  seule  (1109). 

Si  l'équation  proposée  a  des  racines  multiples,  il  faut  en 
outre  marquer  le  degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles; 
mais,  dans  la  pratique,  on  peut  toujours  ramener  la  résolution 
d'une  pareille  équation  à  celle  d'équations  de  degrés  infé- 
rieurs et  n'ayant  que  des  racines  simples  (1092). 

Nous  nous  occuperons,  en  premier  lieu,  de  la  séparation 
des  racines.  Nous  démontrerons,  à  ce  sujet,  plusieurs  théo- 
rèmes très  importants,  qui  s'y  rapportent  directement  ou 
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indirectement  en  éclairant  sur  le  nombre  possible  des  racines 
(le  chaque  espèce,  et  qui  font  suite,  en  quelque  sorte,  aux 
propriétés  générales  des  fonctions  entières  établies  précé- 
demment (999  et  suiv.),  propriétés  dont  nous  ferons  aussi  un 
fréquent  usage. 

Nous  traiterons  en  second  lieu  du  calcul  numérique  des 
racines  séparées,  en  distinguant  entre  les  racines  commen- 
surables  et  les  racines  incommensurables. 

Nous  supposerons f  sauf  avertissement  contraire,  7 m V/  s'agit 
d^éf/uations  à  coefficients  réeis. 


r 
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CHAPITRE  PREMIER 

TliÉORÈxME  DE   DESCARTES. 


Définitions. 

1210.  Quand  deux  termes  d'une  fonction  entière  à  coeffi- 
cients réels  sont  de  signes  contraires,  on  dit  qu'ils  présentent 
une  variation;  quand  ils  sont  de  même  signe,  ils  présentent 
une  permanence. 

Le  premier  membre  de  l'équation 

f{x)  =L  j:*  —  2  x^  H-  3  x^  -t-  .r*  —  x  —  i  =_  o 

offre  trois  variations  et  deux  permanences. 

Quand  une  équation  (dont  le  second  membre  est  zéro)  est 
complète,  c'est-à-dire  quand  il  n'existe  aucune  lacune  entre 
ses  termes,  la  somme  des  nombres  de  variations  et  de  perma- 
nences de  son  premier  membre  reproduit  évidemment  son 
degré. 

Propositions  préliminaires. 

1211.  1°  Dans  une  fonction  entière,  entre  deux  termes  de 
signes  contraires,  il  y  a  toujours  un  nombre  impair  de  varia- 
tions; entre  deux  termes  de  même  signe,  il  y  a  toujours  un 
nombre  pair  de  variations  (zéro  est  un  nombre  pair). 

Cette  remarque  est  évidente. 

1212.  2<>  Lorsqu'une  équation  algébrique  f{x)  =  o,  dont  le 
premier  terme  a  été  rendu  positif,  n'admet  que  des  racines 
négatives  et  des  racines  imaginaires,  le  dernier  terme  de  son 
premier  membre  est  nécessairement  positif 

En  effet,  si  ce  dernier  terme  était  négatif  l'équation  aurait 
au  moins,  contre  l'hypothèse,  une  racine  positive  (1010, 101 1  ). 
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1213.  3°  a  étant  un  nombre  positif,  si  l'on  multiplie  In 
fonction  entière  f{jc)  par  un  binôme  de  la  forme  x  —  a,  /e 
nombre  des  variations  du  produit  surpasse  toujours  dun 
nombre  impair  {qui peut  être  égal  à  i)  le  nombre  des  varia- 
tions du  multiplicande. 

Pour  démontrer  ce  lemme,  mettons  en  évidence  les  varia- 
lions  du  multiplicande,  en  le  partageant  en  groupes  de  termes 
de  même  signe. 

Le  premier  groupe  se  compose  du  premier  terme  M^'^de 
/(x),  supposé  positif,  et  des  termes  suivants  qui  ont  le  même 
signe.  Un  nouveau  groupe  commence  au  premier  terme  né- 
gatif —  N  J7",  et  est  formé  de  ce  terme  et  de  tous  les  termes 
négatifs  qui  le  suivent.  Le  troisième  groupe  commence  au 
nouveau  terme  positif -h  Pj:''  qui  apparaît,  et  comprend  ce 
terme  et  tous  les  termes  positifs  qui  lui  succèdent.  Et  ainsi 
de  suite.  Chaque  groupe  peut  ne  contenir  qu'un  seul  terme. 

On  peut  alors  écrire  le  polynôme  f{ai)  en  n'indiquant  que 
le  premier  terme  de  chaque  groupe,  sauf  pour  le  dernier 
groupe  dont  on  indiquera  les  deux  termes  extrêmes  ±:  Ux" 
et  =t  V.  La  multiplication  sera  alors  représentée  comme  ci- 
dessous  : 

M.C'"  — ...--N.r«        — ...    f-    P./7'  ...    -Qx-/       ^-...       U./"       i:r...r:V 

.V  —  a 


— ...-    N'-r^+ï-f-...—   P'.r/^+>— ...  — Q'.r7+^» -H...rh  U'x'*^-iqi =:' 

Le  premier  produit  partiel /(x)vC  n'exige  aucune  remarque. 
Le  second   produit   partiel   commence   au  terme   négatif 

—  Max"»,  et  les  termes  suivants  sont  négatifs  jusqu'au  terme 
en  x"+*  inclusivement.  Ce  terme  — Wx'^^^  est  le  produit  par 

—  a  du  terme  positif  du  multiplicande  qui  précède  —  Nt". 
Le  terme  suivant  du  second  produit  partiel,  qui  est  -hNax". 
commence  une  série  de  termes  positifs,  puisque  ces  termes 
proviennent  du  produit  par  —  a  de  termes  négatifs  du  multi- 
plicande. Le  dernier  terme  de  cette  série  est  -h  ^'xp-^^  et  pro- 
vient du  produit  par  —  a  du  terme  qui  précède  au  multipli- 
cande le  terme  ~[-Pxp.  Au  delà,  les  termes  du  multiplicande 
devenant  positifs,  c'est  une  série  de  termes  négatifs  qu'on  a  à 
écrire  au  second  produit  partiel On  continue  ainsi,  jus- 


J 
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qu*à  ce  qu'on  parvienne  au  dernier  groupe  du  multiplicande. 
Après  avoir  formé  le  terme  ±  U'x'*-^*,  qui  est  de  même  signe 
que  le  terme  dz  U^"~*"*  d'après  ce  qui  précède,  on  a  à  multi- 
plier par  —  a  le  terme  it  U  x»  et  une  série  de  termes  de  mémo 
signe  :  tous  les  termes  correspondants  du  second  produit 
partiel  ont  donc  le  signe  =p  jusqu'au  dernier  terme  rp  Va. 

Si  Ton  additionne  maintenant  les  deux  produits  partiels 
pour  avoir  le  produit  total,  on  ne  peut  présumer  quels  signes 
les  réductions  entre  termes  semblables  de  signes  contraires 
introduiront  dans  Tintervalle  qui  sépare  les  termes  Mx"*-^*  et 
—  (N  4-  N')x'»^*  ;  mais  on  est  certain  qu'il  existera  un  nombre 
impair  de  variations  entre  ces  deux  termes  de  signes  con- 
Iraires  (1211),  c'est-à-dire  au  moins  une,  comme  entre  les 
deux  termes  M^'"  et  —  Nx"  du  multiplicande,  plus  un  nombre 
pair  qui  peut  être  zéro.  De  même,  entre  les  deux  termes 
~(N-hN')j?''-»-*  et  -h(P-hP')x/'^»  du  produit,  il  y  aura  au 
moins  une  variation  comme  entre  les  deux  termes  —  No?*  et 
+  Pj7^  du  multiplicande,  plus  un  nombre  pair  de  variations 

qui  peut  être  zéro On  continuera  de  la  même  manière 

jusqu'aux  termes  ±:  (U  -t-  U')jc"-^*  et  qp  Va  du  produit.  Entre 
ces  deux  termes  de  signes  contraires,  il  existe,  comme  pré- 
cédemment, un  nombre  impair  de  variations,  c'est-à-dire  au 
moins  une  plus  un  nombre  pair  qui  peut  être  zéro,  tandis 
qu'entre  les  deux  termes  dz  U  j;**  et  ±:  V  du  multiplicande  il 
n'existe,  par  hypothèse,  aucune  variation. 

Il  en  résulte  que  le  nombre  des  variations  du  produit 
f(x)  \x  —  a]  surpasse  au  moins  d'une  unité,  plus  une  somme 
de  nombres  pairs  positifs  qui  peuvent  être  nuls,  le  nombre 
des  variations  du  multiplicande.  En  d'autres  termes,  l'excès 
du  nombre  de  variations  du  produit  sur  le  nombre  de  varia- 
tions du  multiplicande  est  un  nombre  impair  qui  peut  se  ré- 
duire à  l'unité. 

Si  l'on  désigne  par  fx  le  nombre  des  variations  du  multipli- 
cande et  par  2  A:  un  nombre  pair  positif  qui  peut  être  nul,  le 
nombre  des  variations  du  produit  sera  donc  exprimé  par 

]UL  -h  I  -h  Si  l{. 

Remarque,  —  Nous  avons  dit  que  chaque  groupe  du  mul- 
tiplicande peut  ne  contenir  qu'un  seul  terme.  Or,  s'il  s'agis- 
sait du  dernier  groupe,  que  nous  avons  supposé  dans  notre 
démonstration  composé  au  moins  de  deux  termes,  il  faudrait, 
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dans  l'hypothèse  d'un  seul  terme,  faire  V  =  0  et  lerminer  le 
multiplicande  au  terme  db  U  j7«.  Le  produit  serait  donc  lui- 
même  terminé  par  les  deux  termes  consécutifs 


et  rien  ne  serait  changé  aux  conclusions  précédentes. 


Théorème  de  Descartes. 

121 4-.  Dans  toute  équation  algébrique  à  coefficients  réels, 
f{ûc)  z=Oy  le  nombre  des  variations  du  premier  membre  est 
une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  positives  de  l'é- 
quation et,  lorsque  ces  deux  nombres  ne  sont  pas  égaux,  leur 
différence  est  un  nombre  pair» 

Désignons  par  a,  b,  Cy  . ,  .y  les  racines  positives  de  l'équa- 
tion /(x)  =^  o,  et  représentons  par  <^{x)  le  produit  des  facteurs 
premiers  de/(j;)  qui  répondent  aux  racines  négatives  et  aux 
racines  imaginaires  de  l'équation /(.r)  :=  o.  On  pourra  poser 

(1017) 

(i)  /{x)  -  9  (.r)  (X  —  a){x  —  b)(x  —  c),... 

Puisque  l'équation  c^{x)  =zo  n'admet,  par  hypothèse,  aucune 
racine  positive,  les  termes  extrêmes  de  son  premier  membre 
sont  de  même  signe,  et  on  peut  les  supposer  tous  deux  posi- 
tifs (1212).  Par  conséquent,  le  polynôme  (f{x)  renferme  un 
nombre  pair  2/:  de  variations  (1211),  qui  peut  être  nul.  Si 
l'on  multiplie  alors  (^(x)  par  x  —  a,  le  produit 

o{x)(x  —  a) 

renferme,  d'après  le  lemme  précédent  (1213)  et  en  désignant 
par  2A1  un  nombre  pair  qui  peut  être  nul,  un  nombre  de  va- 
riations représenté  par 

A  son  tour  et  d'après  le  même  I<îmme,  en  désignant  par  a/j 
un  autre  nombre  pair  qui  peut  être  nul,  le  produit 

9  (.r)  (X  —  g)  {x  —  b) 
renferme  un  nombre  de  variations  égal  à 

2  Â  -h  1  -»-  '^'  /»  I  -h  I  H-  2  A'2  —  2  /i  -i-  2  /ti  -h  2  a*,  -i-  2, 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  SqC) 

le  dernier  terme  2  étant  le  nombre  des  racines  positives  con- 
sidérées ou  introduites. 

On  poursuivra  de  la  mémo  manière,  et  Ton  voit  que,  si  l'é- 
quation/(x)  =  0  possède  GJ  racines  positives,  le  nombre  des 
variations  du  second  membre  de  l'identité  (i)  sera  exprimé 
par 

2  A'  -h  2  A",  -h  2  A-,  -f- . . .  -h  2  A'cy  4-  Gj, 

tous  les  nombres  pairs  qui  précèdent  rn  pouvant  être  nuls. 

Le  nombre  des  variations  du  premier  membre  de  l'équation 
^:r)=ioest  donc  bien  une  limite  supérieure  du  nombre  de 
ses  racines  positives,  et,  si  le  nombre  des  variations  surpasse 
celui  des  racines  positives,  c'est  d'un  nombre  pair. 

1215.  Lorsque  le  premier  membre  d'une  équation  ne  pré- 
sente qu'une  variation,  cette  équation  admet  nécessairement 
une  racine  positii^-e,  et  une  seule;  car  la  différence  entre  le 
nombre  des  variations  et  celui  des  racines  positives,  devant 
êlre  un  nombre  pair  positif  (12H),  ne  peut  être  ici  que  zéro. 

1216.  Pour  toute  équation  à  coefficients  réels,  f{jc)  z=:  o,  le 
nombre  des  variations  du  premier  membre  de  la  transformée 
e/i— 07(1059)  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
négatives  de  l'équation  donnée  et,  lorsque  ces  deux  nombres 
ne  sont  pas  égaux j  leur  différence  est  un  nombre  pair. 

Cette  proposition  est  un  corollaire  immédiat  du  théorème 
de  Descaries  (1214);  car  la  transformée  en  —  j?  d'une  équa- 
tion a  précisément  pour  racines  positives  les  racines  négatives 
de  la  proposée. 

1217.  Quand  l'équation  /(.r)=:o  est  complète  (1210),  on 
n'a  pas  besoin  de  former  la  transformée  en  —x^  pour  avoir 
une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  négatives;  car 
toute  permanence  du  premier  membre  de  la  proposée  devient 
nécessairement  une  variation  du  premier  membre  de  la  trans- 
formée, et,  réciproquement,  les  signes  changeant  seulement 
de  deux  en  deux  lorsqu'on  passe  de  la  première  équation  à  la 
seconde  (1059). 

On  peut  alors  réunir  la  proposition  principale  et  son  corol- 
laire dans  l'énoncé  suivant  : 

Lorsqu' une  équation  est  complète,  les  nombres  de  variations 
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et  de  permanences  de  son  premier  membre  sont  respective- 
ment des  limites  supérieures  des  nombres  de  racines  positives 
et  négatives  qu'elle  peut  admettre,  et  les  différences,  quand 
elles  existent,  sont  des  nombres  pairs. 

1218.  Quand  l'équation  f{x)  mi  o  est  incomplète,  la  somme 
i'  -\-  ç'  des  nombres  de  variations  de  son  premier  membre  et 
de  celui  de  sa  transformée  en  —  x  ne  peut  pas  surpasser  son 
degré  m,  et  la  différence,  si  elle  existe,  est  un  nombre  pair. 

Supposons  que,  entre  deux  termes  consécutifs  du  premier 
membre  de  l'équation  incomplète  présentant  une  lacune,  on 
introduise  (avec  le  coefficient  o)  un  terme  affecté  d'un  signe 
quelconque.  On  aura,  par  exemple,  de  cette  manière  à  consi- 
dérer les  trois  termes 

Si  les  deux  termes  existants  sont  de  signes  contraires,  c'est- 
à-dire  présentent  une  variation,  il  est  clair  que  Tintroduction 
du  terme  intermédiaire  ne  modifiera  pas  le  nombre  des  varia- 
tions du  polynôme  el  ne  fera  que  changer  leur  ordre.  Si  les 
deux  termes  existants  sont  de  même  signe,  c'est-à-dire  ne 
présentent  aucune  variation,  il  est  clair  également  que  l'in- 
troduction du  terme  intermédiaire  ne  fera  naître  aucune  va- 
riation supplémentaire  ou  en  fera  naître  deux  nouvelles, 
suivant  que  ce  terme  intermédiaire  sera  affecté  du  même 
signe  que  les  deux  termes  qui  le  comprennent  ou  d'un  signe 
contraire. 

Ainsi,  chaque  fois  que  l'on  introduit  (avec  le  coefficient  o) 
un  terme  destiné  à  combler  une  lacune  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  incomplète,  on  laisse  intact  le  nombre 
(les  variations  ou  on  l'augmente  de  deux  unités. 

Il  en  résulte  que,  le  premier  membre  de  l'équation  donnée 
étant  rendu  complet  par  l'introduction  successive  de  ces 
termes  de  coefficient  o  et  de  signes  quelconques,  son  nombre 
(le  variations  restera  le  même  ou  croîtra  d'un  nombre  pair. 

Si  l'on  désigne  alors  par  Vi  et  v\  les  nouveaux  nombres  de 
variations  du  premier  membre  de  l'équation  complétée  et  de 
celui  de  sa  transformée  en  —x  traitée  de  la  même  manière, 
cl  par  2 Al  et  2k\  deux  nombres  pairs  positifs  qui  peuvent 
être  nuls,  on  aura 
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On  a  d*ailleurs  (1210) 

puisque  les  permanences  du  premier  membre  d'une  équalion 
complète  correspondeni  exaclemenl  aux  variations  du  pre- 
mier membre  de  sa  transformée  en  —  ^•(1217).  Il  vient  donc 

m  =  (•-!-  c'  -f-  À  Â'j  -h  -i  /  ', , 

(1011 

m  —  (  ('  -h  r'  )  ==  x  /i  I  -+-  2  k\         cl         r  -h  i»'    m . 

Linûtes  relatives  au  nombre  des  racines  imaginaires. 

1219.  Ce  qui  précède  permet  d'indiquer  des  limites  infé- 
rieures du  nombre  I  des  racines  imaginaires  d'une  équalion 

f\^x)  z=.  o. 

i**  En  conservant  les  mûmes  notations,  r  est  une  limite  su- 
périeure du  nombre  P  des  racines  positives  de  Téqualion 
f(x)=zo,  supposée  de  degré  m,  et  t'  une  limite  supérieure 
du  nombre  N  de  ses  racines  négatives.  Or  on  a  (1017  i 

et  il  en  résulte 

m        P    -\==:1, 

c'est-à-dire 

m  —  (v  H-  r')=I. 

Ainsi,  le  nombre  pair  (1218)  m  —  (^4-  »*')  est  une  iimile  infé- 
rieure du  nombre  I. 

a"  I)e  régalilé 

I  —  „i  _-  p  _  N, 

on  peut  déduire  également,  en  ajoutant  et  en  retrancli  ml 
dans  le  second  membre  v  -h  v'^ 

I  =:  (r  —  P)  -h  (<^'—  N)  4-  {m  —  r  —  v'). 

Mais  ^'—  N  et  /n  —  v  —  /sont (1216, 1218)  des  nombres  pairs 
positifs,  qui  peuvent  être  nuls.  On  a  donc 

K  r  -  P. 

Le  nombre  pair  r  —  Pe^',  par  consjqu.Mit,  une  limite  injc- 
rienre  du  nombre  I. 

Dk  C.  —  Cours,  IV.  ifi 


^ 

*' 


/ 
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1220.  3"  Une  lacune  quelconque  entre  deux  termes  de  même 
signe  et  une  lacune  composée  de  deux  termes  au  moins  [^) 
entre  deux  termes  de  signes  contraires  entraînent  respective- 
ment l'existence  de  deux  racines  imaginaires  au  moins. 

Représentons  (1218)  par  Av^  et  Bx'"  les  deux  lermes  entre 
lesquels  a  lieu  la  lacune  considérée. 

Supposons-les  d*abord  de  même  signe,  la  lacune  élant  quel- 
conque. 

Si  les  deux  termes  sont  de  même  parité,  c'est-à-dire  tous 
deux  de  degré  pairo^y  impair  (et  alors,  il  manquera  au  moins 
un  terme  entre  eux,  de  sorte  qu'on  aura  /i  —  r^  a),  ils  reste- 
ront encore  de  même  signe  dans  la  transformée  en  — x]  ils 
ne  donneront  donc  lieu  à  aucune  variation  dans  la  proposée 
et  dans  la  transformée.  Si  les  deux  termes  sont  de  parité  dif- 
férente, l'un  de  degré  pair,  l'autre  de  degré  impair  (et  alors, 
il  manquera  au  moins  deux  lermes  entre  eux,  de  sorte  qu'on 
aura  n  —  /'^  3),  ces  deux  termes,  de  même  signe  dans  la  pro- 
posée, seront  de  signes  contraires  dans  la  transformée  en 
—  x;  ils  donneront  donc  lieu  à  une  seule  variation  dans  la 
proposée  et  dans  la  transformée.  D'après  le  théorème  deDes- 
carles  (121^,  1216),  le  nombre  des  racines  réelles  possibles 
sera,  dans  les  deux  hypothèses,  au  moins  diminué  de  2. 

Supposons  maintenant  les  termes  considérés  de  signes  con- 
traires, la  lacune  entre  eux  étant  au  moins  de  deux  termes. 

Si  les  deux  termes  en  question  sont  de  même  parité  (et 
alors,  il  manquera  d'après  l'énoncé  au  moins  trois  termes 
entre  eux,  de  sorte  qu'on  aura  n  —  /^i),  ils  resteront  de 
signes  contraires  dans  la  transformée  en  —x]  ils  donneronl 
donc  lieu  à  deux  variations  dans  la  proposée  et  dans  la  trans- 
formée. Si  les  deux  termes  sont  de  parité  différente  (et  alors, 
kl  manquera  au  moins  deux  termes  entre  eux,  de  sorte  qu'on 
aura  ^i  — /■^3),  ils  donneront  une  variation  dans  la  proposée 
et  n'en  donneront  pas  dans  la  transformée;  ils  ne  fournironi 
donc  qu'une  seule  variation  dans  la  proposée  et  dans  la  trans- 
formée. Le  nombre  des  racines  réelles  possibles  sera  donc 
encore,  dans  les  deux  hypothèses,  au  moins  diminué  de  a. 

Finalement,  on  peut  dire  que  le  double  du  nombre  des  la- 


(')  On  se  rendra  facilement  compte  qu'une  lacune  d'un  seul  terme  entre 
deux  termes  désignes  contraires,  échappe, à  la  démonstration  que  nous 
allons  donner. 
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cunes,  telles  qu'on  les  a  définies,  est  une  limite  inférieure  du 
nombre  des  racines  imaginaires  de  V équation. 

1221.  Enfin  nous  indiquerons  une  dernière  limite  due  à 
Storm. 

4°  Soit  V équation  f{ijc)  =^o  et  a  un  nombre  positif.  Si  le 
nombre  des  variations  du  produit  (p(.r)  obtenu  en  multipliant 
f(x)  par  le  binôme  jc — a  surpasse  deik-^i  (1213)  le  nombre 
des  variations ,  du  multiplicande  f{x),  l'équation  proposée 
admet  au  moins  i  k  racines  imaginaires. 

Le  polynôme /(o^)  ayant  v  variations  et  l'équation  f{x)  =r  o 
ayant P  racines  positives,  le  polynôme  cp(x)  présentera,  par  hy- 
pothèse, r  -h  2  A  4-  I  variations,  tandis  que  Téquation  (p(^)  —  o 
aura  P  ■+- 1  racines  positives.  Il  en  résulte  que  celte  dernière 
équation  admettra  au  moins  (1219,  a'') 

(('-h2/-4- l)  —  (P  4- l)      OU      (p— P)H-2A- 

racines  imaginaires.  Et  comme  r  —  P  est  un  nombre  pair  po- 
sitif qui  peut  être  nul  (  1214),  et  que  l'équation  9  (jr)  =  o  a  les 
mêmes  racines  que  l'équation /(.r)  =  0,  sauf  la  racine  posi- 
tive a  introduite  par  la  multiplication,  on  voit  que  ^k  est  une 
limite  inférieure  du  nombre  des  racines  Imaginaires  de  Tè- 
(jaation/(.r)  =0. 

Exemples. 

\^±i,   I**  Soit  l'équation 

,r*  —  3  x^  -+-  '5  ./;*  —  7  .r  -h  i  =  o. 

Son  premier  membre  ayant  quatre  variations,  elle  peut  admettre  (121  ii 
un  nombre  de  racines  positives  égal  à  quatre,  à  deux  ou  à  zéro. 
La  transformée  en  —  x  étant 

et  son  premier  membre  présentant  une  seule  variation,  Téqualion  pro- 
posée admet  une  racine  négative  et  une  seule  (1215).  [On  voit  qu'on  a 
ici(l2l8jp-i-i''  =  m.] 

Comme  l'équation  donnée  est  du  cinquième  degré,  ces  rcnseignemcnis 
Huffiseat  pour  indiquer  quelle  peut  être  la  nature  de  ses  racines  :  clic 

aura 

4  rac.  pas.,     irac.  nég.,    o  rac.  imag., 

m  'j.  rac.  pos.,     1  rac.  nég.,     2  rac.  imag., 

'^«  o  rac.  pos.,     i  rac.  nég.,    4  rac.  imag. 
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9."  Soit  r équation 

Les  deux  premiers  termes  sont  de  signes  contraires  et  présentent  entre 
eux  une  lacune  composée  de  trois  termes.  L'équation  a  donc  au  moins 
(1220)  deux  racines  imaginaires.  Son  premier  membre  offrant  qualrc 
variations,  le  nombre  de  ses  racines  positives  est  4?  ^  ou  o.  Enfin,  la 
transformée  en  —  a:  étant 

x' —  SvT* —  ax*  —  X  —  10  -=  o, 

et  son  premier  membre  n'ayant  qu'une  variation,  Féquation  proposée 
admet  une  racine  négative  et  une  seule.  [On  voit  qu'on  a  ici  (1218) 
i'  -+-  f'  <  ni\. 
L'équation  donnée  étant  du  septième  degré,  elle  aura 

4  rac.  pos.,     i  rac.  nég.,     2  rac.  imag., 
ou  2  rac.  pos.,     1  rac.  nég.,    4  rac.  imag., 

ou  o  rac.  pos.,     1  rac.  nég.,    6  rac.  imag. 

3*  Soit  l'équation 

3x« —  7.1:'  —  I  =  o. 

Son  premier  membre  ne  présente  qu'une  variation,  et  il  en  est  de  même 
(lu  premier  membre  de  la  transformée  en  — x  qui  est 

3.r<»-i-  7^:' —  1  —  o. 

[On  voit  qu'on  a  ici  (1218)  c-ht''<m].  L'équation  proposée  admet 
donc  (1215)  une  seule  racine  positive  et  une  seule  racine  négative, 
(^omme  elle  est  du  sixième  degré,  elle  a  forcément  quatre  racines  ima- 
ginaires, et  la  nature  de  ses  racines  est  complètement  déterminée. 

Le  résultat  précédent  est  d'accord  avec  le  théorème  des  lacunes  (1220). 
Entre  les  deux  premiers  termes  du  premier  membre  do  Téquation,  qui 
sont  de  signes  contraires,  comme  entre  les  deux  derniers  termes  qui 
sont  de  même  signe,  il  existe  une  lacune  de  deux  termes.  II  en  résulte 
que  l'équation  doit  avoir  au  moins  2  x  2  ou  4  racines  imaginaires. 

4**  Soit  y  encore,  l'équation 

f(x)  =  X^  -h  X^  -r-X^-h  X  —  I  =^  o. 

Son  premier  membre  présente  une  variation,  tandis  que  celui  de  la 
transformée  en  —  .r, 

fi  —  -r)  —  x^ —  x^  -h  .r*  —  X  —  1  =  0, 

en  présente  trois.  L'équation  donnée  a  donc  une  seule  racine  positive 
(1215),  et  elle  peut  avoir  trois  racines  négatives  ou  une  seule  (1216)  : 
elle  a  donc  2  ou  4  racines  imaginaires. 
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On  voit  qu*on  a  ni  —  (^-hv')  =  i;  co  qui  indique  (1219,  i**)  au 
moins  deux  racines  imaginaires.  La  lacune  qui  existe  entre  les  deux  pre- 
miers termes  de  f(x)  conduit  à  la  môme  limite  inférieure  (1220).  En- 
fin la  limite  de  Sturm  (1221)  ne  donne  rien  de  plus;  car,  si  Ton  mul- 
tiplie/(a:)  par  le  binôme  x —  i,  on  trouve 

^(J^)  =/('i^)[.2^  — i]  =  x7  — .r<-h.r^—  'iX'hi. 

Ce  produit  renferme  quatre  variations,  tandis  que  f(x)  en  renferme 
une  seule.  L'excès  étant  2  +  i ,  la  limite  invoquée  montre  que  l'équation 
f{x)  =  0  &  au  moins  deux  racines  imaginaires  :  elle  peut  en  avoir 
quatre. 


Formes  du  théorème  de  Descartes  lorsque  l'équatioii  proposée 

a  tontes  ses  racines  réelles. 

1223,  On  peut  savoir  d'avance  qu'une  équation  a  toutes  ses 
racines  réelles.  Le  théorème  de  Descartes  prend  alors  Tune 
des  deux  formes  suivantes  : 

Lorsqu'une  équation  couplets  a  toutes  ses  racines  réelles,  le 
nombre  des  variations  et  celui  des  perm^anences  de  son  pre- 
mier  membre  représentent  respectivement  le  nombre  de  ses 
racines  positives  et  celui  de  ses  racines  négatives. 

Lorsqu'une  équation  incomplète  a  toutes  ses  racines  réelles^ 
le  nombre  des  variations  de  son  premier  membre  représente  le 
nombre  de  ses  racines  positives,  et  le  nombre  des  variations  du 
premier  membre  de  sa  transformée  en  —  x  représente  celui 
de  ses  racines  négatives. 

En  effet  : 

I**  L'équation  considérée  étant  complète  et  de  degré  m, 
supposons  qu'elle  ait  P  racines  positives  et  N  racines  néga- 
tives, son  premier  membre  présentant  v  variations  et  p  per- 
manences. 

Nous  aurons  à  la  fois,  d'après  l'hypothèse, 

m  =  P-i-N  =  p  -f-/>. 

Mais  on  a  (1217) 

vlP,        p>'S. 

Or,  si  Ton  avait  p  >  P,  on  devrait  avoir,  d'après  l'égalité  pré- 
cédente, />  <  N;  ce  qui  est  impossible. 
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On  a  donc  nécessairement 

i'  —  P,        /?  in  X. 

Jî'*  L'équation  considérée  étant  incomplète  et  de  degré  m. 
supposons,  en  conservant  les  autres  notations,  que  le  pre- 
mier membre  de  sa  transformée  en  —  a?  présente  v'  varia- 
tions. 

Nous  aurons  à  la  fois  (1218),  d'après  l'hypothèse, 

r  -h  v' im,         P  -h  N  =  m. 

Il  vient,  par  suite, 

i'  -h  r'^P  -f-N. 

MaisonaClâlV,  1216) 

r  1  P,         v'  l  N. 

Or,  si  l'on  avait  r  >  P,  l'inégalité  précédente  exigerait  qu'où 

eût,  par  compensation,  i^'<N;  ce  qui  est  impossible.  On  a 

donc 

V  =  P, 

et,  par  suite,  comme  on  ne  peut  pas  avoir  r'  <  N,  il  reste  eu 
même  temps 

1224.  Si  une  équation  de  degré  m  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  positives,  la  condition  (^  =  P  entraîne  ('  =  w;  si 
toutes  les  racines  sont  réelles  et  négatives,  la  condition  t^'=N 
entraîne  v'=zni  (1223). 

Toute  équation  qui  a  toutes  ses  racines  réelles  et  d'une  sblle 
ESPÈCE  est  donc  complète,  et  son  premier  membre  ne  présente 
que  des  variations  ou  des  permanences  (1217),  suivant  que 
toutes  les  racines  sont  positives  ou  négatives, 

1225.  Lorsqu'une  équation  y(j?)i=o  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  qu'on  multiplie  son  premier  membre  par  un  binôme 
«r  —  a  dont  le  second  terme  a  est  une  quantité  positive  y  le  pro- 
duit obtenu  9  (  j:^)  ne  renferme  qu'une  variation  de  plus  que  le 
m  u  Itip  licande  f{x). 

En  effet,  Téquation  f{jc)  =  0  ayant  P  racines  positives,  le 
nombre  des  variations  de  son  premier  membre  est  (1223,  a*») 
r  -  -  P;  Téquaiion  ©(.r)  zjzo  ayant  P  -+- 1  racines  positives,  le 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  4^; 

nombre  des  variations  de  son  premier  membre  est»  pour  la 
même  raison,  P  -+■  i  ou  t>  4- 1 . 
Ce  résultat  concorde  avec  ce  qui  a  été  dit  au  n*  1221. 


Détermination,  dans  la  môme  hypothèse,  du  nombre  des  racines 
réelles  comprises  entre  denx  nombres  donnés. 

1226.  Etant  donnée  une  équation /(j? )  =i::o  de  degré  //«,  on 
peut  former  une  suite  de  m  -f- 1  termes  avec  son  premier 
membre  et  les  m  dérivées  successives  de  ce  premier  membre 
(325).  On  a  ainsi 

(0        A-r),    f'{x),    f\x),    r{xu      ...,    /^-'(.r). 

Cela  posé,  l'équation  f{x)z=.o  ayant  toutes  ses  racines 
réelles,  si  l'on  substitue  à  la  place  de  x  dans  la  suite  indiquée 
deux  quantités  réelles  quelconques,  a  et  {3  >•  a,  et  si  l'on 
compte  les  variations  présentées  par  les  deux  séries  de  résul- 
lats  obtenus,  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant  de 
la  première  série  à  la  seconde  est  exactement  le  nombre  des 
racines  de  l'équation  f{x)  =o  qui  sont  comprises  entre  les 
deux  substitutions  a.  et  ^. 

Pour  le  démontrer,  diminuons  d'abord  de  a  toutes  les  ra- 
cines de  la  proposée  (1061),  c'est-à-dire  formons  la  transfor- 
mée Qn  X  -^  Cf.  qui  aura  aussi  toutes  ses  racines  réelles.  Le 
nombre  des  variations  de  son  premier  membre  sera  donc 
celui  de  ses  racines  positives  (1223),  qui  correspondent  évi- 
demment à  toutes  les  racines  de/(:r)  =o  supérieures  à  a  et 
sont  en  môme  nombre. 

Si  l'on  forme,  de  même,  la  transformée  en  ^-f-{3,  le  nombre 
des  variations  de  son  premier  membre  sera  celui  de  ses  ra- 
cines positives  ou  des  racines  de/(or)=o  qui  sont  supérieures 
à. 3. 

La  différence  entre  le  premier  et  le  second  nombre  de  va- 
riations représente  donc  précisément  le  nombre  des  racines 
ûef{x)  z=:o  comprises  entre  a  et  j3. 

Or  on  a,  d'après  la  série  de  Taylor  (326), 

V-^at)=/(a)-^/'(a)-^-^/"(a)f*-^Aa)-^'-^...^ 


—  y 

m 


•(x-?)=/(?)^/'(?)-{-.A?)7^.-A?),:r.,---/""(?)nr.:c-:^- 


^ 
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U  suint  donc  bien,  pour  avoir  le  nombre  cherché,  de  compter 
le  nombre  des  variations  perdues  par  la  suite  (i)  quand, 
après  y  avoir  remplacé  x  par  a,  on  y  remplace  x  par  (3. 

Ce  théorème  est  un  cas  parliculier  du  théorème  de  Fourier, 
que  nous  exposerons  plus  loin. 

1227.  Lorsqu'une  équation  /(j?)=iio  a  toutes  ses  racines 
réelles,  on  peut  reconnaître,  d'une  autre  manière  indiquée 
par  Jacobi,  combien  elle  a  de  racines  comprises  entre  deux 
nombres  donnés  a  et  [3  >  st. 

Effectuons  la  transformation  rationnelle  (105V) 

X  —  a  ,.   .  3  V  -4-  5J 


V  =:  ^ j         d'oii         X  ■=■-  - 

L'équation  o(/)  — /(  ---   —  J  —  o  a  aussi  toutes  ses  racines 

réelles,  et  ses  racines  positives  correspondent  évidemment 
aux  racines  réelles  de/(  j-)  =i  o  comprises  entre  a  et  (3  et  soni 
en  même  nombre. 

Le  nombre  des  variations  du  polynôme  <^(y)  fera  donc  con- 
naître le  nombre  cherché  (1223). 


Conditions  de  réalité  de  tontes  les  racines  d'nne  éqnation, 
à  l'aide  de  l'éqnation  anx  carrés  des  différences. 

1228.  Pour  trouver  ces  conditions,  il  suflit  d'appliquer  le 
théorème  de  Descartes  à  l'équation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  l'équation  proposée  (1151). 

En  effet,  si  l'équation  donnée/(x):=o  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  inégales,  les  carrés  de  leurs  différences  seront  des 
quantités  réelles  et  positives,  différentes  de  zéro.  Le  premier 
membre  de  V équation  aux  carrés  des  différences  9(5)  =o 
de^'ra  donc  élre  complet  et  ne  présenter  que  des  variations 
(122i). 

Cette  condition  nécessaire  est  en  même  temps  suffisante; 
car,  si  réquation/(vC)  =  o,  supposée  à  coefficients  réels,  avait 
des  racines  imaginaires,  ces  racines  seraient  deux  à  deux 
conjuguées  (1031).  Or,  le  carré  de  la  différence  de  deux  ima- 
ginaires conjuguées  est  une  quantité  essentiellement  négative 
(812).  Par  conséquent,  l'équation  aux  carrés  des  différences 
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0(5)  =  0  aurait  alors  forcément  des  racines  négatives;  son 
premier  membre  ne  pourrait  donc  plus  être  à  la  fois  complet 
et  ne  présenter  que  des  variations. 

1229.  Prenons,  par  exemple,  Téquation  du  troisième  degré, 
privée  de  son  second  terme, 

(i)  f{x)  =  .1'^-^ px  4-7  —  0. 

D'après  les  calculs  effectués  précédemment  (1152),  elle  a, 
pour  équation  aux  carrés  des  différences, 

(2)  ?(-)  =  3'-i-6/?3--+-  9/?*:;  -H  4/?'H-  '?.-J(i'^—  O. 

Pour  que  le  polynôme  9(5)  soit  complet  et  ne  présente  que 
des  variations,  il  faut  qu*on  ait  à  la  fois 

et  la  seconde  condition  renferme  implicitement  la  première. 

La  seule  condition  pour  que  l'équation  (i)  ait  ses  trois  racines 

réelles  est  donc 

4/>"^4-  277*<:i  o. 
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CHAPITRE  II. 

THÉORÈME   DE   ROLLE. 


Propositions  préliminaires. 

1230.  Nous  avons  déjà  donné  (633)  une  démonstralion  du 
théorème  de  Rollk,  très  générale,  due  à  M.  Ossian  Bonnet,  cl 
qui  ne  laisse  rien  à  désirer.  Nous  en  présenterons  ici  une 
nouvelle,  mieux  appropriée  au  but  que  nous  poursuivons  en 
ce  moment. 

Nous  commencerons  par  établir  le  lemme  suivant  : 

1231.  Etant  données  une  fonction  entière  f{x)  et  sa  déris'éc 
f'{x),  il  faut  prouver  que  ces  deux  fonctions  sont  toujours  dv 
signes  contraires  arant  que,  x  croissant,  on  atteigne  une 
racine  réelle  de  f{x)  zn  o,  et  toujours  de  même  signe  après, 

1°  L'équation  f(x)  =  o  n'a  pas  de  racines  égales. 

On  peut  alors  se  servir  de  la  série  de  Taylor  réduite  à  ses 
deux  premiers  termes  (680)  et  écrire 

f{x  -h  // )  --^/(.r)  ^  /if{x  ^  Bh), 

0  étant  une  quantité  positive  comprise  entre  o  et  i,  et/*  une 
quantité  aussi  petite  qu'on  voudra  en  valeur  absolue.  Si  a  est 
une  racine  réelle  de  l'équation /(j?)  =o,  on  ^f{a)  =o,  et  il 

vient 

f{a^/i)^hf.{a-i-e/i), 

d'où 

f~(a^rjh)~''' 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  a  donc  le  signe  de  //. 
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D'ailleurs,  on  peut  admettre  que /'{a  -hOh)  el/'{a  4-/0  ont 
le  même  signe,  puisqu'on  peut  supposer  h  assez  petit  en  va- 
leur absolue  pour  qu'il  n'y  ait  aucune  racine  de  l'équation 
f'(x)=:o  [non  plus  que  de  /{a^)^=^o]  entre  a  et  a-hh,  y 
compris  a  -h  h  (1027).  Par  conséquent,  le  signe  du  rapport 

sera  celui  de  /i,  c'est-à-dire  négatif  pour  h  négatif  ow  pour  x 
moindre  que  a  dans  les  limites  convenables,  positif  pour 
h  positif  ou  pour  x  plus  grand  que  a  dans  les  mêmes  li- 
mites. 

2*  L'équation  f{x)  =:  o  a  des  racines  égales, 

i  a  est  une  racine  réelle  de  réquation/(a:)  r=o  de  degré  //i, 

el/*(a:)  est  la  première  des  dérivées  successives  de  la  fonc- 
tion entière /(x)  qui  ne  s'annule  pas  pour  a?  =  a  (1089).  On 
a  alors,  en  désignant  par  h  une  quantité  qu'on  peut  supposer 
aussi  petite  qu'on  voudra  en  valeur  absolue,  et  en  appliquant 
la  série  de  Taylor  à/(^)  et  à  sa  dérivée/(.r)  [675,  676], 

l. a. 3.  ..//*'  I.2.J...(//    :-!)''  ^  1.2.3.  ../«* 

(«--//,-  — _ f"(ft)-r />'-»-^V/)     -i-...H r'(^o- 

1.2. >...!// 1)'  1.2.3...//*'  1.2. 3. ..(m — I)* 

On  en  déduit  par  division,  en  mettant  dans  le  second 
membre  de  chaque  égalité  le  coefflcient  du  premier  terme  en 
facteur, 

//  /;/«  —  « 

-^  /z*'        ^  //...(m— I)*'     ^    ' 

Si  l'on  fait  tendre  alors  k  vers  zéro,  la  fraction  qui  multi- 
plie -  dans  le  second  membre  de  celte  égalité  a  pour  limite 

l'unité,  de  sorte  que  le  signe  du  premier  membre  est  celui 
de  h.  Par  suite,  si  h  est  positifs  f{a  -+-  h)  et  f{a  -t-  h)  sont 
de  même  signe:  si  h  est  négatif,  f{a-\-h)  ei  f'{a-\-  h)  sont 
de  signes  contraires. 
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Séparation  des  racines  réelles  d'une  équation  à  Taide  du  théorème 

de  RoUe. 

1238.  On  peut  séparer  (1209)  les  racines  réelles  d'une 
équation /(j?)  =:o  de  degré  m  et,  par  conséquent,  trouver 
leur   nombre,  lorsqu'on    sait    résoudre    l'équation    dérivée 

Nous  supposerons  d'abord  que  l'équation  donnée  n'a  pas 
de  racines  réelles  multiples. 

Soient  a',  b\  c',  d',  . . .,  /i\  les  racines  réelles  de  l'équation 
dérivée.  Considérons  la  suite 

—  00,     a',     b\     c\     d',      ....     h',     -hoo, 

oi  substituons  successivement  ses  différents  termes  i^  la  place 
(le  X  dans  le  premier  membre  de  l'équation /(x)  —  o. 

Lorsque  deux  termes  consécutifs  donneront  des  résullals 
de  signes  contraires,  ils  comprendront  une  racine  réelle  de 
la  proposée  et  une  seule;  lorsque  deux  termes  consécutifs 
donneront  des  résultats  de  môme  signe,  ils  ne  comprendront 
aucune  racine  réelle  de  la  proposée  (1237). 

La  séparation  des  racines  réelles  de  l'équation  donnée  sera 
donc  ainsi  effectuée  d'une  manière  complète. 

Si  l'équation  dérivée,  de  degré  m  —  i,  a  /i  racines  réelles, 
la  suite  indiquée  présentera  n-hi  intervalles,  et  l'équation 
proposée  ne  pourra  pas  avoir  plus  de  /i-h i  racines  réelles. 

On  en  déduit  alors  immédiatement  une  limite  inférieure 
du  nombre  des  racines  imaginaires  de  la  proposée,  en  se 
rappelant  que  le  nombre  de  ses  racines  réelles  et  son  degré 
sont  toujours  de  môme  parité  (1028),  c'est-à-dire  que  le 
nombre  de  ses  racines  imaginaires  est  toujours  pair. 

1239.  Si  l'équation  f{x)r=o  avait  des  racines  réelles 
égales,  on  en  serait  averti  par  la  substitution  des  racines 
réelles  de  Téquation  dérivée,  dont  quelques-unes  annule- 
raient alors /(j:),  en  devenant  communes  à  Téquation  pro- 
posée et  à  Téquation  dérivée  (1089).  Rien  ne  serait  changé 
d'ailleurs  à  la  manière  d'opérer. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  dérivée  ait  trois 
racines  réelles  a',  b',  c\  L'équation  proposée  ne  pourra  pas 
avoir  plus  de  quatre  racines  réelles  (1238).  Admettons,  pour 
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un  instant,  qu'elles  soient  distinctes  et  représentées  par  «,  6, 
c,  d.  Nous  aurons,  dans  ce  cas  (1234),  la  suite  croissante 

—  X,     Qj     a\     by     b\     c,     c'y     d,     -h  oo. 

Si,  maintenant,  les  deux  racines  6  et  c  deviennent  égales 
entre  elles,  cest-à-dire  si  b  devient  racine  double  de  la  pro- 
posée, la  racine  intermédiaire  b'  se  confond  également  avec 
h  et  c,  et  les  deux  équations  /(a?)  =  o  et  /'{jc)  =  o  ont  une 
racine  commune.  Les  deux  intervalles  {b,b'),  {b\c)  sont 
remplacés  par  leur  limite  commune,  b'j  et  les  racines  de  la 
proposée  se  trouvent  séparées  à  Taide  de  la  suite 

—  oc,     a,     a\     b\     c',     d,     -h  oc. 

La  racine  double  b'  de  Téquation  considérée  est  déterminée 
directement,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  chercher  ses  deux  autres 
racines  a  et  d,  la  première  dans  l'intervalle  (—  oo,  a'),  la  se- 
conde dans  rinlervalle  (c\  -f-  oo). 

12V0.  On  peut  séparer  immédiatement  les  racines  réelles 
d'une  équation  du  troisième  degré  par  le  procédé  qu'on  vient 
d'exposer  (1238);  car,  l'équation  dérivée  étant  du  second 
degré,  on  sait  la  résoudre  directement. 

1241.  On  peut  aussi  appliquer  le  même  procédé  à  toute 
équation  du  quatrième  degré,  en  faisant  préalablement  dis- 
paraître son  second  terme  (106i). 

On  obtient  alors  une  équation  de  la  forme 

II)  O-^-f /?J7*-4- 7.r -4- /•  =r  o, 

dont  on  peut  former  la  transformée  en  —  (1067). 

On  a  alors  à  considérer  l'équation 
(2)  r.r*-h  <7-2"^-+-/?x*-h  I  =  o, 

qui  a  pour  équation  dérivée 

ou 

j:{!\rjr^-h  3qx  -\-  ip)  —  o. 

Celte  équation  dérivée  a  une  racine  nulle,  et  ses  deux 
autres  racines  sont  données  par  une   équation   du   second 
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degré.  On  peut  donc  séparer  les  racines  de  l*équa(ion  (2)  el, 
en  prenant  ensuite  les  limites  inverses,  celles  de  Téqua- 
tion  (1). 


Cas  où  l'équation  proposée  a  toatea  ses  racines  réelles. 

12(^2.  Lorsque  l'équation  f{x)  r=  o,  supposée  de  degré  m,  a 
toutes  ses  racines  réelles  et  simples,  il  en  est  de  même  de 
l'équation  dérivée  f  {x)  =  o,  et  deux  racines  consécutives  de 
chaque  équation  comprennent  nécessairement  une  racine  et 
une  seule  de  l'autre  équation. 

En  effet,  en  désignant  par  a^  b^  c,  d^  . , .,  A,  /,  les  m  ra- 
cines réelles  de  /(j:)  — o,  rangées  par  ordre  de  grandeur 
croissante,  on  voit  que  chacun  des  m  — 1   intervalles  de  la 

suite 

a,     hy     r,     dy      .  . .,     /i,     /, 

comprend  (1234<)  une  racine  réelle  et  une  seule  de  Téquation 
dérivée/'(:r)  =::  o,  puisque  cette  équation  est  de  degré  m  —  i. 
En  désignant  par  a',  b'y  c\  d\  ...,  h!y  les  m  —  i  racines 
réelles  de/'(cr)  =  0,  on  a  donc,  par  ordre  de  grandeur  crois- 
sante, la  nouvelle  suite 

oc,  Gy  n'y  by  b'y  Cy  C'y  dy  d'y  ...,  /l  y  ll\  /,  -+"00; 

et  les  racines  de  la  proposée  séparent  les  racines  de  l'équa- 
tion dérivée,  comme  celles-ci,  en  leur  adjoignant  les  deux 
limites  extrêmes,  séparent  les  racines  de  la  proposée. 

11  est  entendu  que,  lorsqu'on  saura  trouver  une  limite  su- 
périeure et  une  limite  inférieure  des  racines  réelles  d'une 
équation,  on  aura  soin  de  remplacer  -h  oo  et  —  oo  par  ces 
deux  limites. 

12^3.  Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  les  deux  équations 
f{x)z=zo  %\.f'{x)zizo  s'applique  identiquement  aux  deux 
équations /'(j:)  =  o  et/'(a:)=io,  etc. 

Il  en  résulte  que,  lorsque  l'équation /(x)  :ii:o,  de  degré  wi, 
a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  môme  de  toutes  les 
équations  dérivées  /'(x)  —  o,  /''(x)  =  o,  f"'{x)=.Oy  ..., 
ym-i(j.)_-o  [/'«(x)  est  une  constante],  dont  les  racines  se 
séparent  mutuellement. 

On   peut    déduire  de   cette  remarque   un   procédé  pour 
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trouver  les  conditions  de  réalité  de  toutes  les  racines  d'une 
équation  de  degré  donné.  Nous  en  présenterons  dans  un  in- 
stant deux  applications  importantes. 

124-4.  Il  nous  reste  à  considérer  le  cas  où  l'équation  donnée, 
ayant  toutes  ses  racines  réelles,  a  des  racines  égales* 

Désignons  les  racines  de  l'équation /(:r)  —  o,  de  degré  m, 
en  les  rangeant  par  ordre  de  grandeur  croissante,  par 

(i)  rt,,    rt„     «„     ...,     a^f 

» 

et  soient 

Pl9         Pl9         Pl9  •   •   •>         Pflf 

leurs  degrés  de  multiplicité.  On  aura 

Pi-^Pi-^Pz-^'  ..-ï-pn^rn. 

D'après  la  théorie  des  racines  égales  (1089),  Téquation  dé- 
rivée/'(a:)  —  o  admettra  les  mômes  racines  avec  des  degrés 
de  multiplicité 

de  sorte  qu'elle  a  /»  —  n  racines  confondues  respectivement 
avec  les  termes  de  la  suite  (i),  suite  qui  présente  n  - 1  in- 
tervalles. D'ailleurs  réquatîon/'(:r)  =i  o  ayant  en  tout  m  —  i 
racines  réelles,  il  en  reste  à  compter  (m  —  i)  —  (m  — /i), 
c'est-à-dire  /i  — i,  que  nous  désignerons  par  6,,  6„  6,,  ..., 
^«_i,  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Mais,  d'après  le  théo- 
rème de  Rolle  (1234),  l'équation  dérivée  doit  avoir  au  moins 
une  racine  réelle  comprise  entre  deux  termes  consécutifs  de 
la  suite  (i).  La  séparation  des  racines  se  trouvera  donc  en- 
core (1239)  efifectuée,  dans  l'hypothèse  que  nous  examinons, 
en  écrivant  la  suite 

—  00,    a,,    6,,    a„    ô,,    «3,    6„     ...,    a^-u     ^/»-i>    «^r^,     h- 00, 

comme  si  les  racines  multiples  étaient  des  racines  simples. 

Application  du  théorème  de  Rolle  à  la  recherche  des  conditions 
de  réalité  des  racines  de  l'éqnation  du  troisième  degré. 

1245.  Nous  pouvons  supposer,  pour  cette  recherche, 
l'équation  du  troisième  degré  privée  de  son  second  terme. 

Db  C.  —  Cours.  IV.  27 
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Car,  pour  faire  disparaître  le  second  terme  d'une  équation,  il 
suffit  (106^)  de  diminuer  ses  racines  d'une  quantité  ration- 
nelle, ce  qui  ne  modifie  pas  leur  nature  et  les  laisse  réelles 
ou  imaginaires  comme  elles  l'étaient  avant  la  transformation 
effectuée. 
Soit  donc  l'équation 

dont  nous  désignerons  les  racines  par  a,  b^  c,  en  les  rangeant 
par  ordre  de  grandeur  croissante. 
L'équation  dérivée  est 

(2)  3d?*-+-/7=c  o, 

et  les  racines  de  cette  équation  sont 


a'- 


sJ-\-     '■=-\/-f 


Si  les  trois  racines  de  l'équation  (i)  sont  réelles,  il  en  est 
de  même  des  racines  de  l'équation  (2)  [12fâ]. 
Une  première  condition  nécessaire  est  donc 

(a)  /?<o. 

Cela  posé,  nous  séparerons  les  racines  de  la  proposée  en 
écrivant  la  suite  (12<i>2) 


—  00,     a,     a\     hy     h\     c,     -4-  00, 

On  peut  déterminer  les  signes  des  résultats  obtenus  en 
substituant  les  termes  de  cette  suite  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i). 

En  faisant  ^--  —  00,  on  aura  un  résultat  négatif  puisque 
l'équation  (1)  est  de  degré  impair,  et  son  premier  membre 
conservera  le  signe  —  jusqu'à  ce  qu'on  fasse  x^-a^  première 
racine  de  l'équation  (1027).  Au  delà,  ce  premier  membre 
deviendra  et  restera  positif  jusqu'à  ce  qu'on  fasse  ^=r  ft;  il 
deviendra  et  restera  ensuite  négatif  jusqu'à  ce  qu'on  fasse 
X  —  c.  Enfin,  de  ^r  ^^  c  à  ^  —  -h  00,  il  restera  positif. 

On  en  conclut  que  la  substitution  x=-.  a'  doit  rendre  po- 
sitif le  premier  membre  de  l'équation  (1),  tandis  que  la  sub- 
stitution x^-b'  doit  le  rendre  négatif. 


r" 
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On  a  ainsi  à  satisfaire  aux  deux  inégalités 


4-(7>0, 


Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  Téqua- 
lion  (i)  a  nécessairement  (1027)  une  racine  réelle  entre  —  oo 
et  a',  une  autre  entre  a'  et  ô',  une  troisième  entre  b'  et  4-  00; 
elle  a  doiic  bien  ses  trois  racines  réelles. 

En  effectuant  les  calculs,  on  peut  mettre  les  inégalités  pré- 
cédentes sous  la  forme 


2 


<4)  -^i/-f>-^? 


3  V        3 


•p. 


Elles  ne  diffèrent  alors  que  par  le  signe  du  second  membre. 
D'après  la  première  condition  (a)  ou/?  <  o,  on  voit  que  leurs 
premiers  membres  sont  positifs.  Par  conséquent,  si  Ton  a 
q>o,  rînégalité  (3)  est  satisfaite  d'elle-même,  et  il  suffit  de 
considérer  l'inégalité  (4);  si  l'on  a  7  <o,  c'est  l'inégalité  (4) 
qui  est  satisfaite  d'elle-même,  et  il  suffit  de  considérer  l'iné- 
galité (3).  LMnégalité  dont  on  doit  tenir  compte  ayant  ses 
deux  membres  positifs,  on  a  le  droit  de  les  élever  au  carré 
{Alg,  élém,,  217).  Il  en  résulte  que  la  seconde  condition 
cherchée  sera  fournie  par  Tune  quelconque  des  inégalités  (3) 
et  (4)  élevée  au  carré.  On  a,  par  suite, 

27       4 
ou 

(P)  4/>'-h'i77«<o. 

La  condition  (P)  exige  évidemment  que  p  soit  une  quantité 
négative,  c'est-à-dire  qu'elle  renferme  implicitement  la  con- 
dition (a). 

En  résumé,  pour  que  l'équation  du  troisième  degré  privée 
de  son  second  terme  ait  ses  trois  racines  réelles,  la  condition 


^ 
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nécessaire  et  suffisante  est  exprimée  par  Tinégalité 
4/?*4-275'*<o    ou     (f)-+-(f)<o- 

Si  les  coefficients  de  Téqualion  (i)  satisfont  à  l'inégalité  con- 
traire 

4/?' -h  27^' >o, 

réquation  ne  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles.  Comme  le 
nombre  des  racines  réelles  est  toujours  de  même  parité  que 
le  degré  de  l'équation,  l'équation  (i)  a  alors  une  seule  racine 
réelle,  de  signe  contraire  à  son  dernier  terme,  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  (1010,  1031). 

Enfin,  si  l'inégalité  caractéristique  se  change  en  égalité  et 
si  l'on  a 

l'équation  (i)  a  toujours  ses  trois  racines  réelles,  mais  deux 
sont  égales  entre  e//^^  (1038;  2'»).  La  racine  double  et  la  racine 
simple  ont  d'ailleurs  pour  expressions  {loc.  cit,) 

^-     et     -^• 

2/>  p 

1246.  Soil,  par  exemple,  l'équation 

x'-r-  8.r  —  I  —  o. 

On  a  p  >  o.  L'équalion  donnée  n'a  donc  qu'une  racine  réelle  (1245)  qui 
est  positive  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 
Soit  encore  l'équation 

jc*  —  yx  —  7  =  0. 

La  quantité  4  />'  -t-  27  ^*  est  ici 

4(-- 7)3+ 27(^7)»    ou    —  28(7)2-^-27(7)»  <o. 

L'équation  donnée  a  donc  ses  trois  racines  réelles,  dont  une  positive 

et  deux  négatives  (i215,  1216). 

Soit  enfin  Téquation 

.r* —  3x  -T-  a  =  o. 


On  a  alors 

4^3-^27^*  —  —  4-^-7  H- ^7. 4  =  o. 


lî 


L'équation  donnée  a  donc  une  racine  double  égale  à ^  ou  à  -r  i 

n 

et  une  racine  simple  égale  à  ~  ou  à  —  a. 


r 

I  1247.   En  supposant  Téqualion  du  troisième  degré  com- 

plète et  de  la  forme 
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(j)  ae^-{'px'-^  qx -^  r^:i-.o, 

on  a  vu  (  1152)  que,  lorsqu'on  fait  disparaître  son  second  terme, 
elle  devient 


^-  ('  -  f  )  -  f 


^•H-  I  <7  —  V  I  ^  H ' ^  -^  '^  ~-  ^' 


Si  roQ  applique  alors  à  cette  dernière  équation  les  conditions 
(a)  et  (P)  trouvées  précédemment  (124-5),  il  vient 

(a)  <7  —  -y  <  o» 


(?)  4(^-^)Vq7 


^P'       P'1  ^r\<o. 


27  3 


La  seconde  condition  renferme  toujours  implicitement  la 
première,  et  il  suffit  de  conserver,  comme  condition  de  réa- 
lité des  trois  racines  de  l'équation  (i),  l'inégalité  ((3).  Cette 
inégalité  se  réduit,  en  effectuant  les  calculs,  à 

4^'  —  P^Ç*^  ^P^^  —  i8/?^r-f-  27  r*  <  o. 

Or  réquatiou  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  Té- 
quation  (i)  doit  avoir  toutes  ses  racines  positives  si  l'équa- 
tion (i)  a  toutes  ses  racines  réelles  (1228),  et  cette  équation 
aux  carrés  des  différences  est  (1152) 

-h  (4^' — P^Ç*-^  ^P^f  —  iS pqr  -h  27^*)  =  o. 

La  condition  ((3)  ci-dessus  exprime  donc  précisément  que 
le  premier  membre  de  cette  équation  ne  présente  que  des  va- 
riations (1224). 

On  voit  que,  pour  s'assurer  de  la  réalité  des  racines,  il  es 
beaucoup  plus  simple,  en  général,  de  faire  disparaître  d'abord 
le  second  terme  de  l'équation  (i). 
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Extension  aux  éqnations  trinômes  à  exposants  impairs. 

1248.  Considérons  encore  l'équation  trinôme 

(l)  /(JF)  =  x"»-»-/?^?'»-»- y  =  o, 

où  les  exposants  m  et  n  sont  supposés  impairs. 
La  transformée  en  —  x  de  cette  équation  est 

/(  —  X)  =  x'«  -  ■-  px"^  —  q  =  o. 

Désignons  par  v  et  \f'  les  nombres  de  variations  des  premiers  membres 
des  deux  équations. 

p^iq  peuvent  être  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  Si  tous  deux 
sont  positifs,  on  a  <^  -î-  t^'  =  i;  si  tous  deux  sont  négatifs,  on  a  r  -+-  i''  —  3. 
Si  p  est  positif  et  q  négatif,  on  a  <>-+-*''=  i;  si  /?  est  négatif  et  q  po- 
sitif, on  a  v-\-v'=  3.  Ainsi  l'équation  (i)  peut  avoir  (i2i5,  1216)  une 
ou  trois  racines  réelles.  Cherchons  les  conditions  correspondantes. 

L'équation  dérivée  est 

{^)      f('T)  —  mx'^-^  -h  Npx''-^=  mx"-*  I  ^"•-"H — ^  J  —  o. 

Si  p  est  positif,  l'équation  ii)  a,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  luie 
seule  racine  réelle;  et,  en  effet,  l'équation  dérivée  ne  peut  avoir  alors 
d'autre  racine  réelle  que  zéro. 

Si  p  est  négatif,  l'équation  (  i  )  peut  a^oir,  d'après  ce  qui  précède,  trois 
racines  réelles;  et,  en  effet,  l'équation  dérivée,  outre  les  racines  nulles 
qu'elle  admet  en  nombre  pair,  a,  dans  cette  hypothèse,  deux  racines 
réelles  données  par  l'équation 

np 
m 

Ces  deux  racines  réelles  ont  pour  valeur 

m—n    / 

tn 


rh      K/  -~     OU     ±:rt', 


puisque ~  est  une  quantité  positive  et,  l'indice  m  —  //,  un  nombre 

pair. 

Si  l'équation  proposée  a  alors  ses  trois  racines  réelles,  on  pourra,  en 
les  représentant  par  a,  b^  c,  former  la  suite  croissante  (1238) 


—  «,     a,     —  a' ,     6,     -r-  a',     c,     -i-  «. 

On  devra  donc  avoir 

/(— a')>o        et       /(-+-a')<o. 
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Réciproquement^  il  est  évident,  en  répétant  le  raisonnement  indiqué 
au  n°  1245,  que,  si  ces  conditions  sont  remplies,  l'équation  (i)  a  bien 
trois  racines  réelles. 

Ces  deux  conditions,  en  remplaçant  —  a!  et  t-  a'  par  leurs  valeurs, 
reviennent  à 

(-"v/^)"-K-"?~ï)"->«. 

On  en  déduit;  puisque  m  et  n  sont  impairs. 


m  n 


-{-"i)"'-^{-f)"' '-■»''• 


m  n 


c'est-à-dire 

m      r  n  — m  T 

-(-fri-K-fpJ^  -,. 

m      n  n  —  m~ï 

-(-ïr[-K-'frj<-" 

La  quantité  entre  crochets  dans  les  deux  inégalités  revient  à 


(-fr= 


m  —  n 

I  -4-  p 


En  divisant  les  deux  membres  des  deux  inégalités  par  cette  quantité 
négative  et  en  renversant  alors  leur  sens  {Alg.  élém,,  215),  on  trouve 
finalement 


m 


(3) 


-  (- 1) 


np\'^—''   ^      nq 


m  —  n 


7 


m 


\       m  /  m  —  n 

p  étant  négatif,  par  hypothèse,  si  q  est  positif,  Tinégalité  (3)  est  sa- 
tisfaite d'elle-même,  et  il  faut  seulement  tenir  compte  de  l'inégalité (4) 
qui  a  lieu  entre  quantités  positives.  Si  q  est  négatif,  c'est  rinégalité(4) 
qui  est  satisfaite  d'elle-même,  et  il  faut  seulement  tenir  compte  de  l'iné- 
galité (3)  qui  a  lieu  entre  quantités  négatives.  Or,  dans  les  deux  cas, 
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la  puissance  paire  m  —  ndu  second  membre  de  Finégalilé  conservée  sera 
moindre  que  la  puissance  m  —  /i  du  premier  membre. 

Ijà  seconde  condition  pour  que  Féquation  (i)  ait  trois  racines  réelles 
sera  donc  exprimée  par  la  seule  inégalité 


\m~-n)  \       m) 


m 


ou 


\m  /  \m  --  nj 

Il  est  évident,  m  étant  impair  et  m  —  n  étant  pair,  que  cette  condition 
comprend  la  première  [p  <  o],  et  qu'elle  ne  pourrait  être  satisfaite  si 
l'on  avait  p  >  o. 

En  résumé,  r équation  tritiôme  à  exposants  impairs  a  une  seule  ra- 
cine réelle,  lorsqu'on  a  /?>o;  elle  a  trous  reu^ines  réelles,  lorsque 
l'inégalité  (5)  est  satisfaite. 

Si  cette  inégalité  se  changeait  en  égalité,  l'équation  (i)  aurait  tou- 
jours trois  racines  réelles,  mais  deux  de  cet  racines  seraient  égaies 
entre  elles. 

En  effet,  cherchons,  en  employant  les  fonctions  homogènes  (1099), 
la  condition  pour  que  Téquation 

f{x)  —  j.*"*  -+-  /?,r"  -t-  ^  —  o 
ait  une  racine  double.  Nous  aurons  ici 

/(  .r,  //  )  =  X'«  -4-  pu^n -  n^n^  qu"» , 
fj.(x,  u  )  —  m-r*»-»  -+-  /ip/i'«-'»ar'»-', 
fn(x,  u)=  (m  —  n) pu"*-'^~  * x«  -f •  mqu'^^^ . 

Égalant  à  zéro  les  deux  dérivées  partielles,  après  y  avoir  fait  11=1, 
nous  aurons 

(m  —  n)px'^-r-  mq  —  o. 

On  peut  diviser  par  x»-«  les  deux  membres  de  la  première  équation, 
et  en  déduire  ensuite  la  valeur  de  x.  On  trouve  ainsi,  m  —  n  étant 
pair, 

m-n     I —    -• 
-r  ^        4    '  '^P 

La  seconde  équation  donne,  à  son  tour, 

n    / 

x  =  |/ '^ 

V         {m  —  n)p 
Les  deux  équations  considérées  devant  avoir  une  racine  commune 
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(i099)i  on  aura  la  condition  cherchée  en  égalant  les  deux  valeurs  de  x\ 
ce  qui  conduit  à 

m-n 


\  m        \         (w  —  n 


)P 


OU,  en  élevant  les  deux  membres  de   cette  égalité  à  la  puissance 
(m  —  n)n^  à 

On  en  déduit  facilement,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  «'«-'». 


(ï^-(;^^„^=- 


ce  qui  est  l'inégalité  (5)  changée  en  égalité. 

Remarque.  —  Si  Ton  suppose,  en  particulier,  m  =  3  et  /i  =  i  dans 
l'équation  (i)  et  dans  l'inégalité  (5),  on  retombe  sur  l'équation  du  troi- 
sième degré  et  sur  la  condition  connue  (124S) 


(f)"-(!)"<°- 


^ 
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CHAPITRE  III. 


SÉPARATION  DES  RACINES  RÉELLES  PAR  LA  MÉTHODE 
DE  M.  BUDAN.  -  THÉORÈME  DE  FOURIER.  —  MÉTHODE 
DE  LAGRANGE. 


Remarques  préliminaires. 

12W.  Quoique  le  théorème  de  Sturm  ait  rejeté  dansTombre 
les  tentatives  antérieures,  nous  croyons  utile  de  les  faire  con- 
naître. Elles  ont,  par  elles-mêmes,  un  grand  intérêt  et  peu- 
vent, dans  certains  cas,  conduire  plus  rapidement  au  but 
poursuivi.  Nous  exposerons  donc  d'abord  le  procédé  de 
M.  BuDAN  pour  la  séparation  des  racines  réelles,  le  théorème 
de  FouRiER  et  la  méthode  de  Làgrangb. 

1250.  Le  D""  Budan  présenta  à  l'Académie  des  Sciences, 
en  i8o3,  la  première  partie  de  la  méthode  imaginée  par  lui 
pour  la  résolution  des  équations  numériques  de  tous  les  de- 
grés; et  cette  première  Partie,  concernant  le  cas  où  toutes 
les  racines  de  l'équation  considérée  sont  réelles,  fut  approu- 
vée par  TAcadémie. 

En  1807,  il  publia  (*)  ce  premier  Mémoire,  avec  addition  de 
deux  autres  parties  où  il  s'efforçait  d'étendre  sa  méthode  à 
tous  les  cas,  sans  y  réussir. 

Enfin,  en  181 1,  il  communiqua  à  l'Académie  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  important  que  Fourier  avait  déjà  fait  con- 
naître dans  ses  Cours  à  l'École  Polytechnique,  et  auquel, 
après  avoir  expliqué  la  méthode  de  M.  Budan,  nous  conserve- 
rons la  forme  que  lui  a  donnée  son  illustre  auteur. 

(')  F.-D.  Budan,  D.  M.  P.,  Nouvelle  méthode  pour  la  résolution  des 
équations  numériques  d'un  degré  quelconque,  d'après  laquelle  tout  le 
calcul  exigé  pour  cette  résolution  se  réduit  à  l'emploi  des  deux  premières 
règles  de  TÀrithmétique.  —  Courcicr,  année  1807. 
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Méthode  de  M.  Budan. 

1251.  Cette  méthode,  quand  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion proposée  sont  réelles^  n'est  que  la  mise  en  œuvre,  pour 
ainsi  dire  arithmétique,  du  théorème  établi  au  n<^  1226  comme 
conséquence  du  théorème  de  Dbsgartbs,  et  énoncé  par  M.  Bu- 
dan à  la  page  26  de  sa  publication  de  1807. 

Pour  séparer  les  racines  positis^es,  M.  Budan  diminue  suc- 
cessivement les  racines  de  Téquation  donnée, /(x)  -jo,  des 
nombres  entiers  i,  2,  3,  . . .,  c'est-à-dire  qu'il  en  détermine 
(1061)  les  transformées  en  a?-f-i,  ^74-2,  a?  4- 3,  ....  Le 
nombre  des  variations  perdues  quand  on  passe  de  /(^)  à 
f{x  +  i)  est  le  nombre  des  racines  positives  de /(a?)  =1  o  qui 
tombent  entre  o  et  i,  et  auxquelles  correspondent  nécessai- 
rement dans  la  transformée  des  racines  négatives.  De  même, 
le  nombre  des  variations  perdues  quand  on  passe  àe  f{x  -f- 1) 
à /(a; -H  2)  est  le  nombre  des  racines  positives  de /(x)  1=0 
qui  tombent  entre  i  et  2;  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière, 
on  sait  combien  il  y  a,  respectivement,  de  racines  positives 
de/(x)  =0  entre  les  nombres  o,  i,  2,  3,  . . .,  et  Ton  connaît 
la  partie  entière  de  chacune  d'elles. 

On  continue  les  calculs  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une 
transformée /(x  -+-  n)  qui  n'ait  plus  que  des  permanences,  et 
le  nombre  n  est  alors  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de/(a;)=:o. 

Pour  séparer  les  racines  négatives  de  l'équation  donnée, 
on  considère  sa  transformée  en  —  x  (1059),  et  Ton  n'a  qu'à 
opérer  par  rapport  aux  racines  positives  de  celte  transformée 
comme  on  vient  de  l'expliquer,  puisque  ces  racines  positives 
répondent  aux  racines  négatives  de  la  proposée. 

Si  Tune  des  transformées  f{x-\-a)  a  zéro  pour  dernier 
terme,  réquation/(x  -+-  a)  =  o  a  une  racine  nulle,  et  l'équa- 
tion/(j7)=o  admet  la  racine  a.  La  racine  a  est  double, 
triple,  ...,  si  la  transformée  f{x-^a)  perd  ses  deux  der- 
niers, ses  trois  derniers  termes, 

Ainsi,  le  procédé  suivi  opère  la  séparation  deç  racines  sup- 
posées toutes  réelles,  en  faisant  connaître  directement  les 
racines  entières,  simples  ou  multiples. 

1252.  Les  calculs  sont  très  simples.  On  peut,  en  effet,  dé- 
duire les  transformées  les  unes  des  autres,  en  remarquant 


^ 
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que,  diminuer  de  i  les  racines  de /(^ -hi)  =0,  c'est  dimi- 
nuer de  2  les  racines  de  f{x)  =  o  ou  former  la  transformée 
/(a? -h  2);  que,  diminuer  de  i  les  racines  de /(a:  h- 2)  =0, 
c*est  diminuer  de  3  les  racines  de  /{x)  —  o  ou  former  la 
transformée /(^ -h  3),  etc.  Il  en  résulte  que  la  seule  subsli- 
tution  à  effectuer  sera  toujours  celle  de  l'unité. 
Ainsi,  en  partant  d'une  transformée  quelconque 

on  aura  (1061) 

m  (.r  4-1)  — 9(1)  -h  -^-^  J?H-  -1— ^-^  j:-' H- .  .  .-h ^ — J?". 

^  ^  I  1.2  1.2.3. ..m 

On  devra  donc  simplement  substituer  i  à  la  place  de  x 
dans  la  suite  renversée 

9'«(.r)  9'«-»(^)  ?^^(^)        ?^(-r)  .. 

j         •  •  •  >         t         -_ »         (^\JC}, 


1.2.3... m        1.2. 3. ..(m  —  i)  1.2  i 

pour  obtenir,  dans  la  transformée  cherchée,  les  coefficienls 
des  puissances  décroissantes  de  œ  depuis  m  jusqu'à  o. 

1253.  Une  fois  que  les  racines,  supposées  toutes  réelles, 
ont  été  séparées  et  déterminées  quant  à  leur  partie  entière, 
il  faut  pouvoir  en  approcher  davantage.  M.  Budan  trouve 
de  la  manière  suivante  le  chiffre  des  dixièmes,  des  cen- 
tièmes, etc.,  de  chaque  racine. 

Soit  toujours  l'équation /(j?)  —  o.  Supposons  que  a  soit  la 
partie  entière  d'une  certaine  racine  positive  x  comprise  entre 
les  entiers  a  et  a  -h  i.  Désignons  par  a',  a\  a",  . . .,  les  chif- 
fres décimaux  successifs  de  la  racine  œ. 

œ  —  a  étant  moindre  que  l'unité,  posons 

x' 
10 

x'  sera  moindre  que  10,  et  sa  partie  entière  sera  précisément 
a'.  Or,  pour  former  la  transformée  en  x\  il  suffit  (1057)  de 
multiplier  les  différents  termes  de  l'équation  en  j  [ou  de  la 
transformée /(j:^  H- a)  en  conservant  partout  le  symboles] 
parles  puissances  successives  10^,  10*,  10*, . . .,  10'"-*,  lo*". De 
l'équation  en  x  ainsi  obtenue,  on  déduira  de  nouveau  les  trans- 
formées en  jc  -h  I ,  J7.  -h  2,  o?  -f-  3,  . . . ,  JT  -h  9,  et,  dès  que  l'une 
d'elles  perdra  une  variation,  on  saura  comme  précédemment 
(1251)  quelle  est  la  partie  entière  de  x^  ou  la  valeur  de  a\ 


r" 
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On  posera  ensuite 

r" 
I         t         I 

•^  lo 


et  l'on  raisonnera  par  rapport  aux  trois  quantités  x\  a',  x^y 
comme  on  vient  de  le  faire  par  rapport  aux  trois  quantités  x, 
tty  x'.  On  multipliera  donc  encore  les  termes  successifs  de  la 
transformée  à  laquelle  on  se  sera  arrêté  pour  déterminer  a' 
par  les  mêmes  puissances  lo^  jo^  io*,  ...,  lo"*-^  lo"*,  et 
l'on  formera  les  transformées  en  x  -h i,  j?  -i-  ft,  x-\-Z,  . . ., 
x-i-9»  de  l'équation  ainsi  obtenue.  Dès  que  l'une  d'elles 
aura  perdu  une  variation,  on  saura  quelle  est  la  partie  en- 
tière de  ;r',  ou  quel  est  le  chiffre  a"  des  centièmes  de  la  va- 
leur décimale  de  la  racine  x^  etc. 

1254.  On  approche  ainsi  davantage  d'une  racine  dont  un 
ou  plusieurs  chiffres  sont  déjà  connus. 

On  peut  aussi  suivre  la  même  marche  pour  séparer  plu- 
sieurs racines  comprises  entre  deux  entiers  consécutifs, 
parce  que  les  variations,  perdues  à  la  fois  quand  les  racines 
considérées  ont  même  partie  entière  ou  mêmes  premiers 
chiffres  décimaux,  disparaissent  seulement  une  à  une  dès 
qu'on  atteint  un  chiffre  décimal  appartenant  à  l'une  de  ces 
racines  sans  appartenir  aux  autres. 

Cette  manière  d'opérer,  dans  le  cas  où  toutes  les  racines 
sont  réelles,  est  générale;  mais  les  calculs  sont  plus  ou  moins 
pénibles,  et  d'autres  méthodes  peuvent  être  préférables. 

Pour  ne  laisser  aucun  doute,  nous  donnerons  deux  exem- 
ples. 

1255.  i*  Trouver  les  racines  de  l'équation 

f{x)  =  .r^—  9X*-+-4-2?-T-i2  =  o, 

sac/tant  qu'elles  sont  toutes  réelles. 

Pour  les  séparer  ou  pour  obtenir  leurs  parties  entières,  nous  déter- 
minerons les  transformées  /(j^-î-i),  f{^-^  a),  etc.  Nous  aurons,  par 
exemple, 


I  1.2  1.2.3         •'      ^   /  1.2.3.4 

Mais 

/(4:)=4x»-i8x-f-4,    /V)  =  i2a:«— 18,    f'"(a:)  =  i£^x,    /»v(j7)  =  24. 


^ 


43o  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

On  aura  donc,  en  renversant  l'ordre  des  termes, 

/( J7  -h  I)  =  .r* -f-  4 .«-'*  —  3.r'  —  lox  -f-  8. 

C'est  en  opérant  de  la  sorte  et  en  continuant  comme  on  Ta  expliqué 
au  n*"  1252  qu'on  peut  former  le  Tableau  suivant  : 

f(x)  —  x^  —   gx^-h   ^x-i-iiÀy        2  var. 

/(.r-+- 1)  —  j:*-h  4x' —    34:' — lox-f-  8,         2  var. 
/(x-f- 2)  =  j:*-4- 8x'-r- i5.r*        o  o,        o  var. 

Les  deux  derniers  coefficients  de  /(j7-f-2)  étant  nuls,  2  est  racine 
double  de  réquation/(jr)  =  o  [1251],  eif{x)  est  divisible  exactement 
par  (x  — 2)*[1019].  Le  quotient,  a:*H-4^-+-3,  égalé  à  zéro,  conduit 
aux  deux  autres  racines  —  i  et  —  3  de  la  proposée,  qui  sont  nécessai- 
rement négatives,  puisque  la  dernière  transformée  /*(x-4-2)  ne  pré- 
sente que  des  permanences  (1226). 

Pour  les  trouver  d'après  la  môme  méthode,  on  prendrait  la  transfor- 
mée en  -   .r  de  l'équation  tp(j7)  —  x*-f-  4x  -+-  3  =  0.  On  aurait  ainsi 

tp( —  x)  =  ^(x)  —  X*  —  4-*^-^-  3  —  o, 

et  l'on  en  déduirait  le  Tableau  suivant  : 

^{x)  =  x^~-  ^x-^3,  2  var. 

^(x  -i-  i)  =  x^  —  'IX      o,  I  var. 

<]/(  j:  -4-  2  )  =  x*      o    —  I ,  I  var. 

^(  j? -h  3)  =  j:*-+- 2.r      o,  o  var. 

Le  dernier  terme  de  ^(^  -f- 1)  étant  zéro  comme  le  dernier  terme  de 
4'(.r-h  3),  la  transformée  <p(—  j:)  =  ^(x)  =  o  admet  la  racine  -i-i  et 
la  racine  -+-  3 [1251  ].  La  proposée  f(x)  =  o  admet  donc,  à  son  tour, les 
racines  négatives  —  i  et  —  3'. 

1256.  2°  Séparer  et  déterminer  à  0,001  près  les  racines  de  V équation 
f(x)  =  x'*  —  ix^  -h  x^ -^  6x  -i- 11  ~  Of 
sachant  qu'elles  sont  toutes  réelles. 

Nous  choisissons  cet  exemple  pour  réunir  deux  cas  en  un  seul 

(125i). 

On  a  ici 

f  (.r)  =    ix^—  iix^-^-^x-^Qy 

f  (.r)  =  12X*—  24 X  H-  2, 

f  {x)  =  'i^x  -24, 

/''(.r)  =  24, 


et  il  en  résulte 


/(.r-+- 1)  =x*—  5j7*-+-6. 
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On  peut  alors,  ea  poursuivant  de  la  même  manière,  établir  le  Ta- 
bleau ci-dessous  : 

f{x)  =  x^ — 4'^-^     jr'-h  ôxH-ï,  2  var. 

f{x  H-  1  )  — .  X*      o     —  Sx^       o    -h  6,  2  var. 

/(x  -+-  a  )  =  a:*  -h  4  -a^'  -H     j:*  — -  6x  h-  2,  2  var. 

/(x-+- 3)  =  rF*-h  8j7»-f- i94:*-+-i2J?-f- a,  o  var. 

3  est  donc  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  /(x)  =  o 
[i251],  et  il  en  existe  deux  entre  les  nombres  entiers  2  et  3  (1226). 
La  transformée  en  —  .r  est 

/(—  J7)  =  <p (.r )  =  .r*  H-  4  r' -4-  J^*  —  6 j:  -4-  2  =  o. 

On  peut  donc  former  le  Tableau 

ç(x)  =  jc*-»- 4x'-+-     j?* —  6x-h2,        2  var. 
<p(x-hi)  =  x^->r  8j:*h-  i9J7'-t-I2j:-t-  2,        o  var. 

I  étant  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  transformée 
en  —  x,  —  1  est  une  limite  inférieure  des  racines  négatives  de  la  pro- 
posée, et  cette  équation  a  deux  racines  négatives  entre  o  et  —  i ,  puisque 
ç(j:)  =  o  a  deux  racines  positives  entre  o  et  1 . 

Cherchons  à  séparer  les  deux  racines  positives  comprises  entre  2 
et  3,  en  les  exprimant  en  décimales. 

Il  faut,  pour  cela,  opérer  comme  il  a  été  dit  au  n"  1253.  Nous  pren- 
drons donc  la  transformée /(x-f- 2),  et  nous  multiplierons  ses  diffé- 
rents termes  par  les  puissances  successives  de  10,  depuis  10''  jus- 
qu'à 10^.  Nous  obtiendrons  ainsi  l'équation 

fi{x)  =  j:*-f-  40 j:' -f-  ioojt'  —  6000 x  -+-  20000  —  o, 

sur  laquelle  nous  n'aurons  qu'à  opérer  comme  nous  l'avons  fait  d'abord 
8ar/(x)  =  o,  pour  obtenir  le  chiffre  des  dixièmes  de  chacune  des  ra- 
cines comprises  entre  2  et  3.  Nous  aurons  le  Tableau  suivant  : 

y*,  (  r)  =  X*  -i-  40 x*  -4-   loox*  —  6000X  -H  20000,        2  var. 

/i(j:h- i)  =  j:*-h  44-2^^-  226JC* — 5676X-+- i4i4ij  2  var. 

/i(x-^2)=:x*H-48x»-i-   364.r«— 5o88x-+-  8736,  2  var. 

/i(x-4- 3)  =  jr*-h  52x'-f-  5i4x* — i'iiix -\-  4061,  2  var. 

/i(jr-+- 4)  =  x*-f- 56x'-h  676X*— 3024x4-  4i6,  2  var. 

/i(x-t- 5)  =  x*-i- 6ox'-H   85ox'— i5oox—  1875,  i  var. 

/i(x-f-6)  =  x*-4-64x»H-io36x>-4-    384x—  2464,  i  var. 

/i(x-f- 7)  =  x*-h  68x«-^i234x*-4- 2652X —  979,  I  var. 

/i(xH- 8)  =  x*-+- 72x»-i-i444x*-j- 5328x-4-  2976,  o  var. 

Ce  Tableau  montre  qu'une  seule  variation  disparaît  quand  on  passe 
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de  /i(  j:  -h  4)  à  /i(x  4-  5),  et  ensuite,  quand  on  passe  de  /i(x  -r-  7)  à 
/i(»r  +  8).  La  première  racine  a  donc  4  peur  chiffre  des  dixièmes  et 
est  égale  à  2,4,  ...,  tandis  que  la  seconde  racine  a  7  pour  chiffre 
des  dixièmes  et  est  égale  à  2,  7,  — 

On  peut  opérer  de  même  pour  trouver  le  chiffre  des  centièmes  de 
chaque  racine,  en  partant  des  deux  transformées  /i(x  -r-  4  )  et/i  (x  -h  7 1 
et  en  multipliant  d'abord  leurs  différents  termes  par  les  puissances 
successives  de  10;  etc. 

En  continuant  les  calculs,  on  obtient  pour  les  deux  racines 

2,4M«  •  •  •    et    2,732,  .... 

Pour  déterminer  également  les  chiffres  décimaux  des  deux  racines 
comprises  entre  o  et  —  1,  il  faut  partir  de  la  transformée  en  — x  ou 
de  réquation  (p(x)  =  o,  et  lui  appliquer  le  même  algorithme. 

Mais,  comme  il  arrive,  fortuitement,  que  «p(x)  et  /(x-h  2)  xe  con- 
fondent y  il  est  clair  qu'on  retombera  sur  les  transformées  ci-dessus 
calculées  et  sur  les  mêmes  chiffres  décimaux,  de  sorte  que  les  deux  ra- 
cines négatives  de  réquation/(xj  =  o  sont  immédiatement 

—  0,4 '4»  •••     et    — 0,782,  .... 

1257.  On  remarquera  que,  lorsque  les  racines,  supposées 
toutes  réelles,  sont  très  rapprochées  et  présentent  plusieurs 
décimales  communes,  la  méthode  précédente  devient,  lors- 
qu'on veut  parvenir  à  les  séparer  complètement,  très  longue 
et  rebutante. 

Il  y  a  plus.  Si  l'on  n'est  pas  renseigné  sur  la  nature  des  ra- 
cines, si  Ton  ne  peut  pas  affirmer  qu'elles  sont  toutes  réelles, 
le  théorème  du  n°  1226  cesse  d'être  applicable,  et  deux  va- 
riations perdues  d'une  transformée  à  l'autre  peuvent  corres- 
pondre aussi  bien  à  l'existence  de  deux  racines  réelles  qu*à 
celle  de  deux  racines  imaginaires  (1259).  Dans  ce  dernier 
cas,  on  chercherait  en  vain  à  séparer  ces  deux  racines,  et  les 
calculs  indiqués,  poursuivis  indéfiniment,  ne  donneraient 
rien.  C'est  là  une  objection  insurmontable,  qui  rend  la  mé- 
thode de  M.  BuDAN,  quelque  utile  qu'elle  puisse  être  dans 
certains  cas,  absolument  insuffisante. 

Théorème  de  Fonrier. 

1258.  Ce  théorème,  auquel  on  donne  souvent  le  nom  de 
M.  Budan  (1250)  en  s'appuyant  sur  la  priorité  qui  lui  serait 
acquise  par  suite  de  la  présentation  de  son  dernier  Mémoire 


r 
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àrAcadémie  des  Sciences,  en  1811,  nous  semble  néanmoins 
devoir  être  désigné  par  le  nom  de  Foukibr. 

Bien  qu'il  se  soit  occupé  toute  sa  vie  de  celte  question, 
l'ouvrage  (*)  qui  contient  les  travaux  de  ce  grand  géomètre 
sur  la  résolution  des  équations  numériques  n'a  été  publié 
qu'un  peu  plus  d'un  an  après  sa  mort  par  Navibr. 

On  trouve  dans  V Avertissement  de  l'éminent  éditeur  les 
preuves  les  plus  évidentes  des  droits  de  Fouribr.  Nous  nous 
bornerons  à  renvoyer  le  lecteur  aux  pages  xvij,  xviij,  xix  de 
cet  Avertissement,  où  il  est  établi  que  Fourier  a  exposé  pu- 
bliquement son  théorème  dans  ses  Cours  à  l'École  Polytech- 
nique ,  avant  et  après  l'expédition  d'Egypte ,  c'est-à-dire 
en  1797  et  dans  les  premiers  mois  de  i8o3. 

Or  il  nous  paraît  impossible  de  ne  pas  regarder  comme 
assimilables  à  une  véritable  publication  des  Leçons  orales 
données  à  l'École  Polytechnique  ou  dans  tout  autre  établisse- 
ment d'enseignement  supérieur,  et  de  ne  pas  admettre  en 
témoignage  les  Notes  rédigées  par  les  meilleurs  élèves  au 
sortir  de  ces  Leçons  et  conservées  par  eux. 

Ajoutons  que  c'est  l'énoncé  même  adopté  par  Fouribr  et  sa 
belle  démonstration  qui  ont  survécu  seuls;  ajoutons  encore 
que  c'est  en  s'inspirant  de  ses  recherches  que  Sturh  a  été 
conduit  à  sa  découverte  capitale.  Il  y  a  là,  sans  doute,  une 
raison  péremptoire  pour  laisser  à  l'auteur  de  la  Théorie  ma- 
thématique de  la  chaleur  l'un  des  titres  de  gloire  auquel  il 
attachait  le  plus  d'importance,  en  ne  séparant  pas  son  nom 
du  résultat  de  ses  profondes  et  persévérantes  études. 

1259.  Théorème  db  Fouribr.  —  Soient  une  équation  f{x)  =  o, 
de  degré  m,  et  la  suite  formée  par  son  premier  membre  et  ses 
m  dérivées  successives, 

(•)        /(^),  /'(^).  /'(^),  •••.  /'"(^)- 

Si  l'on  substitue  à  la  place  de  x,  dans  la  suite  indiquée, 
deux  quantités  réelles  quelconques,  a  e^  (3  >•  a,  et  si  l'on 
compte  les  variations  présentées  par  les  deux  séries  de  ré- 
sultats obtenus,  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant 
de  la  première  série  à  la  seconde  est  une  limite  supérieure  du 

(')  Analyse  des  équations  déterminées,  par  M.  Fourier.   —   Firmin 
Didot  frères,  i83i. 

Db  C.  —  Cours,  IV  a8 


^ 
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nombre  des  racines  réelles  de  V éq nation  f{x)z=:  o^  comprises 
entre  les  deux  substitutions  a  et  (3,  et  la  différence  entre  cette 
limite  et  le  nombre  des  racines  réelles  dont  il  s'agit,  diffé- 
rence qui  peut  être  nulle,  est  toujours  un  nom^bre  pair. 

Quand  on  fait  croître  x  d*une  manière  continue,  les  signes 
des  valeurs  prises  par  les  fonctions  de  la  suite  (i)  ne  peuvent 
changer  que  lorsque  x  atteint  et  dépasse  une  racine  des 
équations  obtenues  en  égalant  ces  fonctions  à  zéro  (1027). 

Admettons  que,  pour  x^=:a^  une  ou  plusieurs  fonctions 
consécutives  de  la  suite  (i)  s'annulent,  et  représentons  ces 
fonctions  par 

(2)  f^{x),    f^^'{x),     ...,    /t^^«->(^), 

le  nombre  n  pouvant  se  réduire  à  l'unité  et  Tindice  /x  à  zéro, 
auquel  cas  a  est  une  racine  de  réqualion/(d;)  =  o.  Comme 
la  dernière  fonction  de  la  suite  (i),  f'^{oc)y  est  une  con- 
stante (325),  rindice  fx-h/i  — 1  peut  être,  au  plus,  égal 
à  m  —  I . 

Formons  une  troisième  suite,  en  ajoutant  à  la  suite  (2)  la 
première  fonction /i*"^'*(j:)  qui  ne  s'annule  pas  pour  j:=  a. 
Nous  aurons 

(3)  f^{x\    f^^'ix),     ...,    f^^--'{x\    p-^^{x). 

Si  h  désigne  alors  une  quantité  positive  aussi  petite  qu'on 
voudra,  les  n  -f  i  termes  de  la  suite  (  3)  offriront  toujours  n  va- 
riations pour  xz=za  —  h  et  n  permanences  pour  xz^^a^h 
(1233). 

Cela  posé,  considérons  successivement  les  deux  hypo- 
thèses fjL  — o  et  fx>o.  Dans  le  premier  cas,Ma  suite  (2)  com- 
mence h/(x);  dans  le  second,  elle  commence  à  un  terme 
(jueiconque  de  la  suite  (i). 

Si  Ton  a  fx  —  o,  les  /i  premiers  termes  de  la  suite  (i) 
s'annulent  pour  x.-a^  a  est  une  racine  multiple  d'ordre  n 
de  réquation  /(a7)  =  o,  et  les  /i -f  i  premiers  termes  de  la 
même  suite  perdent  n  variations  quand  on  passe  de  la  sub- 
stitution x—.a  —  h  h  la  substitution  x  —  a-^h{  1233),  c'est- 
à-dire  autant  de  variations  que  a  est  de  fois  racine  de/{x)  —  o. 

Si  l'on  a  fJL  >  o,  on  peut  ajouter  à  la  suite  (3)  le  terme  qui 
précède y>(.37),  et  former  une  nouvelle  suite 


fT"' 
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comprenant  /?  4-  2  termes.  Il  faut  alors  distinguer  entre  n  pair 
et  n  impair. 

Si  n  est  un  nombre  pair  2k,  a  est  une  racine  multiple 
d'ordre  pair  2  A-  de  réquation/i*(a;)  =  o  (  1089).  Il  en  résulte 
que/i*(j?)  conserve  son  signe  avant  et  après  a,  c'est-à-dire 
de  xz=ia  —  h  à  x^^a-hh  (1029).  /^~H^)  conserve  aussi 
son  signe  dans  le  môme  intervalle,  puisque  a  n*est  pas  ra- 
cine de  l'équation /i^~' (or) —  o.  D'ailleurs,  le  théorème  du 
n*»  1233  reste  toujours  applicable  à  la  suite  (3).  Par  consé- 
quent, la  suite  (4)  perd  seulement  n  ou  2k  variations,  quand 
on  passe  de  la  substitution  a  —  A  à  la  substitution  a -h  h. 

Si  n  est  un  nombre  impair  2/04-1,  a  est  une  racine  mul- 
tiple d'ordre  impair  2k-hi  de  l'équation /^^(j:)  =  o,  et  la 
suite  (3)  perd  n  ou  2A-4-1  variations,  quand  on  passe  de 
x  —  a  —  h  à  xziza-^h.  Mais,  dans  le  môme  intervalle, 
f^~^{x)  conserve  son  signe,  tandis  que/^*(a:)  en  change  né- 
cessairement (1029).  Il  y  a  donc  forcément  dans  cet  inter- 
valle une  variation  gagnée  ou  perdue  entre  les  deux  premiers 
lermes  de  la  suite  (4),  selon  que  ces  termes  étaient  de  rnême 
signe  ou  de  signes  contraires  pour  x:=a  —  h.  Par  consé- 
quent, la  suite  (4)  perd  alors  un  nombre  de  variations  égal 
à  (2/:  + I  )  db  I,  c'est-à-dire  qu'elle  perd  2  A:  ou  2X:h-2  varia- 
lions,  quand  x  passe  dea  —  /làa-h/i. 

Ainsi,  lorsqu'on  a  /x>o  et  que  n  termes  consécutifs  de  la 
suile  (i),  à  partir  du  terme  f\^{x),  s'annulent  pour  a?  =  a,  la 
suite  (4)  perd  toujours  un  nombre  pair  de  variations  [2Â:  ou 
2Ar4-2],  quand  on  passe  de  xrnza  —  h  à  x-za~\-h,  et  ce 
nombre  pair  positif  ne  peut  se  réduire  à  zéro,  d'après  l'alinéa 
précédent,  que  si  l'on  a  /i  =  i. 

En  résumé,  x  croissant  depuis  le  nombre  donné  a  jusqu'au 
nombre  donné  (3,  on  voit  que,  chaque  fois  que  la  valeur 
atteinte  par  x  annulera  quelques-uns  des  termes  consécutifs 
de  la  suile  (ï),  autres  que  le  premier  terme,  cette  suite  per- 
dra un  nombre  pair  de  variations;  mais  que,  lorsque  la  va- 
leur atteinte  par  x  annulera  le  premier  terme  lui-même  ou 
sera  une  racine  (d'ordre  n)  de  l'équation /(j?)  =  0,  la  suile  (1) 
perdra  précisément  n  variations. 

N  étant  le  nombre  total  des  racines  réelles  de  /(x)^o 
{simples  ou  multiples),  comprises  entre  a  et  (3,  la  suite  (i) 
perdra  donc,  lorsqu'on  passera  de  la  substitution  x=zah  la 
substitution  j?  —  (3,  un  nombre  de  variations  représenté  par 
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N  -h  2K,  2K  étant  un  nombre  pair  positif  qui  peut  être  nul. 
C*estce  qu'il  fallait  démontrer. 

1260.  Ce  théorème  remarquable  conduit  naturellement 
(1226)  à  une  limite  inférieure  du  nombre  des  racines  imagi- 
naires  de  Véquation  f{œ)=^o.  Si  2K  n'est  pas  nul,  2K  est 
cette  limite. 

En  conservant  les  autres  notations  du  numéro  précédent, 
désignons  par  Ni  et  Nj  les  nombres  de  racines  réelles  de  Té- 
quation  /(  j?)  =  o,  comprises  d'une  part  entre  —  00  et  -h  a  et, 
d'autre  part,  entre  (3  et  (3  -h  00.  Soient  Ni-h2Ki  et  N2  4-2Kj 
les  nombres  de  variations  perdues  par  la  suite  (1),  relative- 
ment aux  substitutions  —  c»  et  a  d'une  part  et  aux  substitu- 
tions p  et  +  00  d'autre  part. 

Pour  07  =  — 00,  la  suite  (i),  composée  de  m  -h  i  termes,  ne 
renferme  que  des  variations  et,  pour  ^  — h-oo,  que  des  per- 
manences (1005).  Comme  on  peut  aller  de  —00  à  -h  x,  en 
passant  d'abord  de  j?  =  —  00  à  x  =  a,  puis  de  ^  =  a  à  x  =  3, 
et  enfin  de  j?  =  (3  à  x  =  -h  00,  on  a  nécessairement 

Ni-+-2Ki-hN  -h2K-f-N,-t-2Kj=/n. 

Le  nombre  I  des  racines  imaginaires  de  l'équation /(j7)  =  o 
étant  égal  à 

/7i-(Ni-hN-+-N,), 
on  a 

I--2K,-^2K-+-2K,        ou        U2K. 

1261.  Il  est  clair  que,  si  toutes  les  racines  de  l'équation 
/{ac)  =  0  sont  réelles,  le  nombre  de  variations  perdues  de  la 
substitution  oc  à  la  substitution  (3  est  exactement  le  nombre 
des  racines  de/(x)  =  0  comprises  entre  a  et  (3. 

En  effet,  la  condition  1  —  o  entraîne  nécessairement  (1260) 
la  condition 

2K,-!-2K4-2K,=:0 

et,  en  particulier,  2K  =  0,  de  sorte  que  le  nombre  de  varia- 
tions perdues  de  la  substitution  a  à  la  substitution  j3  se  con- 
fond avec  le  nombre  N  des  racines  réelles  comprises  entre  a 
et  (3.  On  retrouve  ainsi  immédiatement  le  théorème  du 
n«  1226. 

1262.  II  peut  arriver  que  l'un  des  nombres  limites  substi- 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  4>^7 

tués  à  la  place  de  a:,  a  par  exemple»  annule  un  ou  plusieurs 
termes  de  la  suite  (i).  Comment  compter  alors  les  variations 
de  la  suite? 

FotiRiBR  tourne  la  difficuUé  en  substituant  successivement 
a  —  A  et  a  +  A  au  lieu  de  a  (la  quantité  positive  h  étant  aussi 
petite  qu'on  voudra),  et  en  appliquant  ce  qu'il  appelle  la 
règle  du  double  signe  (*).  Il  nous  parait  plus  simple  de  sub- 
stituer seulement  a  — h.  En  effet,  supposons  que  <x  annule 
les  termes  de  la  suite  (3)  [1259]»  sauf  le  dernier.  On  sait,  sans 
qu'aucun  nouveau  calcul  soit  nécessaire,  que,  pour  j;  =  a  —  A, 
cette  suite  ne  présentera  que  des  variations  (1233).  On 
n'aura  donc  qu'à  chercher  combien  de  ces  variations  dispa- 
raissent lorsqu'on  fait  a:  =  (3. 

De  même,  si  p  annule  les  termes  de  la  suite  (3),  sauf  }e 
dernier,  on  pourra  substituer  (3  -h  A  au  lieu  de  p.  On  sait 
que,  pour  x  r=  j3  -+-  A,  cette  suite  ne  présentera  que  des  per- 
manences (1233).  On  n'aura  donc  qu'à  regarder  comme  per- 
dues toutes  les  variations  obtenues  par  la  substitution  j:  =:  a. 

1263.  Le  théorème  de  Descartbs  est  une  simple  consé- 
quence du  théorème  de  Fooribr. 

En  effet,  appliquons  ce  dernier  théorème  à  la  suite  (i)  [1259], 
en  supposant  d'abord  que  l'équation /(^)  i=  o  est  complète  et 
que  le  premier  terme  de  /(^)  est  positif,  et  en  choisissant 
pour  nombres  limites  «  =  o  et  p  —  -f-  oo. 

Pour  a7  =  a  =  o,  la  suite  (i)  se  réduit  évidemment  aux 
coefficients  mêmes  de  l'équation  /{a:)  =  o,  pris  avec  leurs 
signes  (abstraction  faite  de  multiplicateurs  numériques  es- 
sentiellement positifs). 

Pour  x  =  p=r-hoo,  la  même  suite  ne  renferme  que  des 
permanences  (1005). 

Il  en  résulte  que  le  nombre  des  variations  du  premier 
membre  de  l'équation /(j?)  =  o  est  égal  (1259)  à  P  -+-  aK,  en 
désignant  par  P  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 
comprises  entre  o  et  4-00,  c'est-à-dire  le  nombre  de  ses  ra- 
cines positives,  et  par  2K  un  nombre  pair  qui  peut  être  nul. 
C'est  précisément  le  théorème  de  Descartes  (1214.). 

Si  l'équation /(x)  :=o  est  incomplètey  la  première  substitu- 
tion xr=  a  =  o  peut  annuler  quelques  termes  de  la  suite  (i). 

(')  Analyse  des  équations,  p.  io3. 
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Mais,  au  lieu  de  substituer  o,  on  peut  substituer  —  hei-hh 
et,  si  l'équation  /{a:)  =io  n'a  pas  de  racines  nulles,  le  nombre 
des  variations  perdues  en  passant  de  a:=i — h  à  x^=-hh  se 
réduit  à  un  nombre  pair  (1259).  On  arrive  donc  au  même 
énoncé,  en  substituant  4- /t  et  -t-00  au  lieu  de  o  et  4-00, 
puisque  h  peut  être  pris  assez  petit  pour  qu'il  n'y  ait  aucune 
racine  positive  entre  o  et  h. 

126&-.  Pour  appliquer  le  théorème  de  Fourier  à  la  sépara- 
tion des  racines  de  Téquation /(a-)  =  0,  on  opère  comme  il 
suit. 

Admettons  qu'on  ait  déterminé,  comme  nous  le  montre- 
rons plus  tard  (voir  le  Chap,  VI  du  présent  Livre),  une  limite 
inférieure  L'  des  racines  réelles  de  Téquation  et  une  limite 
supérieure  L  de  ces  mêmes  racines.  On  substituera  aloi*s 
dans  la  suite  (i)  [1259] 

(0  /(.^).   /'('^O,   /'(.r),    ..'-,   /'M^), 

des  quantités  croissantes  depuis  L' jusqu'à  L,  en  faisant  va- 
rier ces  quantités  suivant  la  loi  qui  semblera  le  plus  conve- 
nable, et  l'on  examinera  de  quelle  manière  les  nombres  de 
variations  de  la  suite  se  comportent  d'une  substitution  à 
l'autre. 

Si  deux  substitutions  consécutives  ne  font  perdre  aucune 
variation  à  la  suite  (1),  il  n'y  a  aucune  racine  réelle  de  l'équa- 
tion proposée  entre  les  deux  nombres  substitués. 

Si  deux  substitutions  consécutives  répondent  à  la  perte 
d'une  seule  variation,  les  deux  nombres  substitués  compren- 
nent une  racine  réelle  de  l'équation,  et  une  seule. 

Si  deux  substitutions  consécutives  répondent  à  la  perte  d'un 
nombre  impair  de  variations,  2/?h-  i,  les  deux  nombres  sub- 
stitués comprennent  un  nombre  impair  de  racines  réelles  de 
l'équation,  sans  qu'on  puisse  décider  (sans  nouveaux  calculs) 
si  ce  nombre  impair  de  racines  réelles  est  2p  -\-i^2p  —  i,.-, 
ou  I. 

Enfin,  si  deux  substitutions  consécutives  répondent  à  la 
perte  d'un  nombre  pair  de  variations,  2p,  les  deux  nombres 
substitués  comprennent  un  nombre  pair  de  racines  réelles  de 
l'équation,  sans  qu'on  puisse  décider  (sans  nouveaux  calculs) 
si  ce  nombre  pair  de  racines  réelles  est  2p,  2/?—  2,  . . .,  ouo. 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  la  difficulté  reste  toujours  celle 
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que  nous  avons  déjà  indiquée  à  propos  de  la  méthode  de 
M.  Budan  (1257);  et  de  nouvelles  substitutions  plus  resser- 
rées ne  peuvent  la  lever  que  lorsque  les  racines  réelles  sup- 
posées existent,  tandis  qu'elles  se  poursuivent  indéfiniment 
sans  résultat  lorsque  ces  racines  réelles  sont  remplacées  par 
des  racines  imaginaires. 

FooRiER,  dans  l'Ouvrage  cité  plus  haut,  a  essayé  d'aller  plus 
loin,  et  il  a  donné,  pour  arriver  plus  sûrement  à  la  séparation 
des  racines  réelles  et  à  la  détermination  du  nombre  des  ra- 
cines imaginaires,  des  règles  très  ingénieuses  qui  permettent, 
dans  certains  cas,  de  parvenir  plus  rapidement  au  but  qu'en 
employant  la  méthode  de  Sturx,  dont  la  perfection  théorique 
est  absolue,  mais  qui,  pratiquement,  peut  exiger  des  calculs 
très  pénibles.  Nous  ne  croyons  pas  devoir  exposer  ces  perfec- 
tionnements de  Fourier,  et  nous  renverrons  pour  leur  étude 
à  V Analyse  des  équations.  Nous  ferons  connaître  par  la  suite 
des  procédés  en  général  plus  simples  et,  par  cela\nème,  plus 
satisfaisants. 

Méthode  de  Lagrange. 

1265.  La  première  méthode  entièrement  rigoureuse  pour  la 
séparation  des  racines  réelles  est  due  à  Lagrange  (^);  la  se- 
conde est  due  à  Sturm,  et  nous  lui  consacrerons  le  Chapitre 
suivant. 

Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  de  Lagrange. 

Nous  supposerons  que  réquation/(j7)  =o,  de  degré  m,  n'a 
plus  de  racines  égales  (1092),  et  nous  admettrons  qu'on  a  dé- 
terminé une  limite  inférieure  L'  et  une  limite  supérieure  L, 
aussi  rapprochées  que  possible,  des  racines  réelles  de  cette 
équation. 

Nous  substituerons  alors  dans  /(a:),  à  la  place  de  .r,  une 


(^)  Laqrange  a  publié  son  beau  Mémoire  dans  le  recueil  des  Mémoires 
(le  l'Académie  de  Berlin  pour  1767,  et  les  Additions  dans  le  Volume  des 
Mémoires  de  la  même  Académie  pour  1768.  Il  a  réuni  tout  son  travail, 
earichi  de  notes  importantes,  sous  ce  titre  :  Traité  de  la  résolution  des 
équations  numériques,  ouvrage  qui  a  eu  deux  éditions  du  vivant  de  TiN 
lustre  auteur,  en  1798  et  en  1808. 

Le  Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques  forme  le  tome  VIII 
des  Œuvres  de  Lagrange,  publiées  par  les  soins  de  M.  J.-A.  Seiiret.  — 
Gauthier-Villars,  h  dccc  lxxix. 
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série  de  nombres  croissants 

(i)  Aj,     A|,     A3,      •••,*    A„,     A«4.i      ..., 

commençant  à  la  limite  inférieure  L'  (ou  en  deçà)  et  se  ter- 
minant à  la  limite  supérieure  L  (ou  au  delà). 

Si  les  nombres  substitués  sont  choisis  de  manière  que,  entre 
deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (i),  il  ne  puisse  tomber 
PLUS  d'unb  racine  réelle  de  l'équation  donnée,  il  est  clair  que 
les  substitutions  indiquées  opéreront  à  coup  sûr  la  séparation 
des  racines  réelles  de  cette  équation.  Car,  si  deux  substitu- 
tions consécutives  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
les  deux  nombres  substitués  comprendront  une  racine  réelle 
et  une  seule;  et  ils  n'en  comprendront  aucune,  si  les  résultats 
obtenus  sont  de  môme  signe  (1027). 

Or,  la  suite  (i)  remplira  évidemment  la  condition  imposée, 
si  ses  termes  sont  ceux  d'une  progression  par  différence  dont 
la  raison  d  soit  moindre  que  la  différence  de  deux  racines 
réelles  quelconques  de  l'équation  donnée;  car,  alors,  il  ne 
pourra  jamais  exister  deux  racines  réelles  de  cette  équation 
entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progression  considérée. 
Làgrangb  est  parvenu  à  déterminer  cette  raison  d,  en  ayant 
recours  à  Véquation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de 
l'équation  proposée  (1151,  1152). 

Cette  équation  aux  carrés  des  différences,  qui  est  de  degré 

m(m  —  i)  ,  1  w  ■. 
y  étant  calculée  comme  nous  lavons  montre,  sup- 
posons que  p  soit  une  limite  inférieure  de  ses  racines  posi- 
tives, qui  correspondent  (1228)  aux  racines  réelles  de  la  pro- 
posée /(a7)  =  o.  La  limite  p  étant  moindre  que  le  carré  de 
la  plus  petite  différence  qui  puisse  exister  entre  ces  racines 
réelles  prises  deux  à  deux,  on  voit  qu'on  n'a  qu'à  choisir,  pour 
la  raison  d,  la  valeur 

Si  p  est  supérieur  à  i  et  si  v^  est  un  nombre  incommensu- 
rable, il  est  préférable  d'égaler  i  au  nombre  entier  inférieur 
le  plus  rapproché  de  \/p. 

Si  p  est  moindre  que  i,  il  faut  prendre  pour  i  une  fraction 
moindre  que  i.  Pour  éviter  alors  la  substitution  de  nombres 
fractionnaires  dans  l'équation  donnée,  on  peut  diviser  ses  ra- 
cines par  d  ou  former  sa  transformée  en  Sx  (1058),  de  façon 


r 
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I  à  n'avoir  à  substituer  dans  cette  transformée,  et  dans  les  li- 
mites voulues,  que  des  nombres  entiers.  £n  effet,  si  a  et  p 
sont  deux  racines  réelles  quelconques  de  Téquation  f{x)  =  o, 

a      8 

T  et  ^  seront  les  deux  racines  correspondantes  de  la  trans- 

0  0 

formée  /(8j:)=:o:  de  sorte  que,  si  la  raison  i  est  moindre 
que  la  différence  a  —  (3,  l'unité  sera  moindre  que  la  différence 

y  —  ~  =  — 5-P-  Par  conséquent,  en  choisissant  la  limite  in- 

Q  0  0 

férieure  L'  des  racines  réelles  de  Téquation  /{x):=zo,  de 

manière  que  le  quotient  -^?  limite  inférieure  des   racines 

réelles  de  l'équation  transformée /(ôj:)  =:  o,  soit  un  entier,  on 
n'aura  qu'à  substituer  dans  celle  transformée  des  entiers  con- 
sécutifs. Une  fois  la  séparation  des  racines  réelles  de  la  trans- 
formée effectuée,  on  en  déduira  immédiatement  celle  des 
racines  réelles  de  la  proposée. 

1266.  Telle  est  la  méthode  de  Lagrange,  qui  résout  d'une 
manière  complète  le  problème  de  la  séparation  des  racines 
réelles  d'une  équation  donnée.  Mais  cette  méthode  exige  la 
formation  de  l'équation  aux  carrés  des  différences,  qui  devient 
pénible  lorsque  le  degré  de  la  proposée  s'élève  (*),  et  l'on 
peut  avoir  à  exécuter  un  très  grand  nombre  de  substitutions. 
Pour  diminuer  leur  nombre,  on  prendra  les  limites  U  et  L 
aussi  rapprochées  qu'on  pourra,  et  Ton  choisira  pour  la  raison 
i,  en  ayant  égard  aux  observations  précédentes,  la  plus  grande 
valeur  possible. 

Lorsqu'on  sait  d'avance  que  toutes  les  racines  de  l'équation 
considérée  sont  réelles,  on  évite  la  formation  de  Téquation 
aux  carrés  des  différences  en  substituant  immédiatement  dans 
f{x),  d'abord  les  nombres  entiers  consécutifs  compris  entre 
les  limites  L'  et  L,  puis  des  nombres  de  plus  en  plus  rappro- 
chés. On  finira  nécessairement  par  obtenir  ainsi  un  nombre 
(le  changements  de  signes  égal  au  degré  m  de  l'équation  trai- 
tée, et  les  racines  seront  alors  séparées. 


(')  C'est  ce  qui  explique  les  recherches  ultérieures  de  Fourier  et  de 
M.  BuDAN,  qui  voulaient  s'affranchir  de  l'équation  aux  carrés  des  difTé- 
rences. 
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CHAPITRE  IV. 


THÉORÈME   DE   STDRM. 


Indications  préliminaires. 

1267.  Une  équation  f{x)=o  élanl  donnée,  il  suffit, 
d'après  le  théorème  de  Rolle  (i23i),  pour  pouvoir  fixer  le 
nombre  de  ses  racines  réelles  et  les  séparer  (1238),  de  savoir 
résoudre  Téquation  dérivée/'(^)  =  o;  mais,  lorsqu'on  ne  sait 
pas  résoudre  l'équation  dérivée,  il  faut  avoir  recours  au  théo- 
rème de  Sturh. 

C'est  dans  un  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques que  Sturm  fit  connaître  son  célèbre  théorème.  Ce 
Mémoire  fut  lu  par  l'auteur  à  l'Académie  des  Sciences,  le 
t3  mai  iSag,  et  il  en  donna  peu  après  une  analyse  dans  le 
Bulletin  de  Férussac  (*). 

A  l'époque  où  Stuiim  vint  se  fixer  à  Paris  (iSaS)  et  où  il  fui 
accueilli  par  Fourier,  ce  dernier  réunissait  autour  de  lui 
quelques  jeunes  géomètres  appelés  à  un  brillant  avenir. 
Stcru  subit  l'heureuse  infiuence  de  ce  maître,  pour  lequel  il 
conserva  toujours  la  plus  vive  gratitude,  et  s'occupa  avec  pas- 
sion de  la  théorie  mathématique  de  la  chaleur  et,  surtout,  de 
la  résolution  des  équations  numériques.  Voici  comment  il 
s'exprime  à  cet  égard  dans  l'analyse  de  son  Mémoire  : 

a  L'Ouvrage  (*)  qui  doit  renfermer  l'ensemble  des  travaux 
de  M.  Fourier  sur  l'Analyse  algébrique  n'a  pas  encore  été 
publié.  Une  partie  du  manuscrit  qui  contient  ces  précieuses 
recherches  a  été  communiquée  à  quelques  personnes.  M.  Fou- 


(»)  T.  XI,  p.  4ï9-  —  Le  Mémoire  original  se  trouve  reproduit  en  entier 
dans  le  tome  VI  des  Mémoires  des  Savants  étrangers,  p.  271.  —  i835. 
(')  Analyse  des  équations. 
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rier  a  bien  voulu  m'en  accorder  la  lecture,  et  j*ai  pu  l'étudier 
à  loisir.  Je  déclare  donc  que  j'ai  eu  pleine  connaissance  des 
travaux  inédits  de  M.  Fourier  qui  se  rapportent  à  la  résolu- 
lion  des  équations,  et  je  saisis  cette  occasion  de  lui  témoi- 
gner la  reconnaissance  dont  ses  bontés  m'ont  pénétré.  C'est 
en  m'appuyant  sur  les  principes  qu'il  a  posés  et  en  imitant 
ses  démonstrations  que  j'ai  trouvé  les  nouveaux  théorèmes 
que  je  vais  énoncer.  » 

Ces  paroles  font  trop  d'honneur  aux  d.eux  savants  pour  que 
nous  n'ayons  pas  cru  devoir  les  citer;  et  elles  ne  peuvent  rien 
enlever  à  la  gloire  de  Sturh,  qui  triompha  là  où  Fourier  n'a- 
vait réussi  qu'imparfaitement. 


Théorème  de  Sturm. 

1268.  On  donne  une  équation /(j^)  ::=:o,  de  degré  m,  qui 
n'a  pas  de  racines  égales,  et  dont  le  premier  membre  est  or- 
donné suivant  les  puissances  décroissantes  de  x.  Nous  pose- 
rons à  la  fois/(^)  =  X  et/'(^)  =  Xi.  Puisque  l'équation 
considérée  n'a  pas  de  racines  égales,  X  et  Xj  n'admettront 
aucun  plus  grand  commun  diviseur  (1088). 

Divisons  alors  X  par  Xj,  comme  si  nous  voulions  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes.  Nous  pour- 
suivrons la  division  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions  à  un 
reste  de  degré  inférieur  à  X,.  Désignons  par  Xj  ce  reste 
changé  de  signe.  Divisons  de  môme  Xi  par  Xj,  et  poursuivons 
la  division  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions  à  un  reste  de  degré 
inférieur  à  X,.  Désignons  par  X3  ce  reste  aussi  changé  de 
signe. 

En  continuant  les  opérations  de  la  même  manière,  c'est- 
à-dire  en  ayant  toujours  soin  de  changer  les  signes  de  tous  les 
termes  de  chaque  reste,  avant  de  prendre  ce  reste  pour  nou- 
veau diviseur,  nous  arriverons,  après  un  certain  nombre  de 
divisions,  p — i  par  exemple,  à  un  reste  numériqucy  puisque 
X  et  Xi  ne  peuvent  avoir  aucun  plus  grand  commum  diviseur 
en  X,  Désignons  par  Xy,  ce  reste  numérique  également  changé 
de  signe. 

On  obtiendra  ainsi  une  suite 

(!)        A,  Xl,  Xj,  Xj,  •••,  X;j_I,  X/,,  ••-,  Xy,_l,  Xy,,. 


1 
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dep-hi  fonctions,  qu'on  appelle  les  Fonctions  de  Stum,  ei 
dont  les  degrés  par  rapport  à  a;  vont  en  décroissant  depuis  m 
jusqu'à  o. 

Cela  posé,  l'énoncé  du  théorème  est  le  suivant  : 

TbéorIimk  de  Sturm.  —  La  suite  (i)  étant  formée,  soient  deux 
nombres  réels  quelconques,  a  et  ^'^  a;  substituons-les  succes- 
sivement à  la  place  de  x  dans  les  fonctions  indiquées  ci-des- 
sus, qui  prendront  alors  des  valeurs  positives  ou  négatives. 
Pour  chaque  substitution,  la  suite  (i)  présentera  donc  un  cer- 
tain nombre  de  variations.  Le  nombre  des  variations  perdues 
en  passant  de  la  substitution  x^=zol  à  la  substitution  xzn^ 
est  exactement  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 
f(x)  z=:\=zo,  comprises  entre  les  deux  nombres  a  et  jS. 

Soient  Qi»  Qi>  Qs>  •  •  •  »  Qp-i  les  quotients  obtenus  dans  les 
p  —  I  divisions  effectuées.  Nous  pourrons,  en  nous  rappelant 
le  changement  de  signe  imposé  à  chaque  reste  avant  de  le 
prendre  pour  diviseur,  écrire  les/?  — i  identités 

f  X  =  X,  Q,  -  X„ 
Xi  =^  Xj  Qj  —  Xj, 
Xj      =  X3  Qj       Xj, 

(2)  I 


A.p_J  i\p_l  l^p_|  An. 


11  est  clair  que,  lorsqu'on  donne  à  x  des  valeurs  croissantes 
depuis  a  jusqu'à  (3,  les  fonctions  de  la  suite  (i)  ne  peuvent 
présenter  aucun  changement  de  signe,  tant  qu'on  n'atteint 
aucune  racine  des  équations  formées  en  égalant  ces  fonctions 
à  zéro. 

Le  système  des  identités  (2)  conduit  alors  à  ces  deux  con- 
séquences : 

1°  Deux  fonctions  consécutives  de  la  suite  (i)  ne  peuvent 
s* annuler  pour  la  même  valeur  de  x. 

Car,  si  l'on  pouvait  avoir  à  la  fois 

X«-t— o,        X„  =  o, 

on  en  conclurait  X„-h,  =  o.   En  continuant  de  proche  en 
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proche,  on  parviendrait  donc  à  Xp=:o;  ce  qui  est  impos- 
sible, puisque  Xp  est  une  constante  qui  ne  peut  pas  être 
nulle. 

2°  Lorsqu'une  valeur  de  x  annule  une  certaine  fonction 
de  la  suite  (i),  les  deux  fonctions  qui  la  comprennent  sont 
toujours  de  signes  contraires  pour  cette  valeur  de  x. 

Car,  pour  X„  =  o,  on  a 

Xrt— 1  ■=        Xrt4-1  • 

11  résulte  de  ces  deux  conséquences  que,  tant  que  la  valeur 
croissante  de  x  n'atteint  pas  une  racine  de  l'équation  donnée 
f(x)  zr  X  niz  o,  la  suite  (i)  présente  toujours  le  même  nombre 
de  variations. 

En  effet,  si  Ton  a  Xn  =  o  pour  a:  =  a,  on  peut  prendre  la 
quantité  positive  h  assez  petite  pour  que  les  deux  équations 
Xa_i=o  et  Xrt+i=:o  n'aient  aucune  racine  réelle  entre  a  — A 
et  a -h  A,  puisqu'elles  ne  peuvent  admettre  la  racine  a  (i").  Il 
s'ensuit  que,  tandis  que  X»  change  de  sign  e  lorsque  x  tra- 
verse la  valeur  a  (1027),  les  deux  fonctions  X„_,  et  X^h-j  con- 
servent le  leur.  Mais,  d'après  (a^),  elles  sont  de  signes  con- 
traires pour  j?  =  a.  On  ne  peut  donc  avoir,  dans  l'intervalle 
considéré,  que  les  combinaisons  de  signes  ci-après  : 


X  =.  a  —  h.  X  =  a  -h  h. 


X/i— 1 
X, 


X 


n-*-i 


qui  n'offrent  toujours  qu* une  seule  variation,  aussi  bien  pour 
xz=za  —  h  que  pour  j:  =  a  4-  ^. 

Comme  le  même  raisonnement  est  applicable  à  toutes  les 
parties  de  la  suite  (i)  composées  de  trois  fonctions  consécu- 
tives, à  partir  de  Xi,  la  suite  (i)  ne  perd  aucune  variation 
quand  on  fait  croître  x,  tant  qu'on  n'atteint  pas  une  racine 
de  la  proposée  f(x)  =r  X  =  o.  En  d'autres  termes,  le  nombre 
des  variations  de  la  suite  demeure  constant,  et  ces  variations 
ne  font  que  se  déplacer  de  l'une  des  manières  indiquées  par 
le  Tableau  ci-dessus. 

Supposons  maintenant  que  la  valeur  croissante  de  x  atteigne 


^ 
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une  première  racine  b  de  la  proposée.  Celte  valeur  b  pourra 
annuler  également  quelques  autres  fonctions  de  la  suite  (1), 
qui,  d'après  ce  qui  précède,  passeront  par  zéro  sans  faire  va- 
rier le  nombre  des  variations  de  la  suite. 

Il  ne  nous  reste  donc  à  examiner  que  ce  qui  se  produit 
entre  les  deux  premières  fonctions  X  et  Xi,  quand  x  passe  de 
la  valeur  b—  k  à  la  valeur  Ô-4-  A*,  en  désignant  par  k  une 

([uanlité  positive  aussi  petite  qu'on  voudra. 

X 

Or,  nous  avons  vu  (1232)  que  le  rapport  ^  de  la  fonction 

X  à  sa  dérivée  Xi  passe  alors  nécessairement  d'une  valeurné- 
gative  à  une  valeur  positive,  c'est-à-dire  que,  pour  xz^b—k, 
les  deux  premières  fonctions  X  et  X,  présentent  une  varia- 
tion, qui  se  trouve  remplacée  par  une  permanence  quand, 
ayant  franchi  x  =  by  on  fait  x-^  b  -^  k. 

Ainsi,  dans  le  cas  étudié,  la  suite  (i)  perd  une  variation  de 
X  à  X,;  elle  n'en  perd  donc  qu'une  seule  dans  son  ensemble. 

Par  conséquent,  de  x—.ol  à  ^=(3,  la  suite  (i)  perd  une 
variation  et  une  seule,  chaque  fois  que  x  atteint  une  racine 
de  l'équation  donnée  f{x)  =  X  —  o,  et  seulement  dans  cette 
hypothèse,  c'est-à-dire  que  cette  suite  perd  finalement  autant 
de  variations  que  l'équation  donnée  a  de  racines  réelles  com- 
prises entre  a  et  p. 

Ajoutons,  pour  la  pleine  compréhension  du  théorème, 
que,  avant  d'atteindre  une  deuxième  racine  réelle  ;r  =  c  de 
/(a7)  =  X=:o,  X  passe  nécessairement,  d'après  le  théo- 
rème de  RoLLE  (1234),  par  une  racine  de  l'équation  dérivée 
/'(^)  =  Xi=:o.  Xt  change  alors  de  signe  (1027),  et  la  per- 
manence qui  existait  entre  X  et  Xj  après  ^=:6  se  change 
en  une  variation,  destinée  à  se  perdre  à  son  tour  au  moment 
où  la  valeur  de  x  atteint  la  deuxième  racine  c  de  la  propo- 
sée. On  voit  par  là  que,  pendant  que  x  croît  de  a  à  (3,  les  va- 
riations primitives  de  la  suite  (i)  fînissent  forcément  par  se 
déplacer  en  remontant  pour  venir  se  perdre  une  à  une  dans 
rintcrvalle  des  deux  premières  fonctions  X  et  Xt,  jusqu'à 
concurrence  du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  pro- 
posée comprises  entre  a  et  (3. 

Tel  est  cet  important  théorème,  qui  a  fait  époque  dans  la 
Science,  et  auquel  on  ne  peut  reprocher  que  la  longueur  des 
calculs  à  effectuer,  longueur  sans  doute  inhérente  à  la  nature 
de  la  question. 
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Remarques. 

1269.  I.  Il  est  évident  que,  dans  la  série  des  divisions  pré- 
liminaires qui  conduisent  aux  fondions  de  Sturm,  on  a  le 
droit  de  multiplier  ou  de  diviser  les  dividendes  ou  diviseurs 
par  tels  nombres  positif  s  qu'on  voudra,  puisque  ces  multipli- 
cations ou  divisions  laissent  intacts  les  signes  des  différentes 
fondions.  Par  contre,  il  est  interdit  d'introduire  ou  de  sup- 
primer des  facteurs  négatifs,  à  moins  qu'une  opération  ulté- 
rieure ne  doive  les  transformer  en  facteurs  positifs. 

1270.  II.  La  dernière  fonction  X^,  est  une  constante  qui  ne 
peut  pas  être  nulle;  mais  il  suffit  évidemment,  pour  la  dé- 
monstration du  théorème,  que  X^  soit  une  fonction  qui  ne 
change  pas  de  signe  quand  x  varie  de  a  à  (3;  car,  alors,  elle 
ne  peut  s'annuler  dans  ces  limites  {voir  i*»). 

Il  peut  résulter  de  cette  remarque  une  très  importante  sim- 
plification. Si,  parmi  les  fonctions  qui  forment  la  suite  (i) 
[1268],  il  s'en  rencontre  une  qui  ne  change  pas  de  signe  de 
x—oL  à  ^  =  p,  c'est-à-dire  qui,  égalée  à  zéro,  n'ait  aucune 
racine  réelle  entre  ces  deux  nombres,  on  peut  arrêter  la 
suite  (i)  à  cette  fonction  et  supprimer  toutes  les  fonctions 
qui  viennent  après  ou  éviter  de  les  calculer  (c'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  lorsqu'on  rencontre  une  fonction  qui, 
égalée  à  zéro,  n'a  que  des  racines  imaginaires  :  elle  conserve 
alors  constamment  le  signe  de  son  premier  terme). 

1271.  III.  La  même  difficulté  qui  se  présente  pour  l'appli- 
cation du  théorème  de  Fourier  (1262)  peut  se  présenter  pour 
celle  du  théorème  de  Sturm.  On  la  résout  de  la  même  ma- 
nière. 

Supposons  que  l'une  des  fonctions  intermédiaires  X^  de  la 
suite  (ï)  s'annule /?o«r  la  substitution  extrême  ^r  =  a  ou  :r  r=  p. 
h  étant  toujours  une  quantité  positive  aussi  petite  qu'on  vou- 
dra, les  trois  fonctions  consécutives  X^.,,  X„,  Xn^_,,  pré- 
senteront toujours  une  seule  variation  pour  x^za  —  h  et 
xz:z(x-\-  h  ou  pour  a:=rP  —  A  et  j?=:  (3  -h/i  (1268).  Si  c'est 
la  première  fonction  X  qui  s'annule  pour  xzrza  ou  ar  —  p, 
on  sait  de  même  (1268)  qu'une  variation  sera  perdue  entre 
X  et  X,,  quand  on  passera  de  j?  =:  a  —  /*  à  ^  —  a  -h  A  ou  de 
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:r  =  (3  —  A  à  o:  =  (3  -f-  /i.  On  n*a  donc  qu'à  prendre  pour  nou- 
velles limites,  soit  a  —  A  et  (3,  soit  a  et  p  4-  A,  en  notant  de 
plus  que  ^  —  a  ou  j:  —  (3  est  une  racine  réelle  de  réquation 
donnée. 


Cas  où  l'équation  proposée  a  des  racines  égales. 

1272.  Le  théorème  de  Sturm  s*applique  encore  au  cas  où 
l'équation /(j:)  ^=X  =  o  admet  des  racines  égales;  seule- 
ment, le  degré  de  multiplicité  de  ces  racines  demeure  indé- 
terminé. 

En  effet,  opérons  comme  précédemment  (1268),  de  ma- 
nière à  former  une  suite  analogue 

(i)        A,      X|,      Xj,      •••»      A/i— i,      Afl,      •..,      A|>_i,      Ap. 

Trois  fonctions  consécutives  seront  encore  liées  par  la  rela- 
tion 


{ibis)  \n-i  —  ^nQn—^ 


n-k-\9 


le  quotient  Qn  étant  une  fonction  entière.  Seulement,  la  der- 
nière fonction  X^  ne  sera  plus  une  quantité  constante.  Ce 
sera  évidemment  le  plus  grand  commun  diviseur  algébrique 
de  X  et  de  Xj,  auquel  on  s'arrêtera  nécessairement,  le  reste 
correspondant  étant  nul. 

Si  Ton  divise  par  Xp  tous  les  termes  de  la  suite  (i),  on  ob- 
tiendra une  nouvelle  suite 

dans  laquelle  la  dernière  fonction  V^  sera  une  constante,  et  qui 
remplira  absolument  les  mêmes  conditions  que  la  suite  (i) 
[1268]  formée  lorsque  l'équation  donnée  n'a  pas  de  racines 
égales. 
Ainsi,  la  relation  (i  bis)  sera  remplacée  par  la  relation 

{^bis)  V,.,  =  V,Q,-Wi, 

qui  prouve  que  deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  s^an- 
nuler  en  même  temps  et  que,  lorsqu'une  fonction  intermé- 
diaire s'annule,  les  deux  fonctions  qui  la  comprennent  sont 
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de  signes  contraires.  D'ailleurs,  V^—i  ne  change  pas  de 
signe.  Enfin,  régalité 

montre  que  ]e  premier  rapport,  comme  le  second  (  1268, 1232), 
passe  toujours,  en  s'annulant,  d'une  valeur  négative  à  une 
valeur  positive. 

Les  fonctions  (2)  pouvant  remplacer  identiquement  les 
fonctions  (i)  considérées  au  n^  1268,  on  voit  que  l'équation 
V  =  o  [qui  n'a  plus  de  racines  égales  (1088)]  a  autant  de 
racines  réelles  entre  les  deux  nombres  réels  a  et  |3  >  a,  que 
la  suite  (2)  perd  de  variations  quand  on  passe  de  la  substitu- 
tion J7  =  a  à  la  substitution  ^  =  (3.  En  outre,  comme  on 
obtient  la  suite  (i)  ci-dessus  eh  multipliant  les  termes  de  la 
suite  (2)  par  un  même  polynôme  Xp,  il  est  clair  qu'on  peut 
employer  directement  la  suite  (i)  sans  prendre  la  peine  de 
former  la  suite  (2).  Le  résultat  ne  change  pas;  mais  le  degré 
de  multiplicité  des  racines  égales  de  l'équation /(a;)  z=:X=:o 
n'apparaît  pas,  ou  chaque  racine  multiple  ne  compte  qu'une 
fois, 

Bétamiination  du  nombre  dos  racines  réelles  d'une  équation. 

1273.  Pour  trouver  le  nombre  total  des  racines  réelles 
d'une  équation  donnée  de  degré  m,  il  suffit,  d'après  ce  qui 
précède,  de  former  pour  cette  équation,  supposée  sans  racines 
égales,  la  suite  des  fonctions  de  Sturm 


(i)  \,     X|,.   Xj,     ...,     Xp«i,     X 


p» 


et  d'y  substituer  une  limite  inférieure  L'  et  une  limite  supé- 
rieure L  des  racines  réelles  de  l'équation.  Comme  on  n'a  à 
tenir  compte  que  des  signes  présentés  par  la  suite  pour  les 
deux  substitutions  extrêmes,  on  peut,  sans  chercher  L'  et  L, 
remplacer  ces  limites  par  —00  et  +00,  qui  conduisent  évidem- 
ment à  un  résultat  identique. 

Si  la  suite  (i)  présente  k^  variations  pour  j?  =  —  00  et  Ar,  va- 
riations pour  j?  =  4-  00,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion /(^)  =  X  r=  o  est  Ati  —  A:,. 

Lorqu'on  substitue  o  à  la  place  de  j?,  chaque  fonction  se 
réduit  à  son  dernier  terme.  Supposons  que  la  suite  (i)  pré- 
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senle  alors  k  variations.  Il  est  clair  que  Téqualioa  donnée  a, 
dans  celle  hypothèse,  k^  —  k  racines  négatives  et  A:  —  Â,  ra- 
cines positives. 

Séparation  des  racines  réelles  à  l'aide  du  théorème  de  Sturm. 

i^lk.  Le  théorème  de  Sturm  fournit  tout  naturellement 
une  méthode  de  séparation  des  racines  réelles  des  équations 
algébriques. 

Le  nombre  de  ces  racines  étant  connu  (1273),  et  leurs 
limites  inférieure  et  supérieure  L'  et  L  ayant  été  déterminées 
comme  on  le  verra  bientôt,  on  n'a  qu'à  substituer  dans  la  suite 
de  Sturm  des  nombres  croissants  allant  de  \J  à  L.  Les  varia- 
lions  perdues  d'une  substitution  à  l'autre  indiquant  le  nombre 
des  racines  réelles  comprises  entre  les  nombres  substitués,  il 
peut  se  faire  que  quelques  essais  suffisent  pour  arriver  à  la  sé- 
paration complète  des  racines  réelles  (1209).  Dans  d'autres 
cas,  plusieurs  racines  se  trouvant  très  rapprochées,  le  nombre 
des  substitutions  nécessaires  peut  devenir  très  grand;  mais  la 
longueur  des  calculs  est  rachetée  par  la  certitude  d'atteindre 
le  but,  certitude  que  ne  peut  donner  la  méthode  de  M.  Budan 
ou  le  théorème  de  Fourier. 

On  peut  commencer  par  substituer  entre  L'  et  L  les  nom- 
bres entiers  ou  les  unités  décimales 

...,       — 100,       —  lO,      —  I,      O,       10,       lOO,       lOOO,       .... 

Les  calculs  sont  faciles,  et  l'on  détermine  ainsi  combien 
l'équation  considérée  a  de  racines  réelles  dans  chacun  de 
ces  intervalles. 

Supposons  qu'on  reconnaisse  de  cette  manière  l'existence 
d'un  certain  nombre  de  racines  entre  i  et  lo.  Pour  avoir  la 
partie  entière  de  chacune  d'elles,  on  n'aura  qu'à  substituer 
dans  la  suite  de  Sturm  les  nombres  2,  3,  . . .,  9.  Admettons 
que  la  suite  perde  une  variation  de  la  substitution  a  à  la  sub- 
stitution 3.  Il  y  aura  une  seule  racine  entre  a  et  3,  sa  partie 
entière  sera  2  et,  pour  avoir  son  chiffre  des  dixièmes,  il 
suffira  de  substituer  les  nombres  intermédiaires  2,1;  2,2; 
2,3;  ...;  2,9.  Admettons  que  la  suite  perde  de  nouveau 
une  variation  de  la  substitution  2,5  à  la  substitution  2,6.  La 
racine  cherchée  tombera  entre   2,5  et  2,6  ou  sera  2,5  à 
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moins  d'un  dixième  et,  pour  avoir  son  chiÉfre  des  centièmes, 
on  substituera  les  nombres  intermédiaires  2,51;  2,62; 
2,53;  . . .;  2,59.  Et  ainsi  de  suite. 

On  peut  d'ailleurs  simplifier  les  calculs  en  transformant  les 
fonctions  de  Sturm  et  en  suivant  la  même  marche  que  celle 
indiquée  à  propos  de  la  méthode  de  M.  Budan  (1253).  Par 
exemple,  si  des  racines  sont  comprises  entre  3oo  et  4oo,  il 
faut,  pour  avoir  leurs  chiffres  des  dizaines,  substituer  les 
nombres  3io,  32o,  33o,  . . .,  390.  Si  Ton  transforme  alors  les 
fonctions  de  Sturm  en  y  remplaçant  x  par  3oo  -^  x  [ce  qui 
revient  (1061)  à  diminuer  de  3oo  les  racines  de  ces  fonctions 
égalées  à  zéro],  il  suffira  de  substituer  dans  les  nouvelles 
fonctions  les  nombres  10,  20,  3o,  . . .,  90.  Nous  croyons  inu- 
tile d'insister. 

Exemples. 


1275.  1°  Déterminer  la  nature  des  racines  de  l'équation 

X  =  JC*  —  x3-4-  2.r*  —  6x  H-  5  =  o. 

Le  théorème  de  Descartes  (1214,  1216)  indique  4  racines  positives, 
ou  2  racines  positives  et  2  racines  imaginaires,  ou  4  racines  imagi- 
naires. 

On  a  ici 

Xi  =  4  -^^  —  3  .r*  -h  4  -^  —  6. 

Les  divisions  indiquées  ci-dessous  donnent  la  suite  de  Sturm  (1269) 


-+-3a:3_  4x2-4-    6x 

—  4J^^-4-i6jr2—  ^2.r-|-«o 
--   3jr»-H    4.r—    6 


4.r3  — 3x2-4-4.r  — 6 


X  —  I 


11  en  résulte 
On  a  ensuite 


4-i3.r«— 68x-h74 

X2  =  — 13  .r»  -h  68x  —  74. 


52  .r'  —      39  .r*  -+-        52  .r  — 
-'-    272  .r» —      296  j: 


78 


23307* —      244  J? —       78 
3o29jr2 —    3i72.r —    1014 
15844-^  —  17242 


—  ^3x^-h68J:  — 


74 


—  ^x  —  233 


12672J:  —  182  56 
H-   792  j:  —  1141 


^ 
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X3=—  792J7-i-ll4l» 


On  a  enfin 


i3x«+  68x 

i0296.r«-4-        53856  j: 

—        i4833x 


74 
586o8 


—  792j:-+-    ii4i 
i^x  —  39023 


-h        39023  a: 
309062  i6x 


II  en  résulte 
La  suite  de  Sturm  est  donc 


586o8 
46417536 
445'25*243 

1 8929.93 
1892293. 


X  =x* — .r'-4-2.r* — 6-c-h5, 
Xi  =  4-^' —  3.r*-h  4^  —  6, 
X,=:=  — i3x»-+-68x  — 7i, 

Xs  =  — 79^-^-^-1 '4i, 
X4  =  -4-  1892293. 

Comme  elle  présente  deux  variations  aussi  bien  pour  x=  —  »  que 
pour  X  =  +  00,  l'équation  X  =  o  n'a  aucune  racine  réelle,  et  ses  quatre 
racines  sont  imaginaires  (voir  le  n**  1280). 

i276.  2*  Déterminer  la  nature  des  racines  de  l'équation 

X  =  X» —  5x  -h  I  =0, 

et  séparer  celles  de  ces  racines  qui  sont  réelles. 

Le  théorème  de  Descartes  indique  Texistence  certaine  d'une  racine 
négative  (1216),  l'existence  de  deux  racines  imaginaires  au  moins  (1220), 
mais  laisse  dans  le  doute  sur  l'existence  des  racines  positives  (  1214). 
Les  substitutions  les  plus  simples,  o  et  i,  prouvent  d'ailleurs  que  l'équa- 
tion donnée  admet  une  racine  positive  entre  o  et  i;  et,  par  conséquent 
(1214),  elle  en  a  deux.  C'est  ce  que  nous  allons  vérifier  en  appliquant 
le  théorème  de  Sturm. 

On  a  ici 

X,=  5x*— 5. 

On  a  donc  à  effectuer  les  divisions  suivantes,  qui  sont  très  simples  : 

jc*  —  5x-+-i    X* — I 

X 


—  4^-t-ï 
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II  en  résulte 

X,- 

ix  —  I. 

On  a  ensuite 

4-r*-4 

4vr  —  I 

4x»—  i6 
-4-4^:*      64 

x»  -h  .r*  H-  .*■  -4-  1 

-h  4-2^  —  ï56 

-4-         I 

• 

—  2j5 

U  en  résulte 

Xj  —  -H  255. 

La  suite  de  Sturm  est  donc 

X  —  07*—  5x  -h  1, 

X,=  5x*— 5, 

X,=  4J7  — I, 

X,--H 

255. 

Comme  elle  présente  trois  variations  pour  a;  =  —  «  et  qu'elle  n'en  pré- 
sente aucune  pour  j;  =  -f-  oo,  Téquation  proposée  a  exactement  trois  ra- 
cines réelles,  c'est-à-dire  qu'elle  a  deux  racines  positives,  une  racine 
négative  et  deux  racines  imaginaires. 

En  substituant  dans  la  suite  les  nombres  consécutifs  —2,  — i,  o, 
I,  2,  on  obtient  successivement  trois  variations,  deux  variations,  deux 
variations,  une  variation,  zéro  variation.  La  racine  négative  est  donc 
comprise  entre  —  2  et  —  i;  et,  des  deux  racines  positives.  Tune  tombe 
entre  o  et  i,  et  l'autre  entre  i  et  2.  Les  racines  réelles  de  l'équation 
donnée  sont  ainsi  séparées. 

Conditions  de  réalité  de  tontes  les  racines  d'nne  équation 

de  degré  donné. 

1277.  Pour  que  toutes  les  racines  d'une  équation  de  degré  m 
soient  réelles  et  inégales,  il  faut  que  la  suite  (i)  [1268] 

U)  ^9        Xi,         X2,         ■  .  •  î        Xn— 1>        X 


py 


perde  exactement  m  variations,  quand  on  passe  de  la  substi- 
tution ^=—00  à  la  substitution  j?=i-i-oo.  Il  faut  donc  que 
cette  suite  comprenne  m  -4- 1  fonctions.  Comme  elle  ne  peut 
en  avoir  davantage,  on  a  alors /?  =  /??,  et  les  degrés  des  diffé- 
rentes fonctions  par  rapport  à  x  sont  m,  m  -—  i,  m  —  2,  . . ., 
I,  o.  De  plus,  la  suite  (i)  doit  présenter  m  variations  pour 
^  =  —  00,  et  m  permanences  pour  o?  r= -h  oc,  c'est-à-dire  que 


^ 
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le  coefficient  du  premier  terme  de  chaque  fonction  doit  être 
positif. 

En  résumé,  pour  qu'une  équation  de  degré  m  ait  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  il  faut  et  il  suffit  que  la  suite  de 
Sturm  qui  lui  correspond  soit  complète  ou  comprenne  m  -f  1 
fonctions,  ayant  toutes  le  coefficient  de  leur  premier  terme 
positif. 

1278.  Au  premier  abord,  il  semble  que  le  nombre  des  con- 
ditions cherchées  soit  égal  à  m-hi.  Mais  on  peut  toujours 
supposer  positif  le  coefficient  du  premier  terme  du  premier 
membre  de  Téquation  donnée  ou  du  premier  terme  de  la  pre- 
mière fonction  X  de  la  suite  (i)  et,  alors,  il  en  est  de  même 
du  coefficient  du  premier  terme  de  la  deuxième  fonction  Xf 
Le  maximum  du  nombre  des  conditions  de  réalité  de  toutes 
les  racines  d'une  équation  de  degré  m  (supposées  inégales) 
est  donc  seulement  m  — i.  Nous  disons  le  maximum,  ipdivce 
que  quelques-unes  de  ces  conditions  peuvent  rentrer  les  unes 
dans  les  autres. 

Remarque,  —  Lorsqu'on  se  sert  de  Téquation  aux  carrés 
des  différences  pour  trouver  les  mêmes  conditions,  on  a  vu 
(1228)  que  son  premier  membre  doit  être  complet  et  ne  pré- 
senter que  des  variations.  Or  le  degré  de  l'équation  aux  carrés 

des  différences  d'une  équation  de  degré  m  étant  — 

[1151],  cela  fait,  comme  maximum  possible,  — ^ con- 

ditions.  L'emploi  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  peut 
donc  conduire  à 

m{m  —  i)       .            .       /n*— 3m-ha 
(m  —  i)  — 

conditions  superflues. 


Application  à  réqnation  du  troisième  degré. 

1279.  Soit  l'équation  du  troisième  degré  privée  de  son  se- 
cond terme  [ce  qui  est  permis  dans  la  recherche  poursuivie 

(1245)] 

X  =  ^'  -h  /^  ^  H-  7  —  o. 
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La  dérivée  de  son  premier  membre  étant 

Xi  ^  3x*  -hpf 

la  série  des  opérations  à  effectuer  pour  obtenir  les  fonctions 
de  Slurm  est  la  suivante.  [Comme  nous  Tavons  déjà  dit  (1269) 
et  appliqué  (1275,  1276),  on  a  le  droit  de  multiplier  ou  de  di- 
viser les  dividendes  et  les  diviseurs  successifs  par  des  facteurs 
positifs,  aOn  d'éviter  les  coefficients  fractionnaires.] 


x^-\-  px  -h  q 
Sx'-f-  ^px  H-  Zq 
—  px 

2px  -h  3<7 


X 


3x*-+-/7 


l2p^X*-{-  l\p^ 

—  iSpqx 

—  iHpqx  •+•  f\p^ 
-h  2772 


6px-hgq 
a  />  r  —  37 


La  seconde  division  exige,  pour  éviter  les  coefficients  frac- 
tionnaires, qu'on  multiplie  les  dividendes  deux  fois  de  suite 
par  2/>.  Il  est  donc  plus  simple  de  multiplier  immédiatement, 
comme  nous  l'avons  fait,  le  premier  dividende  3j7*-h/»  par 
4^',  quantité  essentiellement  positii^e.  D'ailleurs,  le  signe  de  p 
n'étant  pas  encore  déterminé  et  pouvant  être  négatif  (ce  qui 
a  lieu  ici  en  effet),  il  aurait  fallu  dans  tous  les  cas  (1269) 
prendre  cette  précaution.  Ainsi,  lorsque,  dans  la  suite  des 
opérations  dont  il  s'agit,  on  doit  multiplier  par  un  coefficient 
dont  le  signe  n*est  pas  encore  déterminf*,  il  faut  multiplier 
par  son  carré. 

On  a  finalement,  pour  la  suite  de  Sturm, 


X  — 

jo^-^  px  +  q, 

X.- 

Zjc^-hp, 

X, 

—  2px  - 

-37, 

X,   . 

-^P'- 

277» 

Cette  suite  contient  bien  m  -h  i  ou  4  fonctions,  et  il  suffit,  pour 
que  l'équation  du  troisième  degré  privée  de  son  second  terme 
ait  ses  trois  racines  réelles,  que  le  coefficient  du  premier 
terme  de  chaque  fonction  soit  positif  (1277);  ce  qui  entraîne 


^ 
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seulement  (1278)  les  deux  conditions 

— /?>o        ou       p  <o 
et 

—  4/?'  — 27^*>0  ou  4/>*-H  277' <0. 

La  seconde  condition  comprenant  implicitement  la  pre- 
mière, il  reste,  comme  précédemment  (1229,  12&â),  la  condi- 
tion unique 

4/?' H-  27^*  <o. 


Nombre  des  racineB  ûnagiBaires  lorsque  la  suite  de  Sturm 

est  complète. 

1280.  Lorsque  la  suite  des  fonctions  de  Sturm  est  complète, 
c'est-à-dire  s'il  y  en  a  m  +  1  pour  une  équation  de  degré  m 
(i277),  on  peut  indiquer  immédiatement  le  nombre  des  ra- 
cines imaginaires  de  Téquation  proposée,  si  toutes  ses  racines 
(supposées  inégales)  ne  sont  pas  réelles. 

Si  LES  PRBMiEBS  TERMES  des  m  -h  I  foncUons  présentent  un 
nombre  de  variations  égal  à  k  <C.  m  et,  par  conséquent,  un 
nombre  de  permanences  égal  à  m  —  A:,  l'équation  donnée  a 
exactement  2  k  racines  imaginaires  (voir  l'exemple  du  n®  1275). 

En  effet,  les  k  variations  et  les  m  —  A:  permanences  suppo- 
sées subsistent  nécessairement  pour  la  substitution  x  =-1-00; 
mais  elles  sont  remplacées  par  k  permanences  et  par  m  —k 
variations  pour  la  substitution  x  --_  —  00,  puisque  les  signes  des 
premiers  termes  des  fonctions  changent  alors  de  deux  en 
deux. 

Il  en  résulte  que,  lorsque  les  premiers  termes  des  m  4-1 
fonctions  présentent  k  variations,  la  suite  complète  des  fonc- 
tions de  Sturm  perd,  de  j:  =  —  00  à  x  ^=:  -t-  00,  un  nombre  de 
variations  égal  à 

(m  —  k)  —  k     ou  à     m  —  2k, 

Tel  est  alors  (1273)  le  nombre  total  des  racines  réelles  de  l'é- 
quation donnée  et,  par  conséquent,  le  nombre  de  ses  racines 
imaginaires  est  égal  à  2  A*. 
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Conditions  de  snbstitiition  d'antres  fonctions  à  celles  de  Stnrm. 

1281.  Pour  pouvoir  substituer  d'autres  fonctions  à  celles 
de  Sturm,  il  suffit  que  ces  fonctions  remplissent  exactement, 
dans  les  limites  voulues»  les  conditions  imposées  aux  fonc- 
tions de  Sturm.  Or  ces  conditions  sont  (1268)  au  nombre  de 
quatre  : 

i""  La  dernière  fonction  de  la  nouvelle  suite  doit  conserver 
le  même  signe,  lorsque  x  varie  entre  les  deux  substitutions 
extrêmes  a  et  p  >  a. 

a"*  Deux  fonctions  consécutives  ne  doivent  jamais  s'an- 
nuler simultanément  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a 
et  p. 

3"*  Lorsqu'une  fonction  intermédiaire  s'annule  pour  une 
certaine  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  (3,  les  deux  fonctions 
qui  la  comprennent  doivent,  pour  cette  valeur  de  a?,  pré- 
senter des  signes  contraires. 

4"*  Le  rapport  de  la  première  fonction  Y  de  la  nouvelle  suite 
à  la  deuxième  fonction  Yi  doit,  lorsqu'il  s'annule  pour  une 
valeur  de  x  comprise  entre  a  et  |3>a,  ^oayo«r.ç  passer  du  né- 
gatif au  positif. 

Ces  quatre  conditions  étant  les  seules  qu'on  ait  invoquées 
dans  la  démonstration  de  Sturm,  il  est  évident  que,  si  Ton 
égale  à  zéro  la  première  fonction  de  la  nouvelle  suite,  le 
nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  correspondante 
Yr=o,  comprises  entre  a  et  p,  sera  exactement  le  nombre 
des  variations  perdues  par  cette  suite  quand  on  passera  de  la 
substitution  j;  =  a  à  la  substitution  plus  grande  x=z^. 

1282.  Si  Ton  a  a  >  p  au  lieu  de  a  <  |3,  il  est  évident  que  la 
quatrième  condition  énoncée  ci-dessus  (1281)  est  remplacée 

Y 

par  la  condition  inverse,  c'est-à-dire  que  le  rapport  r^-  doity 

lorsqu'il  s'annule  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  p, 
toujours  passer  du  positif  au  négatif,  puisque  x  va  en  dimi- 
nuant au  Heu  d'aller  en  augmentant  (1232).  Chacun  de  ces 
passages  fait  donc  gagner  une  variation  au  lieu  de  la  faire 
perdre  (1268). 
Par  conséquent,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 


1 
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lion  Y  =  o  comprises  entre  a  et  (3  est  exactement  le  nombre 
des  variations  perdues  ou  gagnées  par  la  suite  considérée,  en 
passant  de  la  substitution  a  à  la  substitution  (3,  suivant  que  a 
'est  inférieure  ou  supérieure  à  p. 

1283.  Pour  montrer  l'importance  et  l'extension  de  ces  con- 
sidérations, nous  indiquerons  la  question  suivante  qui  a  trouvé 
place  dans  les  développements  présentés  par  Sturm  au  sujet 
de  son  théorème,  et  qui  conduit  à  un  résultat  utile  au  point 
de  vue  de  la  recherche  des  racines  imaginaires. 

Considérons  la  suite 

(0  Y,      ij,     ij,     ...,     Yp-i,     Yp, 

et  supposons  qu'elle  remplisse  seulement  les  trois  premières 
conditions  énoncées  au  n°  1281,  Yj  étant  choisie  arbitraire- 

Y 

ment,  et  le  rapport  y  n'étant  astreint  à  aucune  autre  condi- 

tion  spéciale  que  d'avoir  ses  deux  termes  premiers  entre 
eux. 

a  et  (3  étant  deux  nombres  réels  quelconques,  faisons  varier 
œ  dans  le  même  sens,  depuis  a  jusqu'à  [3,  et  admettons  que  la 
suite  (i)  présente,  d'une  substitution  à  l'autre,  une  perte  ou 
un  gain  de  k  variations  (  1282). 

D'après  ce  qui  précède  (1268,  1281,  1282),  le  nombre  des 
variations  de  la  suite  (i)  ne  peut  changer  que  lorsque  x 
atteint  et  dépasse  une  racine  réelle  de  l'équation  Y  =  o.  Le 
gain  ou  la  perte  de  k  variations  indique  donc  nécessairement 
Texistence  de  k  racines  réelles  de  cette  équation  au  moins, 
entre  les  nombres  a  et  (3. 

Voici  pourquoi  nous  disons  :  au  moins.  Lorsque  x  atteint 
et  dépasse  ainsi  une  racine  réelle  de  Y  -_-.  o,  comme  la  qua- 

Y 

trième  condition  manque  (1281),  le  rapport  ^  peut  passer  du 

■•1 

positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif,  ou  conserver  le 
môme  signe.  Dans  le  premier  cas,  la  suite  (i)  gagne  une  va- 
riation; dans  le  deuxième  cas,  elle  en  perd  une;  dans  le  troi- 
sième cas,  elle  garde  le  même  nombre  de  variations. 

Si  Ton  représente  par  à  l'excès  du  nombre  des  passages  du 
positif  au  négatif  sur  celui  des  passages  du  négatif  au  positif, 
pendant  que  x  varie  de  a  à  (3,  on  a  nécessairement,  en  dési- 
gnant par  k  l'excès  du  nombre  de  vai*iations  de  la  suite  (i) 


r 
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pour  vF  =  j3  sur  son  nombre  de  variations  pour  œ  .  :  a, 

k  es>{  positif  ou  négatif,  selon  qu'il  y  a  gain  ou  pet'te  de  va- 
riations, de  j?  =  a  à  J7  --  p. 

i2S%,  Ce  n'est  donc  que  lorsqu'on  forme  la  suite  de  Sturm 
en  prenant  pour  fonction  Yi  la  déri^^ée  de  la  fonction  Y,  que 
Ton  peut  affirmer  (1232)  que  le  nombre  des  racines  réelles  de 
l'équation  Y=:o,  comprises  entre  a  et  p,  est  exactement  le 
nombre  des  variations  gagnées  ou  perdues  par  la  suite  (1282), 
de  a:  =  a  à  j?  =  (3. 

Y 

1285.  Considérons  maintenant  le  rapport  inverse  ~  • 

Quand  a?,  variant  de  a  à  p,  atteint  et  dépasse  une  racine 
réelle  de  Yi  =  o,  ce  rapport,  en  s'annulant,  peut  passer  éga- 
lement du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif,  ou  con- 
server le  même  signe.  Représentons  par  à'  l'excès  du  nombre 
de  ses  passages  du  positif  au  négatif  sur  celui  de  ses  pas- 
sages du  négatif  au  positif,  et  par  k'  le  nombre  des  variations 
gagnées  on  perdues  (1283)  par  la  suite 

lorsque  x  varie  de  a  à  (3. 
Par  hypothèse,  Y  et  Y,  sont  de  signes  contraires  chaque  fois 

que  Y|  s'annule  [troisième  condition  (1281)].  Il  en  résulte 

Y 

que,  si  le -rapport -y  passe  du  positif  au  négatif,  le  rapport 

Y 

Y^  passe  du  négatif  au  positif;  et,  inversement.  —  à'  indique 
*t 

donc  l'excès  du  nombre  des  passages  de  ce  dernier  rapport 
du  positif  au  négatif  sur  celui  de  ses  passages  du  négatif  au 
positif,  de  ^7  —  a  à  a-  ~  (3,  et  l'on  a 

-à'^k'        ou        à'^-k'. 

Il  s'agit  de  trouver  la  relation  qui  lie  les  deux  nombres  i 
et  à'  ou  de  comparer,  au  point  de  vue  qui  nous  occupe,  la 
suite  (i)  [1283]  et  la  suite  (2). 

Or  la  suite  (1)  ne  diffère  de  la  suite  (2)  que  par  son  premier 
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Y 

terme  Y.  Par  conséquent,  si  le  rapport  ^  conserve  le  même 

signe  pour  les  deux  substitutions  ot  et  |3,  il  est  clair  qu*OD  a 

k—k'        ou        ^'—-à  —  -^k. 

m 

9 

Y 

Si  le  rapport  t^  a  le  signe  -+-  pour  j:= «  et  le  signe  —  pour 

j:  =  j3,  la  suite  (i)  gagne  une  variation  de  plus  que  la  suite  (i) 
dans  le  passage  de  a  à  [3,  et  Ton  a 

Ar=A:'-M         ou         i'=z  — d -h  i~  —  k -h  i. 

Y 

Enfin,  si  le  rapport  ^r  a  le  signe  —  pour  ^  =  a  et  le  signe  -f 

pour  ^  =  (3,  la  suite  (i)  perd  une  variation  de  plus  que  la 
suite  (2)  dans  le  passage  de  oc  à  ^,  et  l'on  a 

k  :=  k'  —  I         ou        i'  =  —  5  —  I  =  —  A'  —  I . 


1286.  Il  est  important  de  remarquer  que,  si  la  fonction  Y 
est  du  m»*"»®  degré  et  si  Ton  a  en  valeur  absolue  k=zm,  pour  a 
et  (3  égales  aux  limites  des  racines  réelles  de  l'équation  Y  =:  o, 
cette  équation  Y  =  o  ^  toutes  ses  racines  réelles  (1283).  £n 

Y 

même  temps,  le  rapport  ^  change  forcément  de  signe  chaque 

*i 

fois  qu'il  s'annule,  en  passant  toujours,  soit  du  négatif  au 
positif,  soit  du  positif  au  négatif,  suivant  que  x  croît  ou  dé- 
croît constamment  de  oc  à  [3  (1282).  La  fonction  Y^  joue  alors 
le  même  rôle  que  la  dérivée  de  la  fonction  Y  (1232,  1268, 
1284),  et  le  théorème  de  Rolle  (123&.)  lui  est  applicable,  de 
sorte  que  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation  Y— 0 
comprennent  nécessairement  une  racine  réelle  de  l'équa- 
tion Yi  =  o.  Cette  dernière  équation  est  donc  de  degré  m  —  1» 
et  ses  racines  séparent  celles  de  l'équation  Y  =  o. 
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CHAPITRE  V. 


SÉPARATION  DES  RACINES  IMAGINAIRES. 


Rappel  du  théorème  de  Ganchy. 

1287.  Nous  avons  démontré  précédemment  le  théorème  de 
Caucbt  sur  le  nombre  de  points-racines  (1016)  compris  à  l'in- 
térieur d'un  contour  donné,  sur  lequel  ne  se  trouve  aucun 
point-racine  (1109,  1110, 1111). 

On  considère  une  fonction,  entière  et  de  degré  m, 

a  =  (p(^)=P-^Q£, 
de  la  variable  imaginaire 

Les  coefficients  de  la  fonction  sont  réels  ou  imaginaires,  et  P 

et  Q  sont  des  fonctions  réelles  des  variables  réelles  x  et  y. 

Si,  en  partant  d'un  point  quelconque  du  contour  donné,  on 

décrit  ce  contour  dans  le  sens  direct,  de  manière  à  revenir  au 

p 
point  de  départ  (1111),  le  nombre  de  fois  que  le  rapport  ^> 

en  s'annulant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  positif  au 
négatif,  moins  le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport,  en 
s'annulant  et  en  changeant  de  signe,  passe  du  négatif  au  po- 
sitif, c'est-à-dire  ce  qu'on  appelle  V excès  A,  est  précisément 
égal  au  double  2fA  du  nombre  /x  de  points-racines  ou  de  ra- 
cines (égales  ou  inégales)  de  l'équation  9(^)  =  o,  qui  se 
trouvent  à  l'intérieur  du  contour  choisi  (1111). 

Puisqu'on  a 

A=afx, 

il  suflit,  pour  trouver  fx,  de  chercher  l'excès  A  pour  ce  con- 
tour. 
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Règle  de  Sturm. 

1288.  Quel  que  soit  le  contour  adopté,  on  peut  diviser  son 
ensemble  en  plusieurs  arcs,  tels  que  AB,  BC,  CD,  ...  {fig.  67), 
et  l'excès  total  A  qu'on  doit  calculer  est  évidemment  la  somme 
des  excès  5,  ^1,  à^,  . ..,  obtenus  pour  les  différentes  parties 
du  contour  ainsi  divisé,  et  parcouru  comme  on  vient  de  le 
rappeler  (1287). 

Fig.  57. 


0 


Admettons  que,  pour  la  portion  AB,  les  coordonnées  x^iy 
puissent  être  exprimées  rationnellement  en  fonction  d'une 
variable  réelle  t  (950,  2"^  D"").  On  pourra  alors  poser 


"-F(7)' 


/,  F,  4»,  W  représentant  des  fonctions  entières.  Quand  on  par- 
court Tare  AB  de  A  vers  B,  la  variable  auxiliaire  t  a,  au  point 
A,  la  valeur  initiale  ^i  et,  au  point  B,  la  valeur  finale  ^,. 

Si  Ton  remplace  ^  et  7  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  /, 
p 
le  rapport  ^  devient  lui-même,  le  long  du  contour  donné, 

une  fonction  rationnelle  de  ^;  et  Ton  peut  toujours  écrire 


P 

Q 


V 


en  désignant  par  V  et  par  V,  des  fonctions  entières  de  t  qui 
n'ont  aucun  facteur  premier  commun. 

Du  théorème  établi  au  n°  1283  et  au  n«  1285,  Sturm  a  pu 
alors  déduire  la  règle  suivante  : 

!*>  Si  le  degré  de  V  n*est  pas  inférieur  au  degré  de  V»,  on 


i 
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divise  V  par  V,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  —V,  de 
degré  inférieur  à  Vj,  et  l'on  poursuit  les  opérations  [en  divi- 
sant V,  par  V„  etc.  (1268)]  jusqu'au  reste  —  Vp  indépendant 
de  tf  de  manière  à  former  une  suite,  analogue  à  celle  des 
fonctions  de  Sturm,  sauf  la  quatrième  condition  (1283), 


V       V      V        V  V^  V 


P' 


On  compte  combien  cette  suite  présente  respectivement  de 
Variations  pour  la  substitution  t^  et  la  substitution  £,  et,  si  l'on 
désigne  par  k  l'excès  du  premier  nombre  sur  le  second,  on  a, 
pour  l'excès  positif  ou  négatif  d  (i283),  qui  répond  au  par- 
cours de  Tare  AB, 

2°  Si  le  degré  de  V  est  inférieur  au  degré  de  Vi,  on  opère 
de  la  même  manière  en  renversant  l'ordre,  c'est-à-dire  en 
prenant  Vj  pour  dividende  et  V  pour  diviseur.  On  obtient 
alors  la  suite 


''l»         '»         '^î»  'S>         •♦•>  'p--l>         ^ 


P' 


On  compte  combien  cette  suite  présente  respectivement  de 
variations  pour  la  substitution  t^  et  la  substitution  t^  et,  si  l'on 
désigne  encore  par  k  l'excès  du  premier  nombre  sur  le  se- 
cond, on  a,  en  se  reportant  au  n°  1285,  l'un  de  ces  trois  résul- 
tats pour  l'excès  positif  ou  négatif  d  qui  répond  au  parcours 

de  l'arc  AB. 

V 
Si  le  rapport  -^  conserve  le  môme  signe  pour  la  substitu- 
tion tx  et  la  substitution  t^  (ou  si  V,  et  V  forment  toujours  une 
permanence),  on  a 

Y 

Si  le  rapport  -^  passe  du  positif  au  négatif  lorsque  t  passe 

de  ^j  à  tt  (ou  si  Vi  et  V,  d'abord  de  môme  signe,  deviennent 
de  signes  contraires),  on  a 

â  =  — /:-+-!. 

Y 

Ënfm,  si  le  rapport  -^  passe  du  négatif  au  positif  pour  les 

mêmes  substitutions  (ou  si  V,  et  V,  d'abord  de  signes  con- 
traires, deviennent  de  môme  signe;,  on  a 
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On  opère,  comme  on  vient  de  l'indiquer  (i^*,  a^),  relative- 
ment à  toutes  les  parties  du  contour  proposé,  et  il  ne  reste 
plus  qu'à  ajouter  algébriquement  les  différents  résultats  pour 
obtenir  l'excès  total  A  (1287). 


Cas  où  le  contour  choiai  est  une  circonférence. 

1289.  On  peut  prendre  pour  le  contour  donné  une  circoD- 
férence  ayant  son  centre  à  l'origine  {^fig*  58). 


r  étant  le  rayon  de  cette  circonférence,  on  a  (836, 1287), 
pour  l'un  quelconque  de  ses  points  M, 

5  =  r(cosaH-  isina), 

l'argument  a  variant  de  o  à  au  si  l'on  part  du  point  A,  ou  de 
—  TT  à  -h  TT  si  l'on  part  du  point  A'. 
Posons 

lang  ^  =  /. 
Nous  aurons  (  Trigon,y  66,  37) 


oc 

cos- 
a 


d'où  l'on  déduit 


/ 


I  -h  tang*  - 


cosa 


i 
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On  a  ensuite  (Trigon.,  34,  63) 

2  tang- 
sm  a  =:  tangœ  cos  a  — cos  a, 


c'est-à-dire 

sinot 


I  —  tang*  - 

'2 


2t 


l-{-t' 


La  valeur  de  z,  en  fonction  de  ]a  variable  auxiliaire  t,  devient 
ainsi 

Il  restera  à  substituer  cette  valeur  de  z  dans  le  premier 
membre  <f{z)  de  l'équation  considérée  (p(^)  =  o,  de  manière 
à  en  déduire  (1287,  1288)  les  quantités  P  et  Q  et  le  rapport 

P        V 

j^  ou  ^  en  fonction  de  r  et  de  t. 

Pour  décrire  alors  la  circonférence  entière  dans  le  sens  di- 
rect, en  partant  du  point  A',  il  suffit  de  faire  varier  ^  de  —  x 
à  -h  oo;  car,  pour  a  =  —  tt,  on  a 

-  = ou         tang-=i  =  —  00  ; 

2  2  ^2 

oc  TT 

a  croissant  de  —  tt  à  o,  -  croît  de à  o,  et  ^,  de  —  go  à  o  ; 

2  2  ' 

oc  TT 

enfin,  a  croissant  de  o  à  tt,  -  croît  de  o  à  ->  et  ^  de  o  à 

2  2 

4-  00. 

Pour  chaque  valeur  donnée  à  r,  on  formera,  suivant  le  degré 

V 

de  ^  par  rapport  à  t.  Tune  des  deux  suites  indiquées  (1288); 

et,  en  estimant  les  variations  de  cette  suite  pour  ^  =  +  oo  et 
<  =  —  00,  on  déterminera,  en  appliquant  la  règle  de  Sturm  et 
celle  de  Cauchy  (1287,  1288),  le  nombre  des  racines  (réelles 
ou  imaginaires)  de  Téquation  (p(^)  =  o,  comprises  dans  la 
circonférence  correspondante. 

En  considérant  un  nombre  convenable  de  circonférences, 
on  peut  donc,  par  cette  méthode,  séparer  les  racines  imagi- 
naires aussi  bien  que  les  racines  réelles  de  Téquation  donnée. 
Si  les  coefficients  de  cette  équation  sont  réels,  ses  racines 
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imaginaires  seront  conjuguées  et  séparées  par  couples  (1031, 
872). 

Si  Ton  désigne  par  x  et  y  les  coordonnées  du  point  quel- 
conque M  (Jig.  58),  on  a  [z:=zœ -\-yi=i  r  (cosa-h  isina)] 


x^=.  r  cos ciL^=^r — ,         y  =:  /•  sin  a  =  /• 


I  -h  <-  ^  1  -t-  /» 

Si  le  centre  de  la  circonférence  choisie  n'était  pas  à  Tori- 
gine  et  si  ses  coordonnées  étaient  x^  et/o9  l^s  coordonnées 
ci-dessus  du  point  M  se  trouveraient  augmentées  respective- 
ment de  x^  et  de  jo-  On  remplacerait  donc  d'abord  z  par 
^H-ji  dans  l'équation  considérée  9(5)  =  o,  puis  on  substi- 
tuerait à  a:  et  à  j  les  valeurs 

I  —  /«  2  / 


j  H-  i*  '■  I  -+-  /* 

Les  calculs  sont,  en  général,  pénibles  lorsque  le  contour 
choisi  est  une  circonférence  de  cercle,  et  il  est  préférable  de 
faire  usage  d'un  rectangle.  Avant  d'indiquer  cette  solution, 
nous  donnerons  un  exemple  relatif  à  l'emploi  de  la  circonfé- 
rence. 

Exemple. 

1290.  Séparer  les  racines  de  l* équation 

(p(5)  =  S3_|_  22  —  1  =  0. 

Cette  équation  n'a  qu'une  racine  réelle,  le  coefficient  de  z  étant  positif 
(1245),  et  cette  racine  réelle  est  positive  (1010,  1215).  Les  deux  sub- 
stitutions o  et  I  montrent  qu'elle  est  comprise  entre  o  et  i. 
Remplaçons  z  par  la  valeur  (1289) 

I  —  /«-+-  2  // 
z  =  r 

Nous  aurons 

.  (i  —  /»-4-  -xiiY  I  —  /*-+-  iti 

ir 1  =  0. 


En  chassant  les  dénominateurs,  en  effectuant  les  calculs  et  en  simpli- 
fiant, nous  obtiendrons,  d'une  manière  générale,  pour  la  partie  réelle  P 
et  pour  le  coefficient  Q  de  i  dans  le  premier  membre, 

P=:r»(— /6-hi5r*— i5r*-i-i)-f-ar(i-4-f*— /*— f6)— (i-h3/«-i-3f*H-/'), 
Q  =  rï(6/5— 20/3-1-  6f)  ^2r(2/-+-  4/»-h2/5). 
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En  supposant  d'abord  le  rayon  r  égal  à  i ,  il  viendra  donc 

P  =  — 4f«-f-io^*— i6r»-f-2, 
Q=    lo/» — la/'-f-ior, 

c'est-à-dire,  en  supprimant  le  facteur  commun  2, 

P  __  —  9./«-f-5r»— 8/«-t-i  _  V^ 

Comme  le  degré  de  Y  est  supérieur  à  celui  de  Vi ,  nous  n'aurons  à  ap- 
pliquer que  la  première  partie  de  la  règle  de  Sturm  (1288,  i"*). 

En  effectuant  les  divisions  prescriteSt  nous  pourrons  former  le  Ta- 
bleau ci-dessous,  qui  indique  les  fondions  obtenues  et  les  signes  de  leurs 
valeurs  pour  les  deux  substitutions  t  =-hcc  ei  t  =  —  00. 

i  =  4-  oc.  i  =  —  00. 

V  =  — 2/6-4- 5f*— 8/«-Hi —  — 

Vi=  5/»— 6r'H-5r -t  — 

V,  =  — i3/*-4-3or«-5 —  — 

V,--9/a-5/ 

¥4=  — 67/2-^-^7 —  _ 

V5  =  -+-  289/ t-  — 

V6  =  — 7803 -  — 

La  suite  présentant  4  variations  pour  /  =  -h  œ  et  2  variations  pour 
/  =  —  00,  il  en  résulte 

A  =  2[Jt  =  2,  d'où  (1  =  1. 

Le  cercle  de  rayon  i ,  décrit  de  l'origine  comme  centre,  renferme  donc 
une  racine  et  une  seule  de  l'équation  donnée.  C'est  la  racine  positive 
comprise  entre  o  et  i. 

n  faut  maintenant  recommencer  les  calculs  en  donnant  une  autre  valeur 
au  rayon  r.  Nous  considérerons  la  circonférence  de  rayon  2. 

Les  valeurs  générales  de  P  et  de  Q,  indiquées  ci-dessus,  se  transfor- 
meront alors  de  manière  à  donner 

P   _  —  !3f«-t-ii3f»-~ii9/«H-ii  _  V 
Q  '~  7/»— i8/3-f-7/  ~  VÎ" 

Les  divisions  nécessaires  étant  effectuées,  nous  pourrons  former  ce  se- 
cond Tableau  : 

^=-l-oc.        /=  —  «.. 

V  =  — i3r«H-ii3/*— iigr'-hii....         —  — 
Vi  =  7/»  — i8/'-f-  7/ H- 

Vs  =  — 557f*-h74'?/'  -  77 —  — 

Vt  =  i5W__,o5/ 

V4  =  _765i/»-t-iG6i -- 

Vi  =  -h  17267  / i-  — 

V«  =  —  28680487 —  — 
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La  suite  présentant  6  variations  pour  r  =  -t-  oo  et  o  variation  pour 
/=  —  30.  il  en  résulte 


A  =  2|i  =  6, 


d'où 


|ji  =  3. 


La  circonférence  de  rayon  2  [comme  on  pouvait  le  prévoir  en  cherchant 
en  fonction  de  la  racine  positive  moindre  que  i  la  valeur  limite  du  mo- 
dule commun  des  racines  imaginaires  conjuguées  (820)]  comprend  donc 
les  trois  racines  de  Téquation  proposée.  Par  suite,  c*est  dans  la  cou- 
ronne déterminée  par  les  deux  circonférences  concentriques  de  rayon  2 
et  de  rayon  i  que  tombent  les  extrémités  [symétriques  par  rapport  à 
Taxe  0^(872)]  des  modules  des  doux  racines  imaginaires  conjuguées; 
et  Ton  peut  regarder  les  trois  racines  de  Téquation  comme  séparées. 

Cas  où  le  contour  choisi  est  on  rectangle. 

1291.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  contour  adopté 
est  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  parallèles  auj^  cures  coor- 
donnés. On  doit  alors  chercher  séparément  les  excès  partiels 
qui  répondent  à  chaque  côté,  et  les  ajouter  algébriquement 
pour  avoir  Texcès  total  A. 

Dans  l'hypothèse  faite,  et  pour  chaque  côté,  Tune  des  deux 

p 

coordonnées  ;r  et  /  se  trouve  constante.  Le  rapport  ^^  est 

alors  une  fonction  rationnelle  de  l'autre  coordonnée,  qu'on 
peut  considérer,  si  l'on  veut,  comme  se  confondant  avec  la 
variable  auxiliaire  t  introduite  dans  le  cas  d'un  contour  quel- 
conque et,  en  particulier,  dans  celui  d'un  contour  circulaire 
(1289). 
Soit  le  rectangle  ABGD  {/ig.  Sg),  et  supposons  qu'on  ail 


y 

Fi 

g-  ^9- 

C    < B 

1 
1 

1. 

0 

V 

X 

D 

— ^ 

k 

a?  iz:  j?i  et  j;  =r  jtj,  pour  les  deux  côtés  AB  et  DC,  parallèles  à 
l'axe  des  j;  y  —  y\  et  y=zy^^  pour  les  deux  côtés  DA  et  CB, 
parallèles  à  l'axe  des  x. 


r^ 
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Soit  réquatîon 

9(5)  =  9(x-hjK0  =  P-^Q'. 

Nous  aurons,  en  désignant  par  /  et  par  F  deux  fonctions  en- 
tières, 

P=/(^,r)        et        Q^F(^,v). 

Pour  le  parcours  du  côté  AB,  x  =  Xj,  c'est-à-dire 

P_/(>^.>.v)_  V 

Q~F(-^i.v)-\V   • 

en  rendant,  s'il  y  a  lieu,  V  et  V|  premiers  entre  eux.  Il  faudra 
donc  former,  à  Taide  de  V  et  de  V,,  la  suite  indiquée  précé- 
(leniment  (1288),  y  substituer  les  limites  j^t  et/,  de/,  et  en 
déduire  la  valeur  de  l'excès  $  relatif  au  côié  AB,  valeur  qu'on 
peut  représenter  par  d,. 
De  même,  pour  le  parcours  du  côté  BC,  /==/„  c'est-à-dire 

en  rendant,  sll  y  a  lieu,  U  et  U,  premiers  entre  eux.  On  for- 
mera, à  l'aide  de  U  et  de  Ui,  une  suite  analogue  à  la  précé- 
dente, on  y  substituera  les  limites  x^  el^i  de  x^  et  Ton  en  dé- 
duira la  valeur  de  l'excès  8,  relatif  au  côté  BC. 
Pour  le  parcours  du  côté  CD,  x  =  j?,.  On  aura  donc 

V  _f(x,,y)  _\' 

ou  la  même  suite  que  pour  V  et  Vj,  sauf  le  remplacement  de 
X,  par  x^  et  le  renversement  des  limites  /,  et  j'i.  On  en  dé- 
duira l'excès  d,  relatif  au  côté  CD. 
Enfin,  pour  le  parcours  du  côté  DA,  r  =  Vi,  c'est-à-dire 

ou  la  même  suite  que  pour  U  et  Ui,  sauf  le  remplacement  de 
yi  par/i  et  le  renversement  des  limites  j::,  et  ^,.  On  en  dé- 
duira l'excès  \  relatif  au  côté  DA.  On  aura  finalement 

A  =  îî  fx  ~  ^1  -h  ô,  -t-  Ô3  -h  ^4. 
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En  considérant  un  nombre  convenable  de  rectangles,  oq 
pourra,  en  suivant  cette  marche,  séparer  complètement  les 
racines  imaginaires  aussi  bien  que  les  racines  réelles  d'une 
équation. 

Exemple. 
1292.  Reprenons  la  môme  équation 

(p(s)  =  3»  H-  23  —  I  =  O. 

Nous  aurons,  en  remplaçant  ici  (1291  )  z  par  x  -\-fiy 

En  développant  et  en  simplifiant,  nous  trouverons,  pour  la  partie  réelle  P 
et  pour  le  coefficient  Q  de  /  dans  le  premier  membre, 

P  =  X* —  3x;'-+-2x  —  I,        Q  =— ^-3-t-3.r*^  -h  a/, 
c'est-à-dire,  d'une  manière  générale, 

P  _  .r3—  3.17^+20:  — I 

Nous  considérerons  d'abord  un  carré  ABCD  (7%^.  60),  ayant  son  centre 


c 

1 

F 

y 

ig.  60. 

B' 

c   ^ 

— i      B 

1 

^ 

i       ^ 

X 

D      ^ 

-*-      i 

i 

D' 

K' 

à  l'origine  et  un  côté  égal  à  2,  et  que  nous  supposerons  d<^crit  à  partir 
du  sommet  A. 

Pour  le  côté  AB,  nous  aurons  x  =  i;  pour  le  côté  CB,  r  =  i;  pour  le 
côté  DC,  X  =  —  i;  pour  le  côte  DA,  j  =  —  i. 
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Le  rapport  jr  deviendra  donc,  pour  le  côté  AB, 

P  _  -  -3j«-hA  _  V^ 

y  -  --^3+ j^-  V,' 

II  faudra,  par  conséquent,  diviser  Y]  par  Y  et  appliquer  la  seconde 
partie  de  la  règle  de  Sturm  (1288,  a*);  y  devant  varier  de  —  i  à  -h  i, 
les  divisions  effectuées  nous  permettront  de  former  le  Tableau  ci-dos- 
sous  : 

r  —  -h  I.        jr  -  —  i. 

Y,    -->3-H  n -  i  -     4 

Y  i---3/2-+--.> —  I  -  -     1 

Y,  --i3.r —  i3  H-  i3 

Ys  —    -  -26 •. .  ».6  —  a6 

En  comptant  les  variations  dans  chaque  colonne,  on  voit  que  l'excès 
relatif  au  côté  AB  a  pour  valeur 

0,  =  —  (I  —  -O-h  I  =  2. 
P 

Pour  le  côté  BC,  le  rapport  -r  devient 

P  _  r'— .r  — I  _  _U 

Il  faudra,  par  conséquent,  diviser  D  par  Ui,  et  appliquer  la  première 
partie  de  la  règle  de  Sturm  (1288,  i°). 

On  formera  ainsi  le  Tableau  suivant,  les  limites  de  x  étant  + 1  et 
—  I. 

JC  =  —  I.  J*  —  -i-  I. 

D   —  .r"^  —  X  —  I I  -         I 

Ui    -  3.<.î-t-i -     4  -f-     /, 

U*  — 4.r-4-3 I  -f-     7 

U3  =  -43 \'l                   43 

L'excès  relatif  au  côté  BC  aura  donc  pour  valeur 


Oo  —  •>.  —  '?.  =  o. 


Pour  le  côté  CD,  on  a 


P       _3.>*"4_  _  V 
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Les  limites  de  y  étant  -f- 1  et  —  i,  il  en  résulte  le  Tableau 

r  =  —  I .        j)-  =  H- 1 . 

V'i=-j»-h5j -    4  -4-4 

V'  =  37«-4 -      I  -     I 

V,  =  —  1 1  r -f-  1 1  —  1 1 

V'3=-h44 -r-  44  H-  44 

L'excès  relatif  au  côté  CD  est,  par  suite, 

§8  =  —  (i  —  2)  —  I  =  o. 

Enfin,  pour  le  côt^  DAj  on  a 

P  _  .r»  — .r  — I  _  JT 
0  ""   —3.^2-1  ""  V\' 

Les  limites  de  x  étant  —  i  ei  -h  i ,  on  trouve 

a*  =  -f- 1.  X  =  —  I. 

D'  =  .r'  —  .r  —  I -  I  —     I 

Uj  =  —  3.rî  —  I —  4  —     4 

U',  =  4-2^  H-  3 ■+-  7  —     I 

Ui  =  -h  43 -f-  43  -4-43 

L'excès  relatif  au  côté  DA  est  alors 

84  =  I  — 1  =  0, 
et  Ton  a  finalement,  pour  le  contour  total  parcouru, 

A  =3  a|jL  =  0|-i- 8j-i- 83-h  84  =  2        ou        |jL  =  i. 

Le  carré  ÂBCD  renferme  donc  une  seule  racine,  ainsi  séparée,  et  qui 
est  la  racine  réelle  et  positive  de  Téquation  donnée. 

Nous  recommencerons  les  calculs,  en  considérant  un  carré  A'B'C'D', 
de  côté  égal  à  4i  ayant  toujours  son  centre  à  Torigine,  et  que  nooâ 
décrirons  en  partant  du  sommet  A'  (fig.  60).  Pour  le  côté  A'B',  on 
aura  .r  =  2;  pour  le  côté  C'B',  j  =  a;  pour  le  côté  D'C,  x=  —  2: 
pour  le  côté  D'A',  j  =  —  2. 

En  partant  toujours  de  la  même  valeur  générale 

P  _  .r' — 3.rj'*-h  2X  —  I 


s 
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nous  aurons  successivement  :  pour  le  côté  A'B',  et  avec  les  limites 
/  =  — 2  et  j  =  -!-2, 

P  _  —  6.)  «  -h  1 1  _  _V 

v=H-a.       )•=  — 3. 
Vj  — _-.>s_l_,4j ^_  _ 

V    --r-     6j>-f-II —  — 

V,--73r -  -+- 

V,  =  -    8o'i -  - 

8i  =  — (i  — 2)-hi  =  a; 
pour  le  côté  B'C,  et  avec  les  limites  a:  =  -h  2  et  .r  =  —  2. 


!  V  ^  .7^—  lo.r  —  I  _  U 

:  Q  "  "~6.rî-4    "  ïï; 


a:=  —  a.        x=+2 

U  =  .r' — lo.r  —  I -f-  — 

Ui  =  6.r«— 4 -i-  ^- 


!  U,^28.r-h3 


2 

U3  — H-  l5!jl -f- 

0,=  2  —  1  =  1; 

pour  le  côtv  CD',  et  avec  les  limites  y  =-\-i  etjr  =  —  2, 

P  __     6r«— 13     _  r 

r  =—  a.      r  =  +  2. 

V,  =  — r»-4-i4  ^ —  -^ 

V'  =  6j-*— 13 -+-  -f- 

v;  =  -7ir ^- 

V'3  =  -H9'>3 -+-  -t- 

0,  =  — (i  —  2)-f-i  =  2: 


i 


pour  le  côté  D'A',  et  avec  les  limites  jc  =  —  2  et  .r  =  -h  2, 

P  __  x^ —  io.r  —  I  _  U' 
Q  "    —  6.r*-h4     ~  W 

X  =•+•  2.         a-  =: —  2. 

U'  =  .r*  —  io.r  —  I -  -  -h 

U'j=  — 6.r«-h4 

U'j=28a:-4-3 

U'3=-i54i 

84=  2  — 1  =  1. 
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On  a  donc  finalemenl,  pour  le  contour  total  parcouru, 

A  —  ^.[x  —  oj-h  Oj    -  Oj4- 0^  — 6        ou         jJL  =  3. 

Les  trois  racines  de  l'équation  proposée  sont  donc  renfermées  dans  le 
second  carré  A'B'C'D',  et  l'intervalle  entre  ce  carré  et  le  premier  ABCD 
renferme  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  ou  les  extrémités  de 
leurs  modules.  Comme  ces  extrémités  sont  symétriques  par  rapport  à 
l'axe  0.r,  on  peut  regarder  les  trois  racines  comme  complètement  sépa- 
rées. 

On  pourrait  facilement  isoler  respectivement  les  deux  racines  ima- 
ginaires conjuguées  dans  un  rectangle  très  réduit;  mais,  dans  les 
exemples  précédents,  notre  seul  but  a  été  de  préciser  la  marche  è 
suivre  pour  appliquer  convenablement  dans  chaque  cas  le  théorème  do 
Cauchy  et  la  règle  de  Sturm. 


!••» 
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CHAPITRE  VI. 

RECHERCHE  DES  LIMITES  DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION. 


Observations  préliminaires. 

1293.  Après  nous  être  occupé  surtout,  dans  les  Chapitres 
précédents,  de  la  séparation  des  racines,  nous  allons  passer  à 
leur  calcul  proprement  dit. 

La  question  des  limites  des  racines,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier, doit  être  traitée  en  premier  lieu. 

Nous  indiquerons  plus  loin  comment  on  peut  trouver  une 
limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  des  modules  des 
racines  réelles  ou  imaginaires  d'une  équation  quelconque. 
Mais  nous  considérerons  d'abord  les  racines  réelles  des  équa- 
lions  à  coefficients  réels,  pour  lesquelles  on  peut  obtenir  di- 
rectement des  limites  souvent  plus  favorables. 

iâ9k  Quand  il  s'agit  de  compter  seulement  le  nombre  des 
racines  réelles  d'une  équation,  il  suffit,  comme  nous  l'avons 
fait  jusqu'à  présent,  de  regarder  -h  oo  comme  la  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  et  —  oo  comme  la  limite  inférieure 
des  racines  négatives.  Lorsqu'on  en  vient  au  calcul  de  ces 
racines,  il  en  est  tout  autrement. 

On  comprend,  par  ce  qui  précède,  le  grand  intérêt  qu'on  a 
à  renfermer,  préalablement,  les  racines  réelles  cherchées 
entre  des  nombres  aussi  voisins  que  possible,  afin  de  pouvoir 
se  borner  aux  substitutions  et  aux  opérations  nécessaires  et 
de  n'en  pas  faire  d'inutiles.  Au  point  de  vue  pratique,  la  dé- 
termination de  limites  convenablement  resserrées  devient 
alors  très  importante. 
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1295.  Soit 

/(a')  =  Ao^'"-}-.\,.r"*-*-4-. . .  ^-A^^'*^-. . . -^  A,„_, ^ -i- A«, 

une  fonction  entière  de  -a?  à  coefficients  réels. 

Quand  on  saura  trouver  une  limite  supérieure  des  racines 
positives  de  l'équation /(j?)=  o,  il  sera  facile,  par  cela 
même,  d'obtenir  une  limite  inférieure  des  racines  négatives. 
On  pourra  ensuite,  par  de  simples  transfonnations,  arrivera 
une  limite  inférieure  des  racines  positives  et  à  une  limite  su- 
périeure des  racines  négatives.  On  parviendra  de  la  sorte  à 
indiquer,  dans  la  région  même  où  les  racines  réelles  sont 
renfermées,  deux  autres  régions  contenant,  Tune  toutes  les 
racines  positives,  Tautre  toutes  les  racines  négatives  de 
Téquation.  La  recherche  d'une  limite  supérieure  des  racines 
positives  de  l'équation  /(^)  ~o  est  donc  la  question  princi- 
pale à  résoudre.  Avant  d'exposer  les  procédés  plus  ou  moins 
avantageux  qui  peuvent  conduire  au  but,  nous  démontrerons 
un  principe  fondamental,  qui  se  résume  dans  les  considéra- 
tions suivantes. 

Principe  fondamental. 

1296.  Soit  l'équation  donnée  ci-dessus,  /(.r)z=:o.  [Nous 
supposerons  toujours  que  son  premier  terme  a  été  rendu  po- 
sitif, et  alors,  pour  j:=i -hoc,  on  aura /(a-)  >  o.] 

Si  un  certain  nombre  positif  L,  mis  à  la  place  de  x,  donne 

/(L)>o, 

et  si  cette  condition  est  remplie  par  toutes  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  L,  jusqu'à  07  =  4-00,  il  est  évident  que  L  est 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équatioa 
/(.r):=o,  puisque  son  premier  membre  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  de  x  supérieure  à  L. 

Réciproquement,  toute  limite  supérieure  L  des  racines 
positives  d'une  équation  /{a:):=o  fait  acquérir  à  son  pre- 
mier membre  un  signe  (positif,  lorsque  Ao  est  positif)  qui 
demeure  constant  pour  toute  valeur  supérieure  donnée  à  j; 
car,  s'il  y  avait  changement  de  signe  pour  une  autre  substi- 
tution Li  >  L,  l'équation /(:r)  =  0  admettrait  au  moins  une 
racine  positive   entre  L  et  L,   (1027),  et  L  ne  serait  pas. 


r 
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contre  l'hypothèse,  une  limite  supérieure  de  ses  racines  po- 


sitives. 


1297.  Lorsque/(a?)  a  tous  ses  termes  positifs,  toute  valeur 
positive,  quelle  qu'elle  soit,  mise  à  la  place  de  Xy  donne 
f[x)  >  o.  L'équation  correspondante  n'admet  donc  aucune 
racine  positive,  ce  qui  concorde  avec  le  théorème  de  Des- 
cartes (12U). 

1298.  Lorsque /(j?)  présente  une  seule  variation^  Téqua- 
lion/(x)  =0  n'a  <\\ïune  seule  racine  positive  (1215). 

//  est  facile^  dans  ce  cas,  de  trouver  une  limite  supérieure 
de  cette  racine  et  de  prouver  que,  à  partir  de  j?  =  o,  le 
premier  membre  de  V équation  va  constamment  en  croissant 

avec  X. 

En  effet, /(,r)  se  compose  alors  d'un  pu  de  plusieurs  termes 
positifs  suivis  de  termes  tous  négatifs.  On  a,  par  exemple, 

/(x)  ==  (Ao.r'"-i- . . .  -h  A„  J7«)  --  (  A„_t x'*-»  n-.  .  .  -h  A,„)  ; 
ce  qu'on  peut  écrire 

f{x)^x-  [(Ao^— «  ^.  .  .4- A„)  --  (^-^  -r  .  .  .  -h   -^jj  • 

Pour  X  croissant  à  partir  de  o,  la  première  parenthèse 
entre  crochets  va  constamment  en  augmentant,  tandis  que  la 
seconde  parenthèse  va  constamment  en  diminuant  :  la  diffé- 
rence de  ces  deux  parenthèses  va  donc  constamment  en  crois- 
sant. Comme  il  en  est  de  même  du  facteur  a?",  dès  qu'une 
valeur  positive  de  x  rend  f{x)  >  o,  toute  valeur  supérieure 
de  X  remplit  la  même  condition,  et  l'on  voit  en  même  temps 
que/(^)  va  constamment  en  croissant  à  partir  de  x  =  o. 

On  n'a  donc  qu'à  substituer  dans  f{x),  à  partir  de  o,  des 
nombres  croissants  à  la  place  de  j?;  le  premier,  L,  pour  le- 
quel on  obtient  /(L)>o,  surpasse  l'unique  racine  positive 
de  réquation/(^)  ■=  o. 

1299.  Si,  aux  premiers  termes,  supposés  positifs,  du  pre- 
mier membre  d'une  équation  /{x)  =  o  (et  dont  le  nombre 
peut  se  réduire  à  un),  on  adjoint  tous  ses  termes  négatifs  en 
laissant  de  côté  ses  autres  termes  positifs,  on  forme  un  poly- 
nôme (f(x)  qui  remplit  les  conditions  que  nous  venons  d'in- 
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diquer;  et,  en  désignant  par  ^{j^)  Tensemble  des  termes  po- 
sitifs de /(a?)  qui  n'entrent  pas  dans  9(^),  on  a 

Toute  valeur  positive  L  de  ^  qui  donne  <p(L)  >  o  est  alors 
évidemment  (1298,  1297,  1296)  une  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  de  l'équation  /(^)  =  o  et,  à  partir  de  x  =  o, 
f{x)  va  constamment  en  croissant. 

1300.  Après  ces  indications  générales,  nous  allons  faire 
connaître  les  différentes  règles  qu'on  peut  employer  pour 
trouver  une  limite  supérieure  des  racines  positives  d'une 
équation.  Les  deux  premières  sont  d'une  application  immé- 
diate; les  autres  procédés  exigent  des  calculs  spéciaux  plas 
ou  moins  longs,  mais  conduisent  à  des  limites  ordinairement 
beaucoup  plus  avantageuses. 


recherche  d*une  limite  supérieure  des  racines  positives 

d'une  équation. 

Limites  immédiates. 

1301.  I"  Soit  l'équation 

/(.t)  :=AoJr'"-T- A, j?'"- ' -f-Aj.f'"-*-h. .  .-h A;„_, j? -+-A«i:^o. 

Ao  élant  toujours  supposé  positif,  soit  A„  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  coefficient  négatif  (\e  l'équation.  La  valeur  de 
f{x)  sera,  pour  toute  valeur  positive  de  x^  égale  ou  supé- 
rieure à  celle  du  polynôme 

Ao.r'"  —  A„  (  J7'"-^  4-  x'»-'^-\-. . .  -i-  X  4-  i). 

Par  conséquent,  si  une  valeur  positive  de  x  rend  cette  ex- 
pression positive,  elle  satisfera  a  fortiori  à  la  condition 
/(^)>o. 

Or  la  parenthèse  qui  multiplie  A„  n'est  autre  chose  (i4' 
que  le  quotient 

■  ■■      ■  ■!       ■       ■        • 

X  —  I 

Il  suffît  donc  de  déterminer  une  valeur  positive  de  ^  à 
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partir  de  laquelle  on  ait  (1298) 


AoJ:"*>A« 


J.M 


En  supposant  a  priori  J7>  i,  il  en  sera  ainsi  évidemment 
(à  cause  de  x"*  >  œ'"—  i)  si  Ton  a 

A^ 
A 


^51, 


•r  —  I 
c'est-à-dire 

Par  suite,  on  obtient  une  limite  supérieure  des  racines  po- 
sitives d'une  équation^  en  ajoutant  l'unité  au  quotient  de  la 
valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  négatif  de  Véqua- 
lion  par  le  coefficient  du  premier  terme. 

L'indication  de  cette  limite  très  simple  est  attribuée  à 
Màclàurin. 

1302.  2°  On  arrive  à  une  limite  plus  resserrée  en  tenant 
compte  du  rang  du  premier  terme  négatif  de  l'équation,  si 
ce  rang  est  au  delà  du  second. 

Désignons  toujours  par  k^  la  valeur  absolue  du  plus  grand 
coefficient  négatif  àQ  Téquation,  et  supposons  que  le  premier 
terme  négatif  conXx^nne  la  variable  ^  à  la  puissance  m  — p. 

La  valeur  du  premier  membre /(.r)  sera  évidemment,  pour 
toute  valeur  positive  de  x,  égale  ou  supérieure  à  celle  du  po- 
lynôme 

Ao-r"*-t-A,.r'"-'-f-. . .  — A,i(x'«-/'-l-^'«-''-^-h. .  .-f-  .r-h  i). 

Par  conséquent,  si  une  valeur  positive  de  x  rend  cette  ex- 
pression positive ,  elle  satisfera  a  fortiori  à  la  condition 
/(a:)>o. 

Or,  la  parenthèse  qui  multiplie  A^  n'est  autre  chose  que  le 
({uotient 

X  — -  I 

Il  suffit  donc  de  déterminer  une  valeur  positive  de  x  à 
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partir  de  laquelle  on  ait  (1298,  1299) 

Ao^?'»  — A„ >o. 

X  —  I 

En  supposant  a  priori  x'>\^  on  peut  multiplier  lesdeu.T 
membres  de  cette  inégalité  par  x  —  \  {Alg.  e/e/n.,  215),  ei 
l'on  en  déduit 

KiiX'^^x  —  i)  —KnX"'-P-^^  -h  A;»  >  o. 
Cette  dernière  relation  sera  satisfaite  a  fortiori,  si  l'on  a 

k^x"'{x  —  i)  —  Art-r"*-^-^»  2o 
ou 

Ao^'"-''-^*  rar^-*(ar—  I)  —  *j^  1  lo. 

Comme  toute  valeur  positive  de  x  rend  positif  le  premier 
facteur  Ao-c'^"'''^*,  on  peut  diviser  les  deux  membres  de  Tiné- 
galité  par  ce  facteur.  On  peut  remarquer  ensuite  que  le  pro- 
duit xP-^{x  —  i)  est,  pour  x  plus  grand  que  i,  supérieur  au 
produit  {x  —  i)p-^{x  —  i)  ou  à  {x  —  i)''.  Finalement,  la  va- 
leur positive  donnée  à  x  doit  simplement  satisfaire  à  la  rela- 
tion 

Ao 

et  Ton  en  tire 


^  ■'*</¥. 


Par  suite,  p  étant  la  différence  qui  existe  entre  le  degré  de 
l'équation  donnée  et  celui  de  son  premier  terme  négatif,  on 
obtient  une  limite  supérieure  de  ses  racines  positives  en  ajou- 
tant l* unité  à  la  racine  jd'*'««  du  quotient  de  la  valeur  ab- 
solue du  plus  grand  coefficient  négatif  de  l'équation  par  te 
coefficient  du  premier  terme. 

Si  le  premier  terme  négatif  est  le  second  terme  de  l'équa- 
tion, on  a  />  =  i,  et  Ton  retombe  sur  la  limite  de  Maclaurin 
(1301). 

1303.  Si  Ton  applique  les  deux  règles  précédentes  à  Téqua- 

tion 

2x^-\-  3j7*-h  lojr^ —  7jr' —  i2a-'-t-  x  —  4  =  o, 
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T 1 

la  règle  de  Maclaurin  donne  i  H ou  r  comme  une  limite 

supérieure  des  racines  positives,  et  la  seconde  règle  conduit 

à  la  limite  plus  resserrée    n-  i /  —  ou    i  -î-  y^ô,   quantité 
moindre  que  3. 

Méthode  des  groupements. 

130V.  Celle  méthode  n'est  que  la  mise  en  œuvre  répétée  du 
principe  démontré  au  n"  1298;  elle  peul  donc  être  regardée 
comme  une  conséquence  du  Ihéorème  de  Descartes.  Le  ré- 
sultat dépend  ici  de  la  manière  dont  on  applique  le  procédé. 

Supposons  qu'on  partage  le  premier  membre  de  l'équation 
donnée  en  groupes  de  termes,  disposés  de  telle  sorte  que 
chaque  groupe  commence  par  un  terme  positif  et  présente 
dans  son  ensemble  une  seule  variation.  Chacun  de  ces 
groupes,  égalé  à  zéro,  constituerait  une  équation  n'ayant 
qu'une  seule  racine  positive.  Par  conséquent,  dès  qu'on  aui*a 
trouvé,  pour  chaque  groupe,  une  valeur  positive  de  x  qui  le 
ronde  positif,  toutes  les  valeurs  plus  grandes  rempliront  la 
même  condition,  en  imposant  au  groupe  des  valeurs  crois- 
santes (1298). 

Il  suffira  donc  de  substituer  à  x^  dans  l'équation  ainsi  par- 
tagée, des  nombres  positifs  croissants.  On  s'arrêtera  au  pre- 
mier qui  donnera  à  tous  les  groupes  des  valeurs  positives,  et 
ce  nombre  sera  évidemment  une  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  de  l'équation  proposée  (1296). 

1305.  1°  Soit,  par  exemple,  V équation 

ix^ -¥■  3  J7'  -t-  io.r* —  rx^ —  \ix^-[-  X  —  4  ^^  o» 

déjà  considérée  au  n<»  1303. 

Nous  partagerons  son  premier  membre  en  trois  groupes, 
que  nous  écrirons  comme  il  suit  : 

(2^**-f-  3jr')  -h  X'{\0X^ —  ']X  —  \l)  -h-  {x  —  !\)  rri  O. 

En  substituant  successivement  à  la  place  de  x  les  nombres 
positifs  croissants  i,  a,  3,  . . .,  on  voit  que  le  premier  groupe 
est  toujours  positif,  que  2  suffit  pour  imposer  cette  conditioti 

Dk  C  —  Cours,  IV,  3i 
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au  deuxième  groupe  et  que,  pour  le  troisième^  il  faut  aller 
jusqu'à  4-  On  peut  donc  regarder  4  comme  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  Tcquation  donnée. 

Mais  on  peut  faire  mieux  en  adoptant  un  autre  groupe- 
ment»  et  cette  élasticité  rend  la  méthode  Tégale  de  toutes  les 
autres. 

Ajoutons  et  retranchons  x  au  premier  membre  de  Téqua- 
lion.  Elle  prend  alors  la  forme 

(  2 x*  4-  3 .r^ )  -f-  X ( I ox'  —  7 .r*  —  11 X  —  I  )  -h  (  a  j:  —  4 )  =  o> 

et  Ton  voit  immédiatement  que  2  est  une  limite  supérieure 
de  ses  racines  positives. 

2®  Soit,  encore,  V équation 

x^  —  2  x"^  -h  I  o  x^  —  2  .r *  —  1 2  x^  -^  Zx^  —  1 00  J7  -h  1 000  z=z  0. 

On  peut,  en  groupant  directement  les  termes  du  premier 
membre,  la  mettre  sous  la  forme 

x"^ {x  —  2)4-  2.r*(.5j:- —  x  —  G)  -h  (SvT*    -  ioo.r  -+-  1000)  rro. 

Les  deux  premiers  groupes  sont  positifs  pour  ar=:a.  Qaant 
au  troisième  groupe  [qui  ne  satisfait  pas  à  la  règle  posée 
(  130^),  puisqu'il  présente  deux  variations']^  on  obtient,  en 
régalant  à  zéro,  une  équation  du  second  degré  dont  les  ra- 
cines sont  évidemment  imaginaires,  de  sorte  que  ce  groupe 
conserve  une  valeur  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  a:  (  Àlg.  éléni,,  237,  252),  Le  nombre  2  représente  donc 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
donnée.  [La  règle  de  Maclaurin  (1301)  conduirait  à  une  li- 
mite égale  à  101.] 

Méthode  de  Newton. 

1306.  Le  procédé  indiqué  par  Newton  (*)  repose  sur  une 
remarque  presque  évidente. 
L'équation  proposée  f(x)  r-o  étant  de  degré  m,  considé- 


(')  Dans  son  Arithmétique  universelle*, 
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rons  son  premier  membre  avec  ses  m  dérivées,  c'est-à-dire  la 
suite 

(0     /(^),   /'(^),   /"(^),     ....   /"*-'(^),   /'"(^). 

Sf  i//i^  valeur  positive  a  substituée  à  x  rend  positives  toutes 
ces  /onctions  ou  positifs  tous  les  termes  de  cette  suite ^  a  est 
une    limite   supérieure  des   racines  positives   de   l'équation 

/{x)z=zO,       . 

En  effet,  la  formule  de  Taylor(324.)  donne 

1  i   m  A  l  »  A  mO  m  *  m  fit 

Tous  les  termes  du  second  membre  étant  positifs,  par  hy- 
pothèse, il  en  résulte 

/{a-î-/i}>  o, 

f/uel  que  soit  h  (positif),  ce  qui  justifie  l'énoncé  (1296).  On 
voit  en  même  temps  que  /(r),  à  partir  de  la  substitution 
X  =:  a,  va  constamment  en  croiïssant. 

La  marche  à  suivre  pour  déterminer  a  est  très  simple.  On 
ne  substitue,  en  général,  que  des  nombres  entiers. 

On  forme  la  suite  (i),  el  on  la  parcourt  en  sens  inverse.  Le 
premier  terme  de/{x)  étant  toujours  supposé  positif, /'«(a?) 
est  une  constante  positive.  /"*~^{x)  étant  du  premier  degré 
el  son  premier  terme  étant  alors  positif,  on  trouve  immédia- 
tement une  valeur  positive  de  x  {xq  par  exemple)  qui  rend 
cette  fonction  positive.  On  passe  à  la  fonction  précédente 
/"*-*( jt),  qui  est  du  second  degré,  et  Ton  vérifie  si  la  va- 
leur Xq  suffit  pour  la  rendre  positive;  sinon,  on  augmente  x^ 
Jusqu'à  une  valeur  Xi  telle,  qu'on  ait  /"*~*(^i)  >  o.  On  con- 
tinue ainsi  en  remontant  et  en  conservant  la  dernière  valeur 
donnée  à  x  tant  qu'elle  rend  les  différentes  fonctions  posi- 
tives, mais  en  l'augmentant  dès  qu'elle  impose  une  valeur 
négative  à  Tune  des  fonctions  rencontrées.  On  arrive  ainsi 
nécessairement  à  une  valeur  a  de  x  pour  laquelle  f{x)  el 
toutes  ses  dérivées  sont  positives,  et  a  est  alors  la  limite 
que  peut  fournir  la  méthode. 

Par  la  manière  même  dont  elle  est  obtenue  en  opérant  de 
proche  en  proche,  cette  limite  est  forcément  la  plus  resserrée 
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possible.  La  méthode  des  groupements,  convenablement  ap- 
pliquée, peut  d'ailleurs  conduire  au  môme  résultat. 

1307.  Appliquons,  pour  le  constater,  la  méthode  de  Nbwto.> 
à  la  dernière  équation  traitée  (1305,  a*»). 

Nous  aurons  successivement 

f(x)  =:  O:*—  2  J7'-h  lOJ?* —  2X^ —  12  J:* H-  SvT* —  lOOOr-h  1000, 
/'{x)  =  8j?'—  l4^*-h  6oJ7* —  IO.T* —  /JSx'-H  6j7  —  100. 
/"{x)  :=:  56x*—  84  J?' -h  3oOJ?* —  4o^*  —  l44^* -J"  6, 

/'^{x)  =  336.r' —  420J?*-hi200x* —  laox* —  2880-, 
/^'(jr)  =:  1 680 j:-*—  168007' -H  86000-*—  24oa?  —  288, 
f^{x)  =  672007' —  5o4o.r'+  720007  —  2^0, 

f^\x)  =:  2016007' —  1008007  -h  7200, 

/^  "  (  o*  )  "  4o320  X  —  1 0080, 
/^"V-^) -^40320. 

Nous  commencerons  par  essayer,  en  remontant,  la  substi- 
tution o7z=i.  Elle  donne  des  résultats  positifs  pour  les  diffé- 
rentes fonctions,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  k/'{x).  Pour 
x  =  i,  on  a/'(i)  <  o,  et  il  faut  prendre  07:==  2,  qui  rend  posi- 
tives les  deux  dernières  fonctions /'(o?)  et/(o7),  et  est,  par 
conséquent,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  (1305,  2*»),  une  li- 
mite supérieure  des  racines  positives  de  l'équation /( 07)  =  0. 

Il  n'est  pas  douteux  que  la  méthode  des  groupements  (  130V 1 
ne  conduise,  en  général,  beaucoup  plus  rapidement  au  ré- 
sultat que  la  méthode  de  Newton. 

Méthode  de  M.  Lagnerre. 

1308.  M.  Làguerrb  a  indiqué  (*),  pour  trouver  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  d'une  équation,  une  méthode 
élégante,  analogue  à  celle  de  Newton,  mais  d'une  application 
ordinairement  plus  facile,  parce  que,  pour  une  substitution 
donnée,  les  termes  de  la  suite  qu'on  doit  employer  se  dé- 
duisent les  uns  des  autres  suivant  une  loi  simple  et  déjà 
connue. 


(•)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  XIX,  1880. 
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Élant  donnée  l*équalion/(j:)  =  o,  de  degré  m,  considérons 
la  suite 

fm      (j?)=Ao, 

f 

/j(x)       i-zAoor"»-'4-A,a:'«-«-h  A,J7'«-»-f-...-f-A,«-,, 
\f{.x)        —  Ao»r"'-f-AiJ:r"»-*-i-A,J?"*-*-+-. .  .-hA,;,_iJ:'4-A,;„ 

dont  le  dernier  terme  est  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée. 

Quand  on  veut  essayer  si  le  nombre  a  est  racine  de  l'équa- 
lion /(a:)  =0,  on  a  précisément  (102i)  à  effectuer  la  division 
de/(j7)  par  j*  — a,  et  les  différents  coefficients  du  quolient 
ne  sont  autre  chose  (13,  a^D*»*»)  que  les  termes  de  la  suite 
précédente  (moins  le  dernier),  où  a  est  substitué  à  x.  Quant 
au  reste  (qui  doit  être  nul  si  a  est  racine),  c'est  le  dernier 
lerme/(a). 

Par  conséquent,  les  termes  de  la  suite  (i)  [^  étant  rem- 
placé par  a]  se  déduisent  les  uns  des  autres  par  l'algorithme 
bien  connu  (13,  102&>),  qui  consiste  à  multiplier  par  a  le 
terme  précédent,  en  ajoutant  au  produit  obtenu  le  coefficient 
du  terme  ùef{x)  qui  est  de  même  rang  que  le  terme  de  la 
suite  qu'on  veut  calculer. 

Or,  puisqu'on  a  idenliquement,  d'après  la  division  sup- 
posée effectuée,  f{jc)  =  ( j?  —  a)Q  4-  R,  c'est-à-dire 

/(x).=:(j:-a)[/,„(a):r'«-»+/;,,_i(a)^"»-«4-...+/i(a)]-h/(rt), 

on  voit  que,  si  un  nombre  positif  a  substitué  à  x  rend  posi- 
tifs tous  les  termes  de  la  suite  (i),  f(x)  prend  une  valeur 
positive  et  croissante  pour  a  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
supérieures  à  a  et  croissantes;  a  est  donc  alors  (1296,  1298) 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 

f{x)  —  o. 

On  applique  la  méthode  comme  celle  de  Newton.  On  com- 
mence par  essayer  la  racine  de  l'équation  du  premier  degré 

/m-i  {^)  =  Aod?  -+-  A,  =  O, 


n 
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OU  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  ^r©.  On  cal- 
cule de  proche  en  proche  les  valeurs  des  fonctions  suivantes 
fm-ii^o),  fm-si-^o)*  '  •  •»  d'après  Talgorithme  rappelé.  Si  tous 
les  résultais,  jusqu'à /(x©),  sont  positifs,  Xq  répond  à  la  ques- 
tion. Sinon,  en  essaye  le  nombre  entier  consécutif,  et  l'on 
continue  de  la  môme  manière  jusqu'à  ce  que  la  dernière  sub- 
stitution conduise  à  des  résultats  tous  positifs. 

1309.  Reprenons  l'équation  déjà  traitée  deux  fois  par  la 
méthode  de  Newton  (1307)  et  par  la  méthode  des  groupe- 
ments (1303,  2°),  et  pour  laquelle  on  a 

En  égalant  à  o  la  fonction  du  premier  degré,  il  vient  ici 

On  commencera  donc  par  essayer  2.  On  obtient  alors  suc- 
cessivement [pour  les  termes  de  la  suite  (i)]  les  nombres 

I,     o,     10,     18,     24,    48,    99,     98,     1196. 

Tous  ces  résultats  étant  positifs,  2  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation  donnée.  Cet  exemple 
montre  l'avantage  de  la  méthode  de  M.  Laguerre  sur  celle 
de  Newton. 

Limite  supérieure  des  racines  positives  de  Téqaation  dérivée 

.A.')  =  o. 

1310.  Les  démonstrations  précédentes  prouvent  que,  a 
étant  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion/(^)  =  0,  trouvée  par  une  méthode  quelconque,  la  fonc- 
tion/(:c)  (plus  grande  que  zéro  pour  j  —  a)  va  constamment 
en  croissant,  depuis  x:=za  jusqu'à  a*  =  -h  00. 

Il  en  résulte  que,  dans  le  môme  intervalle,  la  dérivée /X-^p) 
eut  constamment  positis^e  (1105),  c'est-à-dire  qu'elle  ne  peut 
jamais  s'annuler. 

a  est  donc  en  même  temps  une  limite  supérieure  des 
racines  positives  de  l'équation  /(.r)=o  et  de  l'équation 
dérivée  f'{x)  —  o. 
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Recherche  d'une  limite  inférieure  des  racines  positives 

d'une  équation. 

1311.  Pour  trouver  une  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives de  l'équation  f{x)  —  o,  il  suffit  de  poser  œ  =:  --  on  de 

former  (1067)  la  transformée  en  -   de  l'équation  donnée, 

du 

c  est-à-dire  l'équation  aux  inverses  de  ses  racines. 

On  sait  que,  pour  obtenir  cette  dernière  équation,  il  suffit 
d'échanger  dans  l'équation  donnée  les  coefficients  des  termes 
également  éloignés  des  extrêmes. 

Si  1  est  alors  une  limite  supérieure  des  racines  positives 

de  réqualion  /(  —  )— o,  il  est  clair  que   =-  est  une  limite 

inférieure  des  racines  positives  de  l'équation  f{jr)  =0;  car, 
à  la  plus  grande  racine  positive  de  la  transformée,  correspond 
la  plus  petite  racine  positive  de  la  proposée. 
Dans  les  applications,  on  doit  chercher  à  parvenir  pour  X 

à  la  plus  petite  valeur  possible,  afin  d'avoir  pour  r-  la  plus 

A 

grande  valeur  possible. 

1312.  Lorsqu'on  veut  déterminer  immédiatement,  c'est- 
à-dire  sans  calculs,  une  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives d'une  équation,  on  peiii  opérer  comme  il  suit. 

Soit  l'équation 

/(j7)  =  Ao2?'"H-A,j-'"-»-l-A2.r'«-2-h...-+-A,«-,j?-i-A;„  =  o. 

La   transformée  /f  — Jzno   sera    {en    rendant  son  premier 
terme  positif  y  s'il  ne  l'est  pas  déjà) 


/(l)  =  A„,x 


m 


-+-A„i_,  j:'"-*-f-A;„-.2.r'"-'*-i-...4-Ai^-l-Ao  =  o. 


£n  désignant  alors  par  A;,  la  valeur  absolue  du  plus  grand 
coefficient  qui,  dans  l'équation  proposée,  soit  de  signe  con- 
traire à  A^,  ce  coefficient  deviendra  le  plus  grand  coefficient 
négatif  de  la  transformée.  On  pourra  donc,  en  appliquant  la 
règle  de  Maclaurin  (1301),  regarder  comme  une  limite  supé- 
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l'ieure  des  racines  positives  de  la  transformée  la  quantité 

A. 


A 

La  quantité  inverse 


m 


représentera  donc  à  son  tour  une  limite  inférieure  des  racines 
positives  de  la  proposée. 

On  peut,  par  suite,  énoncer  cette  règle,  qui  est  le  pendani 
de  la  limite  de  Maclaurin  :  On  obtient  immédiatement  une 
limite  inférieure  des  racines  positives  d'une  équation  donnée, 
en  formant  le  quotient  de  son  terme  indépendant  pris  en 
valeur  absolue  par  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ce  même 
terme  et  du  plus  grand  coefficient  de  signe  contraire. 

Recherche  d'une  limite  inférieure  et  d'une  limite  supérieure 

des  racines  négatives. 

1313.  Étant  donnée  l'équation /(x)  1=0,  il  n'y  a  qu'à  cher- 
cher une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  des  racines 
positives  de  sa  transformée  en  —  ^  (1059),  pour  obtenir,  inver- 
sement et  en  changeant  les  signes  des  nombres  trouvés,  une 
limite  inférieure  et  une  limite  supérieure  de  ses  racines  néga- 
tives. En  effet,  les  racines  positives  de  la  transformée  en  —  or 
deviennent,  changées  de  signe,  les  racines  négatives  de  la 
proposée. 

Remarques. 

1314-.  1°  Quand  tous  les  termes  d'une  équation  sont  de 
même  signe,  cette  équation  n'admet  aucune  racine  positive 
(1297).  Il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  chercher  les  limites  de  ses 
racines  positives. 

1315.  2*  Quand  tous  les  termes  de  degré  pair  d'une  équa- 
tion ont  un  même  signe,  tandis  que  tous  les  termes  de  degré 
impair  ont  le  signe  contraire,  aucun  nombre  négatif  substitué 
à  vF  ne  peut  annuler  son  premier  membre,  un  pareil  nombre 
imposant  nécessairement  le  môme  signe  à  tous  ses  termes. 
Une  pareille  équation  n'admet  donc  aucune  racine  négative, 
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et  il  ny  a  pas  lieu  de  chercher  pour  elle  les  limites  des 
racines  de  cette  espèce. 

Exemple. 

1316.  Proposons-nous  de  trouver  des  limites  supérieure  et  inférieure 
pour  les  racines  positives  et  pour  les  racines  négatives  de  l'équation 

f(jo)  =  x«-H  3.r*—  36j7* — 4^'^'-»-  93/* -H  i3ji.r-+-  i4o  =  o. 

On  peut  récrire  d'abord  comme  il  suit,  en  groupant  ses  termes 
(1304)  : 

f{x)  =  .rM.r*—  36  )  -h  3.r3(.r2  —  i)  )  -f-  (93.^2-1-  i32.r  -^  ï  40)  =  o. 

Le  troisième  groupe  est  positif  pour  toute  valeur  positive  de  x  et  crois- 
sant avec  cette  valeur.  Pour  remplir  les  mêmes  conditions,  le  deuxième 
groupe  exige  qu'on  fasse  x  =:  i  et,  le  premier,  qu'on  fasse  j-  =  6.  On 

peut  donc  regarder 

L  =  6 

comme  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation  donnée. 
La  transformée  en  -  de  cette  équation  est  (1311) 

-  j  =  i4o.r«-h  i3'2.r*-4-  ij^jc* —  45.^'—  36.r*-H  3.r-i-  1  =  o. 

U  est  visible,  sans  avoir  besoin  d'aucun  calcul,  que  X  =  i  est  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  cette  transformée.  Par  conséquent, 

r  =  1  sera  une  limite  inférieure  des  racines  positives  do  l'équation 

donnée,  qui  aura  toutes  ses  racines  positives  comprises  entre  i  et  6. 

Prenons  maintenant  la  transformée  en  —  ,r  de  cette  équation.  Il 
viendra 

/( —  X)  =  jc^  —  3.r»  —  36a* -h  .\5.v^  ■+-  gSx*  —  1 3'ix  -f-  1 40  =  o, 

ou,  en  groupant  les  termes, 

/(— x)  =  .r*(^^*—  ix-'  36) -h  Î5.r3-h  j(93.r—  i3?.) -4- i4o  =  o. 

Le  quatrième  groupe  est  un  nombre  positif  constant.  Le  troisième 
groupe  est  positif  pour  la  valeur  x  =  2  et  croît  avec  cette  valeur.  Le 
deuxième  groupe  est  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  positive  de  .r,  et 
croit  avec  cette  valeur.  Quant  au  premier  groupe,  si  l'on  considère 
l'équation  du  second  degré 

x^  —  3  .r  —  36  =  o, 
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dont  les  racines  sont  réelles  et  de  signes  contraires  {^Ig-  élém.,  iU), 
on  voit  que  sa  racine  positive, 

3  -h  v/cj-hiiî        3  -f-  v/Î5l 
X  =  = , 

'À  2 

est  inférieure  à  8.  On  peut  donc  regarder  8  comme  une  limite  snpé- 
rieure  des  racines  positives  de  Téquation  /(—  x  )  =  o  et,  par  suite 
(1313), 

L'r^  8 

comme  une  limite  inférieure  des  racines  négatives  de  l'équation  /(x)  =  o. 
Enfin,  l'équation  aux  inverses  des  racines  de  la  transformée  en  —jr 
est  évidemment 

/( j  —-  i4o.r«— i32.r5-f-93x*4-4jjr»—  36jr*—  3x-*-i  =  o. 

En  groupant  les  termes,  on  obtient 
/[  —  -   )  =  j-^ii/iox  —  i32  )  -h  93./'^ -h  .r(  45x* —  36.r  -  -  3  )  -h  i  =  o. 

et  l'on  voit  que,  pour  x  =  i,  tous  les  groupes  sont  positifs  et  croissent 
avec  X.  Donc,  i  pouvant  être  regardé  comme  une  limite  supérieure  des 

racines  positives  de  l'équation  /( j  =  o,  -  ou  i  peut  être  regardé 

comme  une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  réquation/(— x) =o. 
Par  conséquent  (4313),  —  i  est  à  son  tour  une  limite  supérieure  des 
racines  négatives  de  l'équation  proposée  /(x)  =  o,  dont  toutes  les  ra- 
cines négatives  sont  comprises  alors  entre  —  i  et  —  8. 

En  résumé,  toutes  les  racines  réelles  de  l'équatiou  donnée  f{x)  =  o 
sont  comprises  entre  —8  et  -h  6,  et  il  n'y  en  a  aucune  entre  —  i 
et  -hi. 

Recherche  des  limites  des  modules  des  racines 
d'une  équation  quelconque. 

1317.  Pour  trouver  les  limites  des  modules  de  toutes  les 
racines,  réelles  et  imaginaires,  d'une  équation  quelconque. 
nous  appliquerons  à  cette  équation 

/  -+-A,„_,5  -h  A,„~P-h  Qi~o, 

une  transformation  analogue  à  celle  employée  au  n*  1110. 
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Soient 

zz=z  r{cosa  -h  /sina)         et         Ajx  —  Z|jL(cosw|x  +  /sinW|x), 

A|A  étant  un  coefficient  quelconque  de  l'équation  donnée  etfjL 
pouvant  varier  de  o  à  m. 
Le  premier  membre  de  l'équation  (i)  prendra  la  forme  (841, 

843) 

ZoT*"      [cos(ma  -h  ci)o)-h  / sin(/«a  4-  Wo)] 
4-Z,r"»-'  }cos[(m  —  i)a  -h  w,]  4-  /sin  [(m  —  i)a  -h  w,]  j  -h. . . 
-f  Z^r'"-"  jcos[(m  — /i)a-f-a)^]4- ^  sin  [(/n  —  n)a-h  co«]} -h. . . 
-hZm  ( cos 0),,, -h  / si n &),„ ) . 

On  aura  donc 

'  =  Zor«»cos  (m  a  -+-  wq  )  -t    . .    -^  Z„  /•'"-"  cos  [(  /^^  —  «  )  a  -4-  W/i  |  H-  •  • .  H-  Z,,!  cos  a>,„ . 
|=Zor«sin(/na  4-«oo)  -i-  • .  •  -r-Zrt/''"-"sin  [{m  —  //)a  -H  w«l-4- . . .  -:-Z,nBin(x),„. 

Le  module  R  de  9(5)  ayant  pour  expression  (820)  v/P*  ■+■  Q*, 
on  peut  évidemment  poser 

R»=  [Pcos(/?ia  -i-  Wo)  -}-  Qsin(/?ia  -f- Wo)]* 
-h  [P  sin  {ni(x-\-  wo)  —  Q  cos(//îa-i-  Wo)]*- 

On  a  donc 
(i)  R*>  [Pcos(/wa  H-  G3o)  -h  Q  sin  (/w  a  4-  Wo)]^ 

Toutes  les  racines  de  Téquation  ^(5)  —  o  donnent  à  la  fois 
P  =  o  et  Q  =  o,  c'est-à-dire  R  =  o.  Il  s'agit  de  trouver  entre 
quelles  limites  doit  tomber  la  valeur  du  module  r  de  z,  pour 
qu'on  n'ait  jamais  en  même  temps  P  =:  o  et  Q  —  o,  c'est- 
à-dire  pour  que  R  reste  constamment  supérieur  à  zéro. 

Or,  on  a  [en  se  rappelant  que  cos 9  =  cos(—  6)] 

Pcos(ma  -hwo)  -H  Q  sin  (m  a  4-  Wq  ) 
=  Zor'«4-. .  .-^-Z;ir"'-'*cos(/«a  4-  Wo  —  w„  )  4-. . . 

-{-  Z,rt  cos  (  m  a  4-  Wo  —  «;„  ). 

Désignons  par  Z  le  plus  grand  des  modules  Zi,  Zj,  Zj, . . ., 

Zrt,...,Z,„,  et  ajoutons  au  second  membre  de  l'expression 
précédente  la  quantité  identiquement  nulle 

Z(r'"-»  4-  /''"-*  -+-...  h  /•  4- 1  )  —  Z  — 


L 
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Si  l'on  remarque  qu'on  peut  écrire 

/•'"— I  '      \  Zo 


Z„/"-Z 


> 


/•  —  I  /•  —  I 

on  aura,  après  Taddition  indiquée, 

i"  Pcos(ma -t- wo)  4- Q  sin(ma-i- Wo) 
Zo/"-(/--i-|-)  -hZ 

(2)        \  ""  /•— J 

(  [Z  -f-Z,cos(a  -h  G)o  —  (t)i)]/*"*~* 
-H  \       -+-[Z  -hZjCos(2a  -I-  &)o~-  &),)]/•"*"* -h...  '. 
(       -I-  [Z  4-  Z,„  cos  (  m  a  -h  o)©  —  w,,»  )  ] 

La  parenthèse  entre  crocliels  du  second  membre  de  l'éga- 
lité (2)  restant  évidemment  positive  d'après  le  choix  de  Z,  il 
suffit  que  le  premier  terme  de  ce  second  membre  soitposiiif, 
pour  qu'on  puisse  affirmer  qu'il  en  est  de  môme  du  premier 
membre  de  cette  égalité.  On  est  ainsi  conduit  à  la  condition 


La  quantité 


Z 


Z  Zo-hZ 

I  -h  ^      ou       —r, 


est  donc  une  limite  supérieure  des  modules  des  racines  de 
Téqualion  proposée,  puisque,  pour  toute  valeur  de  la  va- 
riable z  ayant  ce  module  ou  un  module  supérieur,  le  premier 
membre  de  l'égalité  (2)  est  positif,  de  sorte  que,  en  raison  de 
l'inégalité  (1),  le  module  R  de  (p(s)  est,  afortioriy  une  quan- 
tité supérieure  à  zéro. 

Si  l'on  forme  maintenant  la  transformée  en  -  de  Téqualion 
o{z)z=zo,  et  si  l'on  cherche  une  limite  supérieure  des  modules 
des  racines  de  cette  transformée,  on  obtiendra,  en  prenant 
l'inverse  de  cette  limite,  une  limite  inférieure  des  modules  des 
racines  de  la  proposée  (842). 

D'après  cela,  représentons  par  7J  le  plus  grand  des  modules 

(les  coefficients  de  la  transformée  en  -•  En  se  reportant  à  ce 
qui  précède  et  à  la  règle  de  formation  de  la  transformée 
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Z    -4-7' 

(1067),  l'expression  ~. — ^  sera  une  limite  supérieure  des 

modules  des  racines  de  la  transformée.  L'expression  inverso 


'/« 


Z„,  4-  Z' 


est  donc,  à  son  tour,  une  limite  inférieure  {] es  modules  des 
racines  de  l'équation  proposée. 

On  peut  rapprocher  ces  résultais  de  la  limite  de  Maclauriii 
(1301)  et  de  la  règle  indiquée  au  n*"  1312. 


494  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 


CHAPITRE  VIL 

DÉTËRxMINATION  DES  RACINES  GOMMENSURABLES 
DES  ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS  RATIONNELS. 


Obseirations  préliminaires. 

1318.  Nous  supposons  que  les  coefficients  de  Téqualion 
donnée, /(»r)  ^:o,  sont  des  nombres  rationnels.  On  peut, 
dans  ce  cas,  chasser  les  dénominateurs  présentés  par  le  pre- 
mier membre  de  l'équation,  et  les  coefficients  de  tqus  ses 
termes  deviendront  ainsi  des  nombres  entiers. 

Si  Téquation  proposée  admet  alors  des  racines  commenso- 
rables,  il  est  facile  de  les  obtenir  par  une  méthode  régulière 
et  très  simple,  dont  l'application,  théoriquement  parlant,  doit 
précéder  toute  autre  recherche.  En  effet,  si  Téquation  consi- 
dérée n*a  que  des  racines  commensurables,  elle  se  trouvera 
complètement  résolue.  Si  elle  a  des  racines  commensurables 
en  nombre  inférieur  à  son  degré,  on  pourra  supprimer  par 
voie  de  division  les  fadeurs  correspondants  (  1018),  et  abaisser 
de  cette  manière  le  degré  de  Téqualion,  c'est-à-dire  diminuer 
la  difficulté  de  sa  résolution  complète. 

Les  racines  commensurables  peuvent  être  entières  ou  frac- 
tionnaires. Nous  indiquerons  d'abord  la  marche  à  suivre  pour 
trouver  les  racines  entières. 

Détermination  des  racines  entières. 

1319.  Soit  réquation 

/(.r)  —  Aoa?'"-h  Aj  jr'"-»  4- A,'"-'-i-. .  .-h  A„,_ix  -+-  A« -o, 

dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers. 
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Soit  a  un  nombre  entier.  Pour  essayer  si  a  est  racine  de 
réquation  proposée  (  1024),  on  doit  diviser/(j^)  par  le  binôme 
.r  —  a.  On  obtient  alors  un  quotient 

dont  les  coefficients  se  forment  d'après  une  loi  connue,  et  un 
reste  R  soumis  à  la  même  loi.  En  vertu  de  cette  loi,  on  a 
(1024)  les  égalités  suivantes,  oij  toutes  les  lettres  représentent 
(les  nombres  entiers  : 

B,i^AoaH-Ai,        Bj-  Bi^z -+- Aj,         B3  -  -  Pj<7  -^  A3,         ..., 

K-  -  B„,_i«4-A,„. 
Si  a  est  racine^  on  a  R  —  o,  et  la  dernière  égalité  donne 

'^"'  p 

On  déduit  ensuite  des  autres  égalités,  en  remontant, 
Aa — B3  ,j  \o — Bî  Yj  A|.  —  Bi  . 

z=— »,,  =:— II,, z=:  — A(,. 

a  rt  a 

Les  relations  précédentes  renferment  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes^  pour  qu'un  nombre  entier,  positif  ou  né- 
gatif, soit  racine  d'une  équation  donnée  à  coefficients  entiers- 
Nous  allons  les  énoncer  sous  forme  de  règle. 

Pour  que  le  nombre  entier  a  soit  racine,  il  faut  d*abord 
qu'Usait  un  diviseur  exact  du  dernier  ternie  A^  de  l'équation. 
(On  ne  dbyba  dongchbrchbr  les  BAcnfEs  BiNTiÈRBS  DB  l'êquation  pro- 
posée que  PARMI  LES  DIVISEURS  DE  SON  DERNIER  TERME.)  Il  faut  ensuite 

que  la  somme  du  quotient  obtenu  —  ^m-\  et  de  r  avant-dernier 
coefficient  k^-x  de  V  équation  soit  exactement  divisible  para; 
qu'il  en  soit  de  même  de  la  somme  du  nouveau  quotient  obtenu 
—  B;;,.]  et  du  coefficient  A,„_,  de  l'équation  qui  est  de  même 
indice;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  à  diviser  par  a 
la  somme  du  quotient  —  Bi  de  la  (m —  lyème  ^Hçision  et  du 
second  coefficient  Ai  de  l'équation.  On  doit  alors  trouver  pour 
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dernier  quotient  —  Aq,  c'est-à-dire  le  coefficient  du  premier 
terme  de  réquation,  changé  de  signe. 

On  esl  donc  averti  que  a  nest  pas  racine,  lorsqu'on  par- 
vient dans  la  série  des  opérations  à  un  quotient  fractionnaire 
ou  lorsque  la  dernière  division  donne  un  quotient  différenl 

de  —  Aq. 
Il  faut  remarquer  avec  soin,  lorsque  a  est  racine,  que  les 

quotients  obtenus  successivement 

—  K//I— 1>         l3/«_j,         l>„j -3,  .  .  .,         Dj,         B|,         Aq, 

sont  précisément,  mais  en  ordre  inverse,  les  coefficienU 
changés  de  signe  du  quotient  du  premier  membre  f(jc)  de 
réquation  considérée  par  le  facteur  x  —  a. 

La  règle  indiquée  montre  donc  si  a  est  racine  el,  dans 
l'affirmative,  conduit  d'elle-même  à  la  nouvelle  forme  du  pre- 
mier membre  de  Téqualion  débarrassée  de  cette  racine  a. 
c'est-à-dire  tout  préparé  pour  l'essai  d'une  nouvelle  racine 
entière. 

Avant  de  chercher  les  autres  racines  entières  d'une  équa- 
tion, on  doit  toujours,  à  cause  de  la  facilité  de  cette  vérifica- 
tion, essayer  si  -h  i  el  —  i  sont  racines. 

1320.  Ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  on  ne  doit  regarder 
comme  pouvant  être  racines  entières  que  les  diviseurs  du 
dernier  terme  \,nj  pris  positivement  ou  négativement. 

Pour  ne  pas  faire  d'essais  inutiles,  on  cherchera  préalable- 
ment les  limites  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée, 
d'après  les  règles  développées  dans  le  Chapitre  précédent,  el 
l'on  aura  soin  de  rejeter  tous  les  diviseurs  de  A,,,  qui  tombe- 
ront en  dehors  de  ces  limites. 

On  peut  encore  diminuer  le  nombre  des  essais,  à  l'aide  d'un 
théorème  très  simple  à  appliquer  et  qui  est  le  suivant. 

1321.  Lorsque  a  est  une  racine  entière  de  réquation/{x)  —  o, 
le  résultat  /{E)  de  la  substitution  d'un  entier  quelconque  V 
à  la  place  de  jp  est  exactement  divisible    par  la   différence 

E  —  a. 

* 

En  effet,  si  a  est  racine,  on  en  conclut  l'identité 

/(a;)^(.r-fl)Q, 
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OÙ  Q  est  un  polynôme  de  même  forme  que  /(^),  de  degré 
m  —  I.  Puisqu'il  s*agil  d'une  identité,  on  peut  substituer  à  x 
un  entier  quelconque  E,  et  l'on  a  alors,  en  désignant  par  Q,e) 
le  résultat  de  la  substitution  de  E  dans  Q,  la  relation 

U;  17 —  VfK  y 

r*  —  (i 

qui  justifie  Ténoncé. 

Puisqu'on  doit  commencer  (1319)  par  essayer  -h  i  et  —  i, 
on  connaît  d'avance  /(i)  et/(—  i),  et  l'on  a  intérêt  à  se  ser- 
vir des  deux  expressions 

/(ll_0  ou  -^('^    -      O 

/hLll=Q,_„         ou        /iz--l)  ^.- Q,_.,. 
—  \~-  a        ^i    '^  a-\-\  ^ 

On  rejettera  donc  encore j  parmi  les  dwiseurs  positifs  et 
négatifs  du  dernier  ternie  A,„  qui  tombent  entre  les  limites 
des  racines  réelles  de  l'équation  f{x)  =r  o,  tous  ceux  qui,  di- 
minués de  I,  ne  diiHsent  pas  exactement  f{i),  et  tous  ceux  qui, 
augmentés  de  i,  ne  divisent  pas  exactement  f{ —  i). 

On  peut  ajouter  que  l'équation  proposée  n'admet  aucune 
racine  entière  lorsque ,  des  trois  résultats  /(i),  /(o),  /( —  i), 
aucun  n'est  divisible  par  3. 

En  effet,  reprenons  Tégalité  (i)  sous  la  forme 

On  en  déduit  les  trois  identités 

/(i):r,-(a-i)Qo„ 

Des  trois  nombres  entiers  consécutifs  a—  \,  a,  a-\-  \,  Tun 
est  nécessairement  divisible  par  3;  il  en  sera  donc  de  même 
des  trois  premiers  membres  /(i),  /(o),  /(—  i),  si  Téquation 
admet  une  racine  entière  a. 

La  réciproque  n'est  pas  vraie.  L'un  des  trois  nombres /(i), 
/(o), /(— i),  peut  être  divisible  par  3,  sans  que  Téqualion 
admette  aucune  racine  entière. 

De  C.  —  Cours.  IV.  Sa 
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1322.  Il  est  commode,  une  fois  toutes  ces  éliminations  ac- 
complies, d^eflfectuer  Tessai  des  seuls  diviseurs  de  A,„  qai 
puissent  être  racines,  de  la  manière  suivante. 

On  écrit  sur  une  même  ligne  horizontale  tous  les  cocfli- 
cients  du  premier  membre  de  l'équation  donnée: 


A. 

A, 

A, 

■       •      • 

A,„_î 

Am-I 

A,„ 

A. 

B, 

B, 

•        •        V 

B,«_3 

B,„_2 

Bm-l 

1 

a 


on  pose  à  la  suite  le  premier  diviseur  a  à  essayer,  et  l'on  lire, 
au-dessous  de  cette  première  ligne,  un  premier  trait  iiori- 
zontal.  On  effectue  les  divisions  prescrites  par  la  règle  du 
n""  1319,  et  Ton  place  les  quotients  obtenus  au-dessous  de  I» 
première  ligne,  en  remontant  et  en  ayant  soin  de  chatii^er 
leurs  signes. 

Ainsi,  d'après  la  règle,  on  divise  A,,,  par  a,  on  obtient  un 
quotient  —  B^-i,  et  Ton  écrit  B,„_i  au-dessous  de  A,„.  Ou 
ajoute  km-x  et  —  B,„-j,  on  divise  cette  somme  par  a,  on  ob- 
tient un  quotient  —  B„,_j,  et  Ton  écrit  B,«-,  au-dessous  de 
A,„._i;  etc.  Si  Ton  rencontre  un  quotient  fractionnaire,  on 
s'arrête,  et  a  n'est  pas  racine.  Si  tous  les  quotients  obtenus 
sont  entiers  et  si  Ton  arrive,  en  dernier  lieu,  à  poser  Ap  au- 
dessous  de  Al,  a  est  racine.  La  seconde  ligne  horizontale  ren- 
ferme alors  les  nouveaux  coefficients  du  premier  membre  de 
réquation  /(a:)=o  débarrassée  de  la  racine  a,  c'est-à-dire 
les  coefficients  sur  lesquels  on  doit  opérer  pour  Tessai  d'un 
nouveau  diviseur  6.  On  tire  un  second  trait  horizontal,  et  l'on 
continue  jusqu'à  l'essai  du  dernier  diviseur  s'il  y  a  lieu. 

Il  est  clair  que,  si  a  divise  le  dernier  terme  B«_i  de  la  nou- 
velle équation  obtenue  en  débarrassant  une  première  fois  l'é- 
quation /{x)^=:o  de  la  racine  a,  on  doit  encor€f  essayer  a 
relativement  à  cette  nouvelle  équation. 


Exemple. 

1323.  Soit  à  déterminer  les  racines  entières  de  l'équation 
f{.r)  =  .1-6-1-  3.r^ —  36.r* —  45'^'+  93.r*-i-  i32.r-4-  i4o  =  o. 

On  a,  pour  le  dernier  terme  de  Téquation, 

i4o  =  2*. 5.7, 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  499 

et  les  diviseurs  de  140^  sont,  en  valeur  absolue,  renfermés  dans  le  Ta- 
bleau ci-dessous  {Arithm.^  152) 

I      2      4 

5  I 10    20 

7  I  14     JiSI  35  I70     i4o. 

Or  nous  avons  vu  (1316)  que  les  racines  négatives  de  l'équation  pro- 
posée tombent  entre  —  8  et  —  i,  tandis  que  ses  racines  positives  sont 
comprises  entre  -h  i  et  -f-  6,  de  sorte  que  —  i  et  -h  i  ne  sont  pas  ra- 
cines. 

D'après  ces  limites,  nous  no  devons  essayer  que  les  diviseurs 

2 ,       4 .       0 ,  2 ,  1 ,  3 ,  7  ' 

inais  on  peut  encore  diminuer  leur  nombre.  On  a  ici 

/(i)  =  288,        /(— I)  =  108. 

En  appliquant  alors  le  théorème  du  n°  13il,  ou  voit  que  l'on  doit  re- 
jeter le  diviseur  ~  4  qui,  diminué  de  i,  ne  divise  pas  /(i),  et  le  divi- 
seur 4  qui,  augmenté  de  i,  ne  divise  pas/( —  i). 

Finalement,  il  ne  reste  donc  à  essayer  que  les  diviseurs 

2,        3,  2^       ^~-  3,       —'  j  • 

Les  opérations  et  les  résultats  sont  résumés  dans  le  Tableau  ci-dessous^ 
établi  d'après  Talgorithme  du  n**  1322.  On  écrit  les  quotients  successifs 
en  changeant  leur  signe;  mais  on  a  soin,  dans  la  série  dos  opérations, 
de  leur  rendre  par  la  pensée  leur  véritable  signe. 


-4-3 

—  36 

-45 

+  93 

H-  l32 

-f- 

i4o 

1  2  est  racine. 

-H  1 

-f-    5 

—  26 

97 

—   lOI 

70 

2  n'est  plus  racine. 

)> 

-^    68 

-+- 

35 

-+-  1 

-h    5 

—  26 

—  97 

—  101 

70 

5  est  racine. 

-H     1 

-+-  10 

-+-24 

-i-     23 

-+- 

14 

—  2  est  racine. 

-H     I 

-h    8 

H-       8 

-h 

7 

—  7  est  racine. 

-h    I 

-f-      1 

-h 

I 

Ainsi,  pour  essayer  2,  on  dit  :  140  divisé  par  a  donne  70,  et  l'on 
écrit  — 70;  la  somme  i32-t-  70  divisée  par  2  donne  ici,  et  Ton  écrit 
—  ICI  ;  la  somme  93  -hioi  divisée  par  2  donne  97,  et  Ton  écrit  —  97; 
la  somme  — 45  h- 97  divisée  par  2  donne  26,  et  l'on  écrit  — 26;  la 
somme  —36-^-26  divisée  par  2  donne  —  5,  et  l'on  écrit  -h  5  ;  la 
somme  h-  3  —  5  divisée  par  2  donne  —  i,  on  écrit  -m ,  et  2  est  racine. 
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Après  avoir  vériûé  que  2  est  racine,  il  faut  l'essayer  de  nouveau, 
parce  que  le  dernier  terme  —  70  de  la  nouvelle  équation  admet  le  divi- 
seur 2.  Comme  on  rencontre  alors  un  quotient  fractionnaire,  2  n'est 
plus  racine.  5  est  racine  une  seule  fois,  parce  que  le  dernier  terme  -ri^ 
do  la  nouvelle  équation  n'admet  plus  le  diviseur  5.  Après  avoir  vérifié 
que  —  2  est  racine,  il  est  inutile  d'essayer  —-  j  qui  ne  divise  pas  le 
dernier  terme  -4-7  de  la  nouvelle  équation.  Enfin  —  7  est  racine  une 
seule  fois,  parce  que  le  dernier  terme  -m  de  la  nouvelle  équation  n'est 
plus  divisible  par  —  7. 

L'équation  donnée  admet  donc  les  racines  entières 

2,     5.     —2,     —7, 

et,  lorsqu'on  la  débarrasse  de  ces  quatre  racines,  on  Xabaisse  au  second 
degré.  Cotte  équation  du  second  degré  est  immédiatement,  d'après  le 
tableau, 

Elle  admet  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées 

2  2 

et  ces  racines,  qui  sont  les  deux  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité  (8.^1),  complètent  les  racines  de  l'équation  proposée. 

Théorème  fondamental  relatif  aux  racines  fractionnaires. 
1324.  Soit  réquation,  à  coeiricienls  entiers, 

Supposons  qu'elle  admette  une  racine  fractionnaire  qu'on 
pourra  toujours  représenter  par  une  fraction  irréductible  - 
Substituons  celle  valeur  à  la  place  de  œ.  Nous  aurons 

^0  p//  "^  '^1  j;in-i  -^  '^2  -j;;ri-i  -^- ■  •  •  -+■  A^w-i  ^  h-  A,„  —  0. 

Ce  résultat  peut  être  écrit  de  deux  manières  différentes. 
On  peut  d'abord  multiplier  les  deux  membres  de  réquation 
par  6'"-^  et  isoler  ensuite  le  premier  terme  dans  le  premier 
membre.  On  peut  également  multiplier  les  deux  membres  de 
réquation  par  b'^y  les  diviser  par  a,  et  isoler  au  contraire  le 


J 


r 
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dernier  terme  dans  le  premifM*  membre.  On  a  ainsi  les  deux 
identités 

(2)     -^ —  ~  —  (  Aoûf"'-'  -4-  A, fl'"-' b-^\^a"'-^ b^^,, .  4- A,„-,  b"'-^  ), 

Les  seconds  membres  de  ces  idenlités  étant  entiers,  la 
relation  (i)  prouve  que  by  premier  avec  a'"  {Arithm,,  i^O, 
doit  diviser  exactement  Aq;  la  relation  (2)  prouve  que  a, 
premier  avec  6'",  doit  diviser  exactement  A,„. 

On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  :  Les  numérateurs 
des  racines  fractionna  ires  d'une  équation  à  coefficients  entiers 
sont  des  diviseurs  de  son  dernier  terme  A,„  ;  les  dénominateurs 
de  ces  racines  fractionnaires  sont  des  diviseurs  du  coeffi- 
cient Ao  du  premier  terme  de  V  équation. 

1325.  Cette  proposition  conduit  immédiatement  à  une  re- 
marque importante. 

Si  le  coefficient  Ao  est  égal  à  l'unité,  les  dénominateurs  des 
racines  fractionnaires  sont  eux-mêmes  égaux  à  Tunité,  c'est- 
à-dire  que  ces  racines  fractionnaires  deviennent  entières. 

Ainsi,  toute  équation  à  coefficients  entiers  y  qui  a  V  unité 
pour  coefficient  de  son  premier  terme,  ne  peut  admettre, 
comme  racines  commensurableSy  que  des  racines  entières. 


Détemiiiiation  indirecte  des  racines  fractionnaires. 

1326.  D'après  la  remarque  précédente,  il  est  facile  de  ra- 
mener la  recherche  des  racines  fractionnaires  à  celle  des 
racines  entières  (1319  et  suiv.  ). 

Supposons,  en  effet,  que  l'équation 

(I)  /(.r)  =AoJ:'''-hAi.r'«-»-f-A2.r'«-^-^...4-A,„-,J^-hA,„=:o 

ait  été  débarrassée  de  ses  racines  entières  et  qu'elle  ait 
d'autres  racines  commensurables  fractionnaires,  il  suffira  de 
ramener  le  coefficient  de  son  premier  terme  à  Tunité,  par  la 
transformation  connue  (1060),  pour  n'avoir  plus  à  chercher 
que  les  racines  entières  de  la  transformée,  afin  d'en  déduire 
ensuite  les  racines  fractionnaires  de  la  proposée. 
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Mulliplions  les  racines  de  l'équation  (i)  par  la  quanlilé 
in  lélerminée  k.  La  nouvelle  équation  sera 

ou,  en  divisant  les  deux  membres  de  l'équation  par  Ao, 

(2)     x^'\-  — -^  .r"*-» -4-  — — ^x'"-2h_...h ~^^^  .rn 7-^=«- 

Ao  A.0  Aq  Aq 

Le  (oefficienl  du  premier  terme  est  ainsi  ramené  à  Tunilé.; 
mais,  pour  que  les  autres  coefficients  de  l'équation  restent 
entiers,  il  faut  qu'ils  soient  tous  exactement  divisibles  par  A©. 
Pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  suffit  évidemment 
<le  prendre  k  =  Aq.  La  transformée  devient  alors 

\  .r'"-f-Ai.f'"-'-f- AsAo^r^'-'-î- A^Aja^'"-'^-. . . 
^^^    )  -+-A„,...Ar^a'^A,„Ar*=-o. 

On  cherchera  ses  racines  entières  et,  en  les  divisant  par  Aq, 
on  obtiendra  les  racines  fractionnaires  de  l'équation  donnée. 

1327.  On  n'est  pas  obligé  de  débarrasser  préalablement 
l'équation  proposée  de  ses  racines  entières.  On  trouvera 
alors,  par  la  marche  indiquée,  toutes  ses  racines  commensu- 
rables,  entières  et  fractionnaires. 

En  prenant  k  =  Aq,  l'opération  réussit  toujours,  et  ce  choix 
est  justifié  d'avance  ;  car,  les  dénominateurs  des  racines 
fractionnaires  étant  des  diviseurs  de  Ao  (1324-),  on  est  certain, 
en  multipliant  par  Ao  les  racines  de  l'équation  (1)  [1326],  que 
l'équation  (3)  n'aura  plus  que  des  racines  commensurables 
entières. 

Comme  la  plus  grande  racine  fractionnaire  de  l'équation  (i) 
a  pour  liiTiile  supérieure  (132i)  le  dernier  terme  A,»  divisé 
par  le  plus  petit  diviseur  de  Ao,  il  est  clair  que  la  plus  grande 
racine  entière  de  l'équation  transformée  (3)  a  pour  limite 
supérieure  le  produit  de  la  limite  précédente  par  Ao-  Lors- 
qu'on cherchera  les  racines  entières  de  l'équation  (3),  on 
pourra  donc,  s'il  y  a  lieu,  regarder  ce  produit  (affecté  d'un 
double  signe)  comme  une  limite  supérieure  et  comme  une 
limite  inférieure  des  racines  réelles  entières  de  l'équation  (3). 

L'équation  (2)  [1326]  montre  qu'on  peut,  dans  la  pratique, 


J 
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employer  un  mulliplieateur  A*  inférieur  à  A©.  On  doit  simple- 
ment prendre  pour  ce  multiplicateur  le  plus  petit  nombre 
entier  qui  puisse  rendre  entiers  tous  les  coefficients  de  celte 
équation  (a). 

Détermination  directe  des  racines  fractionnaires. 

13â8.  On  peut  éviter  la  formation  de  la  transformée  en 
Kq  jc  ou  en  kx  et  appliquer  directement  à  la  détermination 
des  racines  fractionnaires  la  méthode  de  recherche  des  racines 
entières  (1319  et  suiv.). 

Soit  réquation  à  coefficients  entiers 

/(,r)t=AoJ:•'"-^-A,.r'«-^-+-  \jJ7'«-*-^.  . . -f- A„i_,  j:h- A,„=:o. 

Supposons  que  cette  équation  admette  la  racine  fraclion- 
naire  y  (rendue  irréductible),  et  divisons  son  premier  membre 

par  le  binôme  j?  —  --•  La  division  sera  exacte  et  la  loi  de  for- 
mation du  quotient  restera  évidemment  la  môme  (1319).  On 
aura  donc  pour  les  coefficients  du  quotient  à  partir  du  second 
(le  premier  étant  Ao) 

B,  =  Ao|-f-\,,         B,— Bi~H-Aj,         H;,-Bi^--hV3,  . 

On  voit  par  là  que,  si  les  coefficients  du  quotient  ne  sont  pas 
entiers,  ils  ne  peuvent  contenir  en  dénominateur  que  des 
facteurs  premiers  de  b. 

Mais,  puisque  la  division  est  exacte,  on  peut  ordonner  le 
dividende  et  le  diviseur  en  sens  inverse,  c'est-à-dire  suivant 
les  puissances  croissantes  de  .r  :  le  quotient  restera  le  même, 
et  Tordre  de  ses  termes  sera  seulement  renversé  (9).  La  divi- 
sion se  présente  alors  de  cette  manière  : 


Kl 


-T-A/«_iX-f-A,w_i.r'-+-. .  .-4-Ai.r'«-»-i-Ao.r'» 


—  A/n  - 

a 


/Am--hA„i_i  j.r 

/        b^  b  \  i  K     '^*       1         '^  \ 

(^A^,^,-f-A,„-,--4-A;;,_,j.r«.  -(Am;^-^A,;,>,-j 


./* 
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Il  résulte  de  cette  seconde  division  que,  si  les  coefficients 
du  quotient  ne  sont  pas  entiers,  ils  ne  peuvent  contenir  en 
dénominateur  que  des  facteurs  premiers  de  a.  Comme  a  el  i 
sont  premiers  entre  eux  et  que  le  quotient  reste  identique 
à  lui-même,  la  double  condition  trouvée  montre  que  les 
coefficients  du  quotient  ne  peuvent  contenir  que  Tunité  en 
dénominateur,  dest^à^ire  quHls  sont  entiers. 

Toutes  les  relations  trouvées  dans  le  cas  des  racines  en- 
tières (1319)  se  reproduisant  sous  forme  entière  dans  le  cas 
des  racines  fractionnaires,  on  peut  essayer  les  racines  frac- 
tionnaires en  suivant  absolument  la  même  marche  que  poul- 
ies racines  entières  (1322).  Pour  limiter  le  nombre  des  essais> 
on  s'aidera  du  théorème  fondamental  du  n®  132ii^. 

Exemple . 

1329.  L* équation 
(i)  6^'*— j-r^-j- 8.,2_  j.^.  _i»  .^  —  Q 

n *a pas  de  rac'uies  entières,  et  nous  nous  proposons  de  déterminer  ses 
racines  fractionnaires. 

Première  méthode.  —  I^n  appliquant  la  première  méthode  (13^H. 
nous  aurons  d'abord  à  considérer  la  transformée  générale 

.      7^-    ,      8^^'    •       7'''  '>'^-^ 

J7^  —   '.—  -r^  -h  -rr-JO-—  ~r-  x  H-  ---  =  O. 
6  o  ()  b 

Pour  rendre  tous  les  coefficients  entiers,  on  ne  peut  pas  donner  a  A- une 
valeur  plus  simple  que  6.  On  a  donc,  en  faisant  h  —  6,  c'est-à-dire  en 
multipliant  par  6  les  racines  de  la  proposée, 

(2  )  x^—  7.r3  -H  \%X' —  i'i%x  H-  43'2  =  o. 

Comme  celle  équation  est  complète  et  que  ses  termes  sont  allernalive- 
ment  positifs  et  négatifs,  elle  n'a  pas  de  racines  négatives  (1315). 
De  plus,  l'équalion  (1)  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

x3(6x  —  7)  -h  .r(8.i-  —  7)  -t-  2  =  o, 

on  voit  que  1  est  une  limite  supérieure  de  ses  racines  positives.  En 
prenant  la  transformée  en  -  de  la  même  éi^uation,  on  trouve  (1067) 

a.r»  —  ';.v'^  ^  8.r- —  7./*  -r  (»  =  o, 

et  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

.r'(a.r  —  7)  -f-.r(8.r  —  7  )  4-  (>  =  o. 
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\  est  donc  une  limite  supérieure  de  ses  racines  positives,  et  l'on  peut 

alors  regarder  -  comme  une  limite  inférieure  des  racines  positives  do 

l'équation  (i). 

Comme  l'équation  (2)  a  pour  racines  celles  de  Téquation  (1)  multi- 
pliées par  6,  on  peut  dire  que  2x6  ou  12  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l'équation  (2),  et  que  ^  x  6  ou  |  est  une 
limite  inférieure  des  racines  positives  de  la  même  équation.  Par  con- 
séquent, pour  trouver  les  racines  entières  de  l'équation  (2),  nous  no 
devons  essayer  que  les  diviseurs  positifs  de  432  compris  entre  *  et  ta. 

c'est-à-dire 

2,     i.     8,     3.     9,     0. 

D'ailleurs,  en  substituant  i  et  ~  1  à  la  place  de  jc  dans  l'équation  (2;. 
on  obtient  les  nombres  222  et  740  ;  et,  en  appliquant  le  théorème  du 
n"*  1321,  on  reconnaît  que  4  et  3  peuvent  seuls  être  racines.  Dès  lors- 
le  Tableau  ci-dessous  résume  les  opérations  nécessaires  suivant  la  règle 
(lu  n*  1322. 


I 

/ 

-4-48 

—  252 

-+-432 

4  est  racine. 

-h  I 

-    3 

-h    36 

—  108 

-r     27 

4  n'est  plus  racine. 

» 

-+■  I 

3 

-^    36 

—  108 

3  est  racine. 

-f-    1 

0 

-h    36 

3  n'est  plus  racine. 

-     4 

—    12  ; 

> 

1 
i 

1 

1 

L'équation  (2)  admet  donc  les  racines  entières  3  et  4  et,  débarrassée 
de  ces  racines,  elle  devient  l'équation  du  second  degré 

.r  —  rh  y/ —  36  —  r^  6  /. 


X»  -h  36  =  o, 


d'où 


Pour  avoir  les  racines  de  l'équation  (i),  il  faut  diviser  par  6  celles  de 
l'équation  (2),  de  sorte  que  l'équation  (i)  a  pour  racines 


I 


4 


2 


^  ou  -,       ^   ou  r,  ^       =n  /, 
626) 

et  qu'elle  est  complètement  résolue. 

Seconde  méthode.  —  Reprenons  l'équation  (1) 

6.r'  —  yj-^-h-S-i- —  j.i'  -+-  v>.  =  o, 

et  appliquons-lui  la  seconde  méthode  (1328). 

Les  dénominateurs  des  racines  fractionnaires  ne  peuvent  être  (132i) 


"^ 
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quo  des  diviseurs  de  Aq,  c'csl-à-diro  ici  -i  et  3  :  les  numérateurs  ne 
peuvent  être  que  dos  diviseurs  de  A,«,  c'est-à-dire  ici  i  et  2.  On  n'a 
donc  à  essayer,  comme  racines  fractionnaires,  que  les  combinaisons 


I  t  '2 

•1       3        s 


en  opérant  absolument  comme  pour  l'essai  des  racines  entières.  On 
forme  ainsi  le  Tableau  ci-dessous  : 


6      —7 


7 

-h    8 

-    1 

■>   !  -  est  racme. 
x 


—    » 


l'À 


•»     M 


-  n'est  plus  racine. 
•2 


4  jl  -  n'est  pas  racine. 

1:  3 


i  I]  -r  est  racine. 


() 


On  retombe  donc,  comme  cela  doit  ôtre,  sur  les  racines  données  par 
la  première  méthode,  et  l'avantage  reste  de  beaucoup,  au  moins  dans 
l'exemple  traité,  à  la  seconde  méthode. 


La  méthode  des  racines  égales  ne  doit  être  appliquée  aux  équations 
à  coefficients  commensurables  qu'au  delà  du  cinquième  degré. 

J330.  Nous  avons  montré  (1092)  comment  le  premier 
membre  d'une  équation  (^{z)z=zo  admettant  des  racines 
égales  peut  être  remplacé  par  un  produit,  toi  que  Zizlz]..., 
le  polynôme  ^1  répondant  aux  facteurs  simples,  le  poly- 
nôme 5,  aux  facteurs  doubles  pris  seulement  une  fois,  le  po- 
lynôme 53  aux  facteurs  triples  pris  seulement  une  fois,  ... 
La  résolution  de  l'équation  donnée  est  alors  ramenée  à  celle 
(les  équations  de  degrés  moindres. 


>s,--o, 


o, 


5,  =r  O, 


I 

i 


r 
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Si  réquation  9(^)=ro  a  ses  cocfiicicnls  cominensurables, 
il  en  est  de  même  des  équalions  subordonnées,  puisque  les 
polynômes  5,,  5,,  53,  ...  s'obtiennent  seulement  par  voie  de 
division. 

Il  en  résulte»  comme  nous  Tavons  déjà  remarqué  (1094'), 
que,  lorsque  Inéquation  9(5)  =  0  n'a  qu'une  seule  racine 
d'un  certain  ordre  de  multiplicilé,  cette  racine  est  nécessai- 
rement commensurable,  puisqu'elle  est  alors  fournie  par  une 
équation  du  premier  degré  à  coefficienls  commensurables. 

1331.  Cela  posé,  considérons  successivement  les  dilférenls 
degrés. 

Au  point  de  vue  des  racines  égales  : 

L'équalion  du  second  degré  peut  avoir  une  racine  double, 
et  son  premier  membre  est  alors  un  carré  parfait. 

L'équation  du  troisième  degré  peut  avoir  une  racine  double 
et  une  racine  simple,  ou  une  racine  triple. 

L'équation  du  quatrième  degré  peut  avoir  une  racine  double 
et  deux  racines  simples,  ou  deux  racines  doubles  (mais  alors 
son  premier  membre  est  un  carré  parfait,  et  elle  s'abaisse  au 
second  degré),  ou  une  racine  triple  et  une  racine  simple,  ou 
une  racine  quadruple. 

L'équation  du  cinquième  degré  peut  avoir  une  racine  double 
et  trois  racines  simples,  ou  deux  racines  doubles  et  une  ra- 
cine simple,  ou  une  racine  triple  et  deux  racines  simples,  ou 
une  racine  triple  et  une  racine  double,  ou  une  racine  qua- 
druple et  une  racine  simple,  ou  une  racine  quintuple. 

Dans  tous  les  cas  examinés,  sauf  un  seul,  on  voit  que  l'é- 
quation considérée,  si  elle  a  des  racines  égales,  a  nécessai- 
rement une  seule  racine  d'un  certain  ordre  de  multiplicité, 
et  cette  racine  est  alors  commensurable  (1330). 

Il  n'en  est  plus  de  même  lorsqu'on  s'élève  au  sixième 
degré.  Une  équation  du  sixième  degré  qui  a  des  racines  égales 
peut  avoir,  entre  autres,  deux  racines  doubles  et  deux  ra- 
cines simples,  ou  deux  racines  triples.  Ces  racines  seront  alors 
données  par  des  équations  du  second  degré  et  pourront  être 
incommensurables. 

En  résumé,  jusqu'au  cinquième  degré  inclusivement,  toute 
équation  à  coefficients  commensurables  qui  a  des  racines 
égales  a  nécessairement  des  racines  commensurables  (sauf  le 


^ 
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cas  OÙ  l'équation  est  du  quatrième  dejçré  et  a  pour  premier 
membre  un  carré  parfait). 

Il  est  donc  inutile  d'appliquer  à  une  pareille  équation  le 
mode  de  décomposition  ou  d'abaissement,  toujours  pénible, 
fourni  par  la  tbéorie  des  racines  égales;  et  il  y  a  tout  avan- 
tage à  procéder  immédiatement  à  la  recherche  des  racines 
commensurables,  qui  existent  d'une  manière  certaine  préci- 
sément dans  le  cas  des  racines  égales,  et  dont  le  calcul  conduii 
alors  à  la  résolution  complète  de  l'équation. 
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CHAPITRE  VIII. 


RECHERCHE  DES  RACINES  INCOMMENSURABLES.  -  MÉTHODE 

DES  PARTIES  PROPORTIONNELLES. 

( 


Indications  générales. 

1332.  Pour  résoudre  complètement  une  équation  algé- 
brique, on  commence  par  la  ramener  à  la  forme  ordinaire 

(I)  /(^r)-^o. 

oii/(j?)  est  un  polynôme  entier  à  coefficients  réels,  commen- 
surables  ou  incommensurables. 

Lorsque  le  degré  de  Téquation  surpasse  cm//  (1331),  il  peut 
être  utile  de  lui  appliquer  d'abord  la  théorie  des  racines 
égales  (1092).  Si  l'équation  donnée  a  de  pareilles  racines,  on 
ramène  ainsi  sa  résolution  à  celle  d'équations  de  degrés  plus 
simples  et  qui  n'ont  que  des  racines  inégales. 

En  opérant  sur  chacune  de  ces  équations,  d'après  la  règle 
connue  (  1322),  ou  sur  l'équation  (i)  elle-même  quand  elle 
n'a  pas  de  racines  égales,  on  détermine  alors  les  racines  com- 
mensurables  qu'elle  peut  admettre,  et  l'on  débarrasse,  par  di- 
vision,/(j:^^)  des  facteurs  correspondants. 

Il  ne  reste  plus  ensuite  qu'à  chercher  les  racines  incom- 
mensurables et  les  racines  imaginaires  de  l'équation  simpli- 
fiée. Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  des  premières. 

1333.  Pour  calculer  les  racines  incommensurables  d'une 
équation  ramenée  préalablement,  comme  on  vient  de  le  dire, 
à  la  forme  la  plus  simple  possible,  on  ïxxq  (Chap.  VI)  une 
limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  des  racines  réelles 
de  cette  équation.  On  effectue  ensuite  la  séparation  des  ra- 
cines incommensurables  comprises  entre  ces  limites,  soit  en 
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appliquant  la  Méthode  de  Lagranub   (1265),  soit,  ce  qui  est 
habituellement  bien  préférable,  à  Taide  du  théorème  de  Sturm. 

Les  calculs  exigés  par  Tapplication  de  ces  deux  méthodes 
certaines  de  séparation  étant  le  plus  souvent  très  pénibles, 
on  s'efforce  de  les  éviter  ou  de  les  alléger  dans  la  pratique. 
Pour  cela,  on  substitue  directement,  dans  le  premier  membre 
de  réquaiion  considérée  et  entre  les  limites  des  racines 
réelles,  des  nombres  équidislants.  En  examinant  les  varia- 
tions de  signes  que  peuvent  présenter  les  résultats  des  sub- 
stitutions (1027),  en  s'aidant  du  théorème  de  Dbsgartes  (\t\\ 
et  suiv.)  et  du  théorème  de  Rolle  (1234-  et  suiv.),  c'est-à-dire 
de  Tétude  de  Téquation  dérivée,  on  parvient  souvent  à  effec- 
tuer complètement  la  séparation  des  racines  incommensu- 
rables. Si  cette  séparation  demeure  incomplète,  on  fait,  en 
dernière  analyse,  intervenir  le  théorème  de  Sturm,  qui  ré- 
sout toujours  la  question. 

Une  fois  les  racines  incommensurables  séparées,  de  nou- 
velles substitutions  intermédiaires  permettent  d'en  approcher 
davantage.  Pour  abréger  le  nombre  de  ces  substitutions,  on 
peut  avoir  recours  à  la  règle  des  parties  proportionnelles 
(701),  qui  constitue  dans  ce  cas  une  méthode  spéciale  d'ap- 
proximation. 

Pour  préciser  ces  indications,  nous  allons  parcourir  quel- 
ques exemples  choisis.  Nous  exposerons  ensuite  la  méthode 
des  parties  proportionnelles. 

Première  recherche  des  racines  incommensurables, 

exemples  choisis. 

133^.   ].  Soit  l'équation 

/(^)='3:3—7.r -4-7  =  0, 

à  laquelle  Lagrange  a  appliqué  sa  méthode  dans  son  Traiiè 

de  la  résolution  des  équations  numériques  (Chap.  IV),  et  qui 

n'a  aucune  racine  commensurable. 

On  a  ici 

4/^'-}-  27 7- <  o. 

Par  conséquent,  l'équation  proposée  a  ses  trois  racines 
réelles  (12{^5).  En  consultant  le  théorème  de  Descartes  (1214, 
1216),  on  voit  que,  son  premier  membre  présentant  deux 
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variations  el  le  premier  membre  de  sa  transformée  en  —  j:r 
n'en  présentant  qu'une  seule,  elle  a  nécessairement  deux  ra- 
cines positives  et  une  racine  négative.  Il  s'agit  maintenant 
de  séparer  ces  racines. 
L'équation   donnée   et   sa   transformée  en   —  ^   pouvant 

s'écrire 

f(x)  —  .r(j-5—  7)  -+-  7  -  o, 

fy—  a)  —  j:- (j:*  —  9)  -+-  (a j"  —  7)^0, 

les  nombres  — 4  et  H-  3  représentent  des  limites  des  racines 
réelles  de  la  proposée. 

En  substituant  dans/(^),  à  la  place  de  Xy  les  nombres  en- 
tiers consécutifs  compris  entre  ces  limites  el  ces  limites 
elles-mêmes,  on  forme  le  Tableau  suivant  des  valeurs  corres- 
pondantes de  X  et  de /(a:)  : 


-+- 1 ,  j 


.r 


/ 


/(.^) 


-29 


3 

-h    I 

2 

-+-I3 

I 

4-i3 

0 

■^    7 

I 

-+-    I 

2 

-1-  1 

3 

-+-i3 

—  O,  123 


D'après  le  seul  changement  de  signe  de  la  fonction,  la  ra- 
cine négative  de  l'équation  f{x)  =  o  est  comprise  entre  —  4 
et— 3(1027).  Quant  aux  deux  racines  positives,  l'absence 
d'un  autre  changement  de  signe  montre  qu'elles  tombent 
toutes  deux  entre  deux  entiers  positifs  consécutifs  (1027). 

On  peut  s'aider  alors  du  théorème  de  Rolle  (1234.).  Puisque 
la  racine  positive  de  l'équation  dérivée 


est 


/'(a?)=:3j7*— 7=0 


c'est-à-dire  comprise  entre  i  et  2,  et  qu'elle  doit  aussi  être 


"^ 
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renfermée  entre  les  deux  racines  positives  de  la  proposée, 
c'est  entre  ces  mêmes  substitutions  i  el  2  que  ces  racines 
positives  doivent  se  trouver. 

On  essaye  alors  dans  /(-r)  la  substitution  intermédiaire 
.r=ri,5,  el  l'on  obtient  pour  résultat /(  a?)  =  — 0,1 25.  Comme 
il  y  a  changement  de  signe,  l'une  des  racines  positives  est 
entre  i  et  i,5  et,  l'autre,  entre  i,5  et  2. 

Les  trois  racines  réelles  de  l'équation  sont  donc  séparées. 
Pour  approcher  davantage  de  chacune  d'elles,  il  faut  faire  de 
nouvelles  substitutions  intermédiaires  ou  avoir  recours  à  la 
méthode  des  parties  proportionnelles. 

Par  exemple,  pour  les  racines  positives  comprises  entre  i 
et  2,  on  est  naturellement  conduit  à  essayer  des  substitutions 
intermédiaires  variant  d'un  dixième.  On  forme  ainsi  ce  se- 
cond Tableau  : 


.i' 


/(■r) 


-h  I 

«,» 

-t-  o,6îi 

«,'^ 

H-  0,328 

1,H 

-h  0,097 

l,i 

--  o,o56 

1,5 

—  0, 125 

1,6 

-  -0,  io4 

''7 

-  o,oi3 

D'après  les  changements  de  signe  qui  apparaissent,  la  pre- 
mière racine  tombe  entre  i,3  et  1,4  ou  est  égale  à  i,3  à 0,1 
près  par  défaut;  el  la  seconde  racine  tombe  entre  1,6  et  1,7 
ou  est  égale  à  1,6  à  0,1  près  par  défaut. 

Quant  à  la  racine  négative  comprise  entre  —  ^  ^t  —  3,  on 
prendra  la  transformée  en  —  j?  de  l'équation 


/{-j:)^y 


X 


o, 


et  l'on  cherchera  à  approcher,  aussi  à  o,  1  près,  de  sa  racine 
positive  comprise  entre  3  el  /|.  En  substituant,  à  la  place 
de  jc,  les  nombres  3  et  3,i,  on  trouve  pour/(— j:)  les  deux 
valeurs  de  signes  contraires  —  i  et  -+- 1,091.  La  racine  posi- 
tive de  la  transformée  en  —  j?  tombant  en:re  3  et3,i,  la  ra- 
cine négative  de  la  proposée  tombe  entre  —  3,i  et  -—3.  Elle 
est  donc  égale  à  —  3,  i  à  0,1  près  par  défaut. 
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1335.  II.  Soit  l'équation 

y*(.r)  =  .r^ -H  2  a.'*  —  i3v7*-}-4       o. 

Elle  ppésenie  deux  variations  :  elle  a  donc  deux  racines 
positives  ou  elle  n'en  a  aucune. 
La  transformée  en  —  x, 

/( — a:)z=.jr^ — '2X^ — i3^'  —  4  ^=  o, 

présentant  une  s«ule  variation,  i'équalion  proposée  admet 
une  racine  négative  et  une  seule. 
En  menant  les  deux  équations  sous  la  forme 

/(x)  Tz  .r(.r'  -  i3)  -^  (2.r*  -+-  4)  _--:  o, 

/(—a-)  rrr.r(or^—  9.J'  —  l4)  -'r-  (.!'  —  \)  --  O, 

on  constate  que  4  ^st  une  limite  sup^ieure  des  racines  posi- 
tives de  la  proposée  et,  —  5,  une  limite  inférieure  de  ses  ra- 
cines négatives.  En  substituant  à  la  place  de  jc  dans/(x)  les 
nombres  entiers  compris  entre  ces  limites,  on  forme  le  Ta- 
bleau suivant  : 

.r     |/(.r) 


—  J 

G 

-4 

-24 

.  «  .  . 
0 

•     •      •     • 

+  4 

-h  I 

-    6 

-V  >. 

6 

+  3 

"h    lO 

Il  faut  toujours  avoir  soin  de  laisser  de  côté  les  substitutions 
inutiles.  Ainsi,  ayant  obtenu  immédiatement  Tunique  racine 
négative  entre  —  5  et  —  4,  on  n'a  pas  à  substituer  les  autres 
nombres  négatifs.  Outre  cette  racine  négative,  on  voit  que 
l'équation  proposée  admet  deux  racines  positives,  l'une  entre 
o  et  I,  l'autre  entre  2  et  3.  Elle  a  donc  toutes  ses  racines 
réelles  (ce  dont  on  pourrait  s'assurer  d'avance  par  la  formule 
du  n*  124-7),  elles  sont  séparées,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  en 
approcher  davantage  à  l'aide  de  substitutions  intermédiaires 
ou  autrement. 
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1336.  III.  —  Soit  Véquation 

f{x)  :^  20.r' —  \']x'^-\-  !\x  —  2  =  0. 

Son  premier  membre  présente  irois  variations  :  elle  admet 
donc  trois  racines  positives  ou  une  seule  (121^),  mais  elle  ne 
peut  avoir  aucune  racine  négative  (1315).  En  la  mettant  sous 
la  forme 

on  voit  que  1  est  une  limite  supérieure  de  ses  racines  posi- 
tives. On  a  alors 

X    |/(.r) 


o 
H-  I 


—  '\ 

-1-  .> 


et  la  question  est  de  savoir  s'il  y  a  dans  cet  intervalle  une  ou 
trois  racines  positives.  Or  l'équation  dérivée 

f'{x)  -  Go-r»—  :)W  -f-  4  —  o 
donne,  après  qu'on  a  divisé  son  premier  membre  par  2, 


^  _  1 7  ±  v'28()  —  i/,o  _  1 7±7 
60  60 

Les  deu\  racines  positives  de  l'équation  dérivée,  qui  se  ré- 
duisent à  {  et  J,  sont  donc  comprises  dans  le  môme  intervalle 
(o, -hi).  II  en  résulte  immédiatement  (1234.)  que,  si  Téqua- 
tion  proposée  a  trois  racines  positives,  une  de  ces  racines 
tombe  nécessairement  entre  o  et  i.  Comme  la  substitution© 
conduit  à  un  résultat  négatif,  il  faudrait  alors  (1027)  obtenir 
un  résultat  positif  pour  ^  =  i.  On  trouve,  au  contraire, 
/'(^)=—  7/0®.  L'équation  f{x)=zo  a  donc  une  seule  racine 
réelle  positive  comprise  entre  o  et  i,  et  l'on  en  approchera 
davantage  sans  difficulté. 

1337.  IV.  —  Soit  r équation 

f{x)  ■=  x'' —  3.r^ —  .>j7*-f-  ijx  -h  7  1=  o, 

dont  la  transformée  en  —  x  est 

y( —  o-)  —  .T*-|-  3 wc'*  —  5 j:**  —  (jx  4-7  =  0. 


J 
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La  proposée  présente  deux  variations,  et  il  en  est  de  même 
de  la  transformée  en  —  x.  L'équation  donnée  peut  donc  avoir 
(121iit,  1216)  quatre  racines  réelles,  deux  racines  réelles  et 
deux  racines  imaginaires,  ou  quatre  racines  imaginaires. 
En  mettant  les  deux  équations  sous  la  forme 

/(x)  =  x^i^x^ —  3a? —  5)  H-  (gjr  -h  7)  =r  o, 
/( —  .r)  =:  .r*-f-  x(Zx^ —  \ix  —  9)  H-  7  =zo, 

on  voit  que  5  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  la  première,  et  3  une  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives de  la  seconde.  Les  racines  réelles  de  la  proposée,  si  elle 
en  a,  sont  donc  comprises  entre  —  3  et  -h  5.  En  substituant 
dans /(a?)  les  nombres  entiers  compris  entre  ces  deux  limites, 
on  forme  le  Tableau  ci-après  : 


X 


f{^) 


—  0 

—  l 

+  97 

+  9 
3 

0 

+   7 

-i-  I 

+  2 

-+-  9 
-  3 

^■^ 

—  1 1 

+  4 

+  27 

L'équation  considérée  a  donc  deux  racines  négatives  com- 
prises respectivement  entre  —  2  et  —  i  et  entre  —  i  et  o,  et 
deux  racines  positives  comprises  respectivement  entre  i  et  2 
et  entre  3  et  4.  Si  l'on  veut  approcher  davantage  de  la  pre- 
mière racine  positive,  on  forme  ce  second  Tableau,  en  pas- 
sant aux  dixièmes, 


X 

/(^) 

4-  i 

H-9 

^1,7 

-h  i,463i 

+  1,8 

H- 0,0016 

-^  i>9 

—  I , 4949 

4-  2 

^3 

La  racine  cherchée  tombe  donc  entre  1,8  et  1,9;  mais,  beau- 
coup plus  près  de  1,8,  qui  est  sa  valeur  à  0,1  près  par  défaut. 
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1338.  V.  —  Soit  V équation 

f{x)  =:  x^ —  5»r'-f-  4^*  —  6jc  —  7  =  0, 
dont  la  transformée  en  —  a:  est 

/( —  x)  =zx^ —  5^' —  L^x^  —  6x  4-7  =  0. 

/{x)  présente  trois  variations  et /(—a?)  en  présente  deux;  l'é- 
quation donnée  peut  donc  avoir  (1214',  1216)  trois  racines  po- 
sitives ou  une  seule,  et  deux  racines  négatives  ou  aucune. 
On  peut  écrire,  en  groupant  les  termes, 

/(x)=zjr»(x»— 5)-h(4^'  — 6j:—  7)  =  o, 

/(  —  x)  z:zx'{x^ —  5x  —  6)4-^(2^'  —  6)4-7^:=:0, 

et  le  nombre  3  est,  pour  chacune  des  deux  équations»  une  li- 
mite supérieure  des  racines  positives.  Par  conséquent,  les 

racines  réelles  de  la  proposée  sont  comprises  entre  —  3  et 
-h  3.  En  substituant  dans /(or)  les  nombres  entiers  renfermés 
entre  ces  deux  limites»  on  trouve 


0 
—  0 

61 

2    i 

-f-  29 

'     1 

-^     7 

0 

-     7 

4-    I     ; 

i3 

4-2   ' 

—   II 

■^3; 

-hiig 

Ces  substitutions  séparent  les  deux  racines  négatives  entre 
—  3  et  —  2  et  entre  —  1  et  o;  mais,  quant  aux  racines  posi- 
tives, il  n'apparaît  qu'un  seul  changement  de  signe  de  2  à  3. 

Trois  cas  sont  alors  possibles.  Si  l'équation  admet  trois  ra- 
cines positives,  il  peut  y  en  avoir  trois  entre  2  et  3,  ou  bien 
une  seule  entre  2  et  3,  en  môme  temps  que  deux  autres  entre 
o  et  I  ou  entre  i  et  2,  qui  donnent  des  résultats  de  même 
signe  (1027).  Si  l'équation  admet  une  seule  racine  positive, 
elle  est  nécessairement  entre  2  e!  3. 

Consultons  l'équation  dérivée 

/'  (  .V  )  z^ôx'*  —  1  5 X'  -«-  8a'  —  6  =:  o. 
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En  la  mettant  sous  la  forme 

f'{x)  =  5.r«(x*—  3)  4-  2(4^  —  3)  =  o, 

on  voit  que  2  est  une  limite  supérieure  de  ses  racines  posi- 
tives. Il  en  résulte  que  la  proposée  ne  peut  pas  avoir  trois 
racines  positives  entre  2  et  3,  sans  quoi  (1234)  Téquation  dé- 
rivée admettrait  deux  racines  positives  entre  ces  mômes  li- 
mites, c'est-à-dire  au  delà  de  2.  Pour  décider  maintenant  si 
Téquation  proposée  a  deux  racines  positives  entre  o  et  i  ou 
entre  i  et  2,  il  faut  lui  appliquer  le  théorème  de  Sturm  (1268) 
et  compter  les  variations  de  la  suite  correspondante  pour  les 
trois  substitutions  o,  1,2. 

Le  quatrième  polynôme  X3  ne  pouvant  changer  de  signe 
tant  qu'on  donne  à  x  une  valeur  positive,  on  peut  s'arrêter  à 
ce  polynôme  (1270)  et  former  le  Tableau  ci-dessous  : 

!    o    I    1 


X  ru  x^—  5j7'4-  ^ax-—  6j:  —  7 — 

Xizi5a?* — \ox^-\-%x  —  6 '  — 

Xjn:  lOO:' — I2a7*H-  24-p -V- 35 4- 

Xj^i  ig8x*-i-  239  J7  -h  270 I  -+-  1   4-  i  4- 

Le  nombre  des  variations  restant  le  même  pour  chaque  sub- 
stitution, réquation  proposée  n'admet  aucune  racine  positive 
entre  o  et  2.  Par  suite,  elle  a  finalement  deux  racines  néga- 
tives entre  —  3  et  —  2  et  entre  —  i  et  o;  une  racine  positive 
entre  2  et  3;  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées.  Les  ra- 
cines réelles  sont  donc  complètement  séparées,  et  il  restera 
à  en  approcher  davantage. 

Méthode  des  parties  proportionnelles. 

1339.  Pour  approcher  plus  rapidement  des  racines  réelles 
séparées,  on  peut  d'abord  employer  la  méthode  des  parties 
proportionnelles. 

Supposons  que  l'on  construise  la  courbe  représentative, 
y^=if{x)j  de  l'équation  algébrique  considérée /(^)  =  0,  par 
rapport  aux  axes  rectangulaires  Oa:  et  0/,  comme  on  l'a  in- 
diqué précédemment  (1030).  Examinons  celte  courbe  dans 
l'intervalle  de  deux  substitutions  consécutives  comprenant 
une  racine  réelle  et  une  seule  de  l'équation  donnée. 


"^ 
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Les  deux  substitulions  faites  à  la  place  de  x  étant  {fig.  61) 
p  =  OP  et  </  =  OQ,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction, 
nécessairement  de  signes  contraires  (1027),/(/>)  et/(^),  se- 
ront représentées  par  les  ordonnées  PA  et  QB. 

On  admet  d'ailleurs  que  les  deux  nombres  p  eiq  sont  assez 
rapprochés,  pour  que  les  deux  équations  dérivées/'(a:):=o 
et  f'{x)  =  o  n'aient  aucune  racine  réelle  entre/?  et  q.  Alors, 
j:  variant  d'une  substitution  à  l'autre, /'(.r)  eif{j:)  Fie  chan- 
geront pas  de  signe  (1027).  La  valeur  de/(^)  sera  donc,  dans 
l'intervalle  dont  il  s*agit,  constamment  croissante  ou  décrois- 
sante (1105).  Il  en  sera  de  même  delà  valeur  de/'(j:),  quiesi 
la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  avec  l'axe  Oj 
par  la  tangente  en  chaque  point  de  la  courbe  représentative 
AB  (535). 

Par  suite,  dans  les  conditions  posées,  l'ordonnée  de  la 
courbe  AB  va  constamment  en  augmentant  ou  en  diminuant 
du  point  A  au  point  B;  et,  entre  ces  deux  points,  la  tangenie 
trigonométrique  de  l'angle  formé  avec  l'axe  0:r  par  la  tan- 
gente en  chaque  point  de  la  courbe,  allant  aussi  constamment 
en  augmentant  ou  en  diminuant,  la  courbe  AB  elle-noème 
tourne  toujours  sa  convexité  dans  un  môme  sens. 

Il  ny  a,  d'après  cela,  pour  la  courbe  AB,  que  quatre  dispo- 
sitions possibles,  représentées  par  les  fig.  6j,  62,  63,  64,011 
nous  conservons  les  mêmes  notations. 

Les  différentes  fonctions  sont  liées  dans  ces  quatre  figures 
(le  la  manière  suivante. 

Fig.  61  :/(wc)  décroît,  en  passant  du  positif  au  négatif. 
La  valeur  négative  de  /'(r)  croit  en  tendant  vers  zéro;  par 
suite,  la  valeur  def"{x)  est  constamment  positive. 

Fig.  62  :  /(.r)  décroît  en  passant  du  positif  au  négatif.  La 
valeur  négative  de /'(j?)  décroît  en  tendant  vers— oc;  par 
suite,  la  valeur  defix)  est  constamment  négative. 

Fig.  63  :  f{x)  croît  en  passant  du  négatif  au  positif.  La  v.i- 
leur  positive  de/'(j!:)  croît  en  tendant  vers  h-  00;  par  suite,  la 
valeur  de/''(^)  est  constamment  positive. 

Fig.  64  :  /{x)  croît  en  passant  du  négatif  au  positif.  La  va- 
leur positive  de/'{x)  décroît  en  tendant  vers  zéro;  par  suite, 
la  valeur  de/''(^)  est  constamment  négative. 

Voyons  maintenant  en  quoi  consiste  la  méthode  des  parties 
proportionnelles. 

Puisqu'il  y  a  une  racine  réelle  et  une  seule  de  l'équation 
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/(^)=:o  entre  OP  =/)  et  OQ^:^,  la  courbe  représentative  AB 
coupe  nécessairement  Taxe  Oo?  une  seule  fois  entre  les 
points  P  et  Q.  Si  Ton  désigne  par  R  ce  point  d'intersection» 
ia  valeur  exacte  de  la  racine  comprise  entre  p  et  q  est  repré- 
sentée par  OR. 


y 

Fij 

[.  6i. 

A 

». 

vy\s         Q 

o 

»        R\\ 

\ 

V\ 

^ 

n 

Fig.  62. 


Fiç.  63. 


y 


Fig.  64. 


0 


Menons  alors  la  corde  AB  qui  coupe  à  son  tour  Taxe  0^  au 
point  S.  Si  la  courbe  AB  se  confondait  avec  sa  corde,  c'est  OS 
qui  représenterait  la  racine  comprise  entre  p  et  7.  La  mé- 
thode des  parties  proportionnelles  revient  à  remplacer  la 
valeur  exacte  OR  de  la  racine  en  question  par  la  valeur  ap- 
prochée OS,  facile  à  calculer  à  l'aide  des  données. 

En  effet,  les  notations  restant  les  mêmes  sur  les  quatre 
figures  ci-dessus,  on  a,  en  vertu  des  triangles  semblables  PAS, 
QBS,  et  en  valeur  absolue, 

1^       PA 
SQ  ""QB* 

On  en  déduit  successivement,  en  remarquant  que 

PSH-SQ  =  PO:=ry-/>, 
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el  en  prenant  les  deux  résultats  f(p)  et  f{q)  en  valeur  ab- 
solue, 

PS  PA  nû        /  ^  /(/^^ 

On  obtiendra  donc  la  valeur  approchée  OS  de  la  racine  OR, 
en  ajoutant  à  la  plus  petite  substitution  p  la  quantité 


ou  en  retranchant  de  la  plus  grande  substitution  q  la  quan- 
tité 

/(7) 


(7-/^) 


fKp)-^JKq) 


13iO.  La  valeur  OS  est  approchée /?a/-  excès  dans  le  cas  des 
Jlg,  61  et  64  ;  elle  est  approchée  par  défaut  dans  le  cas  des 
fig,  62  et  63. 

En  se  reportant  à  ce  qui  précède  (1339),  on  peut  donc  poser 
cette  règle  : 

La  valeur  donnée  par  la  méthode  des  parties  proportion- 
nelles est  approchée  par  excèSy  lorsque  f{x)  et /"{x)  sont  de 
même  signe  pour  la  première  substitution  jr  =r  yy  (et,  par  con- 
séquent, de  signes  contraires  pour  la  seconde  subslilulion 
xz=iq)\  inversement,  cette  valeur  est  approchée  par  défaut^ 
lorsque  /{x)  et  f  (x)  sont  de  signes  contraires  pour  la  pre- 
mière substitution  x=^ p{Ql,  par  conséquent,  de  même  si^ne 
pour  la  seconde  substitution  x=:q). 

13il.  On  peut  évidemnienl,  en  calculant,  à  l'aide  de/(.r), 
l'ordonnée  SM  qui  répond  à  la  première  valeur  approchée  OS, 
reproduire  de  nouveau  le  calcul  qu'on  vient  d'indiquer,  et 
approcher  davantage  de  la  racine  OR.  Seulement,  pour  opérer 
avec  certitude,  il  faut  que  r  approximation  ait  toujours  lieu 
dans  le  même  sens,  et  une  précaution  est  alors  nécessaire. 

Si  la  première  valeur  OS  est  approchée  par  excès  {fig»  61 
et  64),  on  doit  n)ener  la  corde  AM,  dont  le  point  d'intersec- 
tion S'  avec  l'axe  Ox  est  entre  R  et  S,  et  considérer  la  por- 
tion de  courbe  AM.  L'abscisse  OS  étant  représentée  par  5  et 
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Tordonnée  SM  étanl/(^),  on  obtient  la  seconde  valeur  appro- 
chée de  la  racine  OR,  en  ajoutant  (1339)  à  la  première  substi- 
tution p  la  quantité 


0X1 /{s)  doit  être  pris  en  valeur  absolue.  Celte  seconde  valeur 
approchée  OS'  est  toujours  par  excès,  mais  plus  resserrée. 

Si  la  première  valeur  OS  est,  au. contraire,  approchée  par 
défaut  {fig,  62  et  63),  on  doit,  pour  la  même  raison,  mener 
la  corde  BM,  et  considérer  la  portion  de  courbe  MB.  II  faut 
alors  ajouter  à  la  première  substitution  s  la  quantité 

(7-0        ■''■'' 


y\-v)-T-.Ay) 


et  Ton  obtient  ainsi  une  seconde  valeur  approchée  OS'  de  la 
racine  OR,  toujours  par  défaut,  mais  plus  resserrée  f{s)  doit 
être  pris  en  valeur  absolue. 

Application. 

1342.  Appliquons  ces  considérations  si  simples  à  l'exemple 
traité  au  n"  1334, 

D'après  les  premiers  calculs,  Téqualion 

a  sa  plus  petite  racine  positive  comprise  entre  i,3-;/?  et 
1 ,4 1=  7.  On  a  trouvé  en  même  temps 

/(/>)=/U,3)  =  -i-o,o97, 

/(7)--/(^-4):=:— 0,0j6. 

En  ne  considérant  que  les  valeurs  absolues,  on  aura  une  pre- 
mière valeur  approchée  de  la  racine,  d*après  la  règle  des  par- 
lies  proportionnelles  (1339),  en  augmentant  1,3  =  /?  de  la 
quantité 

(a  —  p)  77-\-      ^,    ,  =10,1 ^'-^ — -7  =  o , o63 

^      '    Ap)-^J('J)  0,097 -i-o,o,jb 

On  peut  donc  prendre  pour  cette  première  valeur  approchée 

s  :=z  I  ,36. 


1 
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Pour  reconnaître  si  elle  est  approchée  par  défaut  ou  par 
excès,  on  n'a  (1340)  qu'à  comparer  le  signe  de /'(a-)  zr  6j?à 
celui  de  /(^),  pour  la  môme  substitution  0^  =  1,3=/?.  Ce 
signe  élant  le  même,  la  valeur  exacte  de  s  est  approchée 
par  excès,  ainsi  que  sa  valeur  i,36  à  un  centième  près;  car 
on  trouve 

Pour  obtenir  une  seconde  valeur  plus  resserrée,  il  suffît 
(1341)  d'ajouter  encore  à  la  plus  petite  substitution  /;  =  i,3la 
quanlilé 

f(p)  ..  o.O()7 

(.y— />)    .,     \  ,.,     :  :=0,0b -^ ^1-7-7  —0,007.... 

/{P)-^J{S)  0,0974-0,00434'! 

On  a  donc,  comme  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine 
cherchée,  toujours  par  excès. 

Comme  on  trouve 

/(  1 ,  356  )   4-  o ,  00 1 3360 1 6, 
/(i  ,357) _-  —  0,000153707, 

la  racine  qu'on  veut  calculer  tombe  entre  i,356  et  1,357, 
mais  beaucoup  plus  près  de  cette  dernière  valeur.  On  la  con- 
naît donc  à  0,001  près  par  défaut  ou  par  excès. 


J 
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CHAPITRE  IX. 


RECHERCHE  DES  RACINES  INCOMMENSURABLES.  —  MÉTHODE 
D'APPROXIMATION  DE  NEWTON  ET  DE  FOURIER. 


Méthode  d'approximation  de  Newton. 

13'i^3.  Quand  on  a  déterminé  deux  nombres  comprenant 
une  racine  réelle  et  une  seule  d'une  équation  donnée,  on  peut 
en  approcher  davantage  par  de  nouvelles  substitutions  ou  en 
employant  la  méthode  des  parties  proportionnelles,  comme 
on  vient  de  le  voir.  Mais  les  calculs  deviennent  plus  pénibles 
à  mesure  que  la  racine  cherchée  doit  être  obtenue  avec  un 
plus  grand  nombre  de  chiffres  décimaux.  Aussi,  dès  qu'on  a 
trouvé  les  deux  ou  trois  premiers  chiffres  exacts  de  cette  ra- 
cine par  les  procédés  indiqués,  convient-il  d'avoir  recours  à 
d'autres  méthodes,  dont  le  caractère  principal  est  d'accroître 
rapidement  l'approximation  atteinte.  Parmi  ces  méthodes, 
celle  qui  semble  préférable  est  celle  de  Newton,  améliorée 
par  FouRiER,  et  nous  allons  l'exposer  d'abord  en  nous  écartant 
peu  de  la  marche  suivie  par  Newton  (*)• 

134i.  Soit  l'équation  donnée 

/(.r)-:o. 

Supposons  qu'elle  admette  une  racine  réelle  et  une  seule 
entre  deux  nombres  donnés  p  et  q  >/>,  et  que  />  +  h  repré- 
sente la  valeur  exacte  de  cette  racine.  On  aura  alors 

Développons  le  premier  membre  de  cette  relation  par  la  for- 

(»)  Méthode  des  fluxions. 


^ 
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mule  de  Taylor,  réduite  à  ses  trois  premiers  termes  (680). 
Nous  aurons 

6  étant  un  nombre  positif  compris  entre  o  et  i.  On  en  déduit 

^^  /'(p)      3-     'j\p) 

Au  lieu  de  représenter  par /?  -1-  h  la  valeur  exacte  de  la  racine 
comprise  entre  p  et  7,  en  parlant  de  sa  valeur  par  défaut,  on 
peut  représenter  cette  valeur  exacte  par  q—k,  en  partant  de 
la  valeur  de  la  racine  approchée  par  excès.  On  a  alors 

ou,  d'après  la  formule  de  Taylor  (676), 

I  I    •    «a 

en  désignant  par  0'  un  autre  nombre  positif  toujours  compris 
entre  o  et  i.  On  en  déduit 


O'k) 


Les  formules  (i)  et  (2)  ne  font  pas  connaître  directement  h 
et  A-,  puisque  ces  quantités  restent  engagées  respectivement 
dans  les  seconds  membres  de  ces  formules.  Mais,  si  les  quan- 
tités A  et  Â:  (nécessairement  inférieures  à  7  —  p)  sont  suffi- 
samment petites,  on  peut  négliger  les  termes  où  entrent 
leurs  carrés,  et  adopter  les  valeurs  approchées 

La  première  valeur  approchée,  p  ou  rj,  de  la  racine  cherchée 
sera  ainsi  remplacée  par  une  seconde  valeur  approchée 

(«)  •       p-ê^ 

ou 

(3)  n-/±9y. 
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A  l'aide  de  Ja  seconde  valeur  approchée  et  en  opérant  de 
même,  on  en  obtiendra  une  troisième;  à  l'aide  de  la  troi- 
sième, une  quatrième;  et  ainsi  de  suite. 

Telle  est  la  méthode  indiquée  succinctement  par  Newton. 
Elle  donne,  en  général,  une  approximation  rapide.  Mais  elle 
peut  se  trouver  en  défaut^  et  tout  dépend  de  la  véritable  va- 
leur des  termes  négligés. 

Si  Ton  se  bornait  à  ces  premières  notions,  il  faudrait  donc 
examiner  dans  chaque  cas  les  résultats  trouvés,  afin  de  ne  pas 
courir  le  risque  de  s'éloigner  de  la  valeur  exacte  de  la  racine 
cherchée  au  lieu  de  s'en  rapprocher,  et  la  rapidité  de  la  mé- 
thode deviendrait  illusoire. 

Il  est  par  suite  indispensable  de  découvrir  des  caractères 
qui  permettent  de  l'employer  toujours  avec  certitude,  et  c'est 
là  le  but  du  complément  apporté  par  Fourier(*)  à  la  règle 
donnée  par  Newton.  Nous  présenterons  ce  complément  de  la 
manière  suivante. 


Perfectionnement  de  Fourier. 

13il^.  Pour  qu'on  soit  sûr  d'approcher  davantage  de  la  ra- 
cine cherchée,  comprise  entre  /)  et  7,  à  l'aide  du  terme  de 

correction  —  '^  applicable  à  p,  ou  du  terme  de  correc- 
tion "^^  applicable  à  r/,  deux  conditions  doivent  être  rem- 
plies. 

Il  faut  d*  abord  que  ces  termes  soient  positifs.  Alors,  la  nou- 
velle valeur  approchée  (a)  (13V4) 

'    f'ip) 

sera  supérieure  à  />;  et  la  nouvelle  valeur  approchée  (|3) 
(13U) 

^       f\l) 
sera  inférieure  à  7. 

Il  faut  ensuite,  en  se  reportant  aux  formules  (1)  et  (2) 


(*)  Analyse  des  équations. 


026  ALCÊBIIB    SUPÉRIEURE. 

(134-4),  que  les  quantités  négligées  dans  chaque  hypothèse 
soient  elles-mêmes  positives.  S*il  en  est  ainsi,  les  nouvelles  va- 
leurs approchées  resteront  respectivement  comprises  entre 
les  premières  valeurs  approchées  et  les  valeurs  exactes,  puis- 
qu'on n'ajoutera  pas  assez  à  p  pour  avoir  p-\-  h  et  qu'on  ne 
retranchera  pas  assez  à  q  pour  avoir  q  —  k. 

De  cette  manière,  les  nouvelles  valeurs  approcheront  da- 
vantage de  la  valeur  exacte,  le  sens  de  l'approximation  étant 
conservé.  En  poursuivant  l'opération  et  les  mômes  conditions 
étant  toujours  satisfaites,  les  valeurs  par  défaut  formeront 
une  série  convergente  croissante,  les  valeurs  par  excès  une 
série  convergente  décroissante,  et  la  valeur  exacte  de  la  ra- 
cine sera  la  limite  commune  des  deux  séries. 

Cela  posé,  il  reste  à  examiner  dans  quels  cas  les  deux  con- 
ditions énoncées  sont  sûrement  remplies  à  la  fois. 

Admettons  que  l'équation  donnée /(^)  =  o  n'ait  pas  de  ra- 
cines égales.  D'après  la  théorie  des  racines  égales  (1089),  les 
équations /'(j7)=io  et/'\x)  =  o  n'auront  aucune  racine  réelle 
dans  l'intervalle  (/>,  q)  qu'on  considère,  si  les  limites  p  et  q 
sont  assez  resserrées.  Et  c'est  ce  que  nous  supposerons.  Dans 
cet  intervalle  {p,  7),  les  deux  dérivées /'(^)  et/*'(x)  ne  pour- 
ront donc  pas  changer  de  signe,  f(x)  ne  passera  par  aucun 
maximum  ou  minimum,  ei/'{a:)  variera  également  toujours 
dans  le  même  sens  {l'ik,  727), 

La  première  condition  imposée  se  trouve  alors  nécessaire- 
ment remplie,  et  les  quotients 

Ap)      Ai) 

1 


J\P)      JVI) 

sont  tous  deux  positifs. 

En  effet,  l'équation /(j?)  =:  o  ayant  une  racine  réelle  et  ufle 
seule  entre  p  et  q,  f(p)  et  /{q)  sont  toujours  de  signes  con- 
traires (1027). 

Si  l'on  a/(/?)>o  ei/{q)<OyJlx)  décroît  de  xz=p  à  x=7, 
/'{x)  est  constamment  négative  dans  l'intervalle  (/?,  q),  et  l'on 
a  à  la  fois  /\p)  <  o,  f{q)  <  o. 

Si  l'on  a  /(/>)  <o  et  /(y)  >  o^/(jr)  croît  de  a:=p  à  x^^q, 
f'(x)  est  constamment  positive  dans  l'intervalle  (/?,  7),  et  l'on 
a  à  la  fois/'(/?)  >  o,  f\q)  >  o. 

Quant  à  la  seconde  condition  imposée,  une  distinction  est 
nécessaire. 


ALGEBRE    SUPÉRlEUnE.  5^7 

f{jc)  et  /"{Jc)  ne  pouvant  respectivement  changer  de  signe 
de  x=/>  à  a:=  </,/'(/>)  Gi/'{q)  conservent  le  môme  signe  dans 
cet  intervalle,  aussi  bien  que  fip -h  Oh)  ei/^q  —  O^k).  Il  en 
résulte  que,  des  deux  quantités 

_  ff  rip-^  Oh)    k^  rvi ~  r^) 

//^y  c/î  a  toujours  une  qui  est  positive f  mais  une  seule,  La  pre- 
mière quantité  est  positive,  si  f'{œ)  et  /"{jc)  sont  de  signes 
contraires  dans  Tintervalle  (/?,  q);  mais,  alors,  la  seconde 
quantité  est  négative.  La  seconde  quantité  est  positive,  si 
f\œ)  et  /"{x)  ont  le  même  signe  dans  Tintervalie  (/?,  7); 
mais  alors  la  première  quantité  est  négative. 

Ainsi,  Vun  des  deux  termes  de  correction  (1  bis),  (2  bis) 
(134^),  est  toujours  admissible,  l'autre  ne  l* étant  pas.  Celui 

qu'il  faut  appliquer  est  —  ~ »  si  f'{x)  i^lf^x)  sont  de  si- 

J    \  r  ) 

gnes  contraires,  ou  *  ,       >   si  f{x)  et  f\x)  sont  de  môme 

•/  \    M    / 

signe. 
Mais  nous  avons  établi  que  /es  deux  quotients 

_  fin)      /(q) 

j'\py  fv/) 

sont  toujours  positifs.  Par  suite,  pour  xz=:p,  f{x)  et  f'{x) 
sont  toujours  de  signes  contraires,  tandis  qu'ils  sont  toujours 
de  même  signe  pour  x  —  q. 

Il  en  résulte  que,  lorsqu'on  doit  employer  le  terme  de  cor- 
rection —  w.    x>  f\p)  ^^  f\p)  ^oï^t  ^c  signes   contraires 

coixime /'(/?)  et  /(/?),  de  sorte  que  f{p)  etf"{p)  sont  forcé- 
ment de  même  signe;  tandis  que,/'(r7)  eif^q)  étant  aussi  de 
signes  contraires, /(  7)  et  f^^q)  sont  forcément  de  signes  con- 
traires, puisque/'(<7)  eif{q)  sont  de  môme  signe. 
Également,  lorsqu'on  doit  employer  le  terme  de  correction 

J^^\y  f'iç)  et  f'iq)  sont  de    même  signe   comme  f'{q) 

eif{q)y  de  sorte  que  f{q)  et  f\q)  sont  forcément  de  même 
signe;  tandis  que  f\p)  et  f"{p)  étant  aussi  de  môme  signe, 
/(/?)  et  fi^p)  sont  forcément  de  signes  contraires,  puisque 
f\p)  ^^f{p)  sont  de  signes  contraires. 


i*" 


lli.f 


J 
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Finalement,  le  terme  de  correction  à  appliquer  est  celui  qui 
répond  à  la  substitution  (p  ou  q)  pour  laquelle  f{x)  et  f  (x), 
c'est-à-dire  le  premier  membre  de  Téquation  donnée  et  sa 
seconde  dérivée,  sont  de  même  signe. 

C*esl  dans  cette  remarque  très  simple,  dont  on  comprendra 
mieux  Timportance  un  peu  plus  loin,  que  consiste  le  perfec- 
tionnement apporté  parFouRiBR  à  la  méthode  de  Newtox. 

Nous  résumerons  ce  qui  précède  dans  la  règle  suivante, 
qui  suppose  l'équation  donnée  débarrassée  de  ses  racines 
égales  : 

Les  deux  nombres  p  et  qy>  p  comprenant  une  seule  racine 
réelle  de  l'équation  y(j?)=ro,  et  la  différence  q — p  étant 
assez  petite  pour  que,  dans  l'intervalle  {p^q),  f'{J^)  et  f'(>r) 
ne  changent  pas  de  signe^  on  obtient  une  valeur  plus  appro- 
chée de  la  racine  considérée,  et  dans  le  même  sens  que  la 
limite  employée,  en  substituant  à  .r,  dans  l'expression 


(A) 


celui  des  deux  nombres  p  et  q  qui,  mis  à  la  place  de  x^  reîïd 
/(x)  ET  f^ix)  DE  MÊME  SIGNE.  En  Substituant  à  X  dans  (X)  la 
valeur  ainsi  calculée,  on  obtient  une  noui'elle  valeur  plus  ap- 
prochée de  la  racine,  toujours  dans  le  même  sens.  Cette  nou- 
velle valeur  permet  d'en  trouver  une  troisième  encore  plus 
resserrée,  etc. 

Limite  de  l'errenr  commise. 


i3W.  Pour  avoir  une  limite  supérieure  de  l'erreur  e  com- 
mise eu  employant  le  premier  terme  de  correction,  il  sufïil 
de  considérer  le  terme  complémentaire 


h\rir^Oh) 


'l 


/'(p). 


ou 


^1  CJ^LzUil 


En  remplaçant  h  ou  k  par  la  quantité  plus  grande  q—p, 
/"{p-^Oh)  ou  /"{q  —  O'k)  par  la  valeur  maximum  M  prise 
par /"(x)  entre  x  m^p  et  x  —  q,  2/'(p)  ou  if'{q)  par  le 
nombre  entier  m  immédiatement  inférieur,  on  a  évidem- 
ment, en  valeur  absolue, 

{q-p)n\ 


t< 


m 
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M 

Par  conséquent,  si  le  quotient  —  se  trouve  être  inférieur  à 

l'unité,  on  peut  écrire  plus  simplement 

£<(7-/>)*- 

Or,  q—'P  représente  une  limite  supérieure  du  degré  d'ap- 
proximation déjà  obtenu  au  moment  où  l'on  applique  la  mé- 
thode de  Newton,  soit  pour  la  première  fois,  soit  de  nouvoau 

en  poursuivant  l'opération  de  la  môme  manière  (1345).  11  en 

M 

résulte  que,   si  l'on  a  —  <i,  l'application  de  la  méthode 

double  chaque  fois  le  nombre  des  décimales  précédemment 
calculées. 

Si  l'on  part,  par  exemple,  de  q — p=io,i,  la  première 
opération  donne,  dans  l'hypothèse  admise,  la  valeur  de  la 
racine  cherchée  à  o,oi  près;  la  seconde  opération,  à  o,oooi 
près;  etc.  En  général,  en  partant  de  q  ^ p  —  o,v,  l'approxi- 
mation obtenue  en  appliquant  n  fois  la  méthode  (en  suppo- 

M 
sant  toujours  —  <  i)  sera  représentée  par  (o,  i  )*". 


Interprétation  géométrique  de  la  méthode  de  Newton. 

1347.  On  peut  interpréter  géométriquement  la  méthode  de 
Newton,  et  il  est  très  utile  de  le  faire  pour  l'éclaircir  com- 
plètement et  pour  montrer  à  quoi  est  dû  son  manque  de  certi- 
tude, lorsqu'on  l'applique  sans  tenir  compte  du  perfectionne- 
ment de  Fourier  (1345). 

En  nous  reportant  aux  explications  déjà  données  au  sujet 
de  la  méthode  des  parties  proportionnelles  (1339),  construi- 
sons la  courbe  représentative  /  — /(j?)  de  l'équation  f{x)  =  o, 
dans  l'intervalle  (/?,  q). 

Il  est  entendu  que,  entre  les  limites  p  et  7,  l'équation 
f{x)  =0  admet  une  racine  réelle  et  une  seule,  ainsi  séparée. 
Il  est  entendu  également  que,  dans  le  même  intervalle,  les 
deux  équations  dérivées  /'(^)  =  0,  f"{x)  =  o,  n'ont  aucune 
racine  réelle.  Cela  revient  à  dire  que,  dans  les  mêmes  li- 
mites, l'arc  de  la  courbe  représentative  coupe  une  seule  fois 
l'axe  0^,  que  son  ordonnée  varie  toujours  dans  le  même 
sens  ou  ne  présente  aucun  maximum  ou  minimum,  que  son 
allure  reste  toujours  la  même,  puisque /'(a:)  varie  aussi 

De  C.  —  Cour».  ÎV.  3'| 
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constamment  dans  le  même  sens,  ou  que  cet  arc  ne  présente 
aucun  point  d'inflexion  {})  dans  l'intervalle  considéré. 

En  conservant  les  mêmes  notations  qu'au  n*>  1339,  l'arc 
dont  il  s'agit  ne  pourra  présenter  que  quatre  dispositions,  in- 
diquées par  lesyî^.  65,  66,  67,  68. 


Fig.  66. 


Fig.  65. 

y 

A 

IK 

Ti            0 

P 

V\s           0 

---^ 

T  X     X 

B 

X 

Fîg.  67. 

y 

A 

B 

p 

^/^/l 

Q     T 

0 

A 

A^--- 

y^-^ 

X 

Fie.  68. 


Sur  ces  figures,  que  nous  faisons  correspondre  exactement 
dMxJîg.  61,  62,  63,  64,  on  a 

Les  notations  restant  partout  les  mêmes,  menons  la  tan- 


C)  On  appelle  point  d'inflexion  d'ane  courbe,  comme  on  le  sait,  ttA 
point  où  cette  courbe  change  d'allure,  c'est-à-dire  devient  concave  vers 
l'axe  des  y^  par  exemple,  après  avoir  été  convexe,  ou  réciproquement.  Il 
en  résulte  évidemment  que,  à  partir  d'un  point  d'inflexion,  Taxe  Ox  étant 
toujours  parcouru  de  — oo  à  +ao,/'(a7)  diminue  après  avoir  augmenté 
ou  augmente  après  avoir  diminué. /"(x)  passe  donc  alors  du  positif  ao 
négatif  ou  inversement,  de  sorte  que/(;r)  et  ses  deux  premières  dérivées 
étant  supposées  continues,  les  points  d'inflexion  correspondent  à  /'(<^)  =  <>« 
comme  les  maximums  et  minimums  à  f'{x)  =  0.  Nous  retrouverons  ces 
détails  en  Géométrie  analytique,  t.  V. 
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gente  AT  {dans  le  cas  de  la  fig,  65)  et  la  tangente  BTj  {dans 
le  cas  de  la  Jîg.  67). 
On  a  alors  (535) 

f'{p)  =  langAT^r,       f{q)  =  langBT.a?. 

Le  triangle  rectangle  ATP  {fig,  65)  et  le  triangle  rectangle 
BTjQ  {fig*  67)  donnant  respectivement 

AP=zTP    tangATP    ^-TP   tangATx, 
BQ=T,QtangBT,Q=i      T,Q  tangBT,:r, 

il  en  résulte  immédiatement 

Ce  sont  précisément  les  deux  corrections  indiquées  par  la 
méthode  de  Newton  (13W),  suivant  qu'on  part  de  la  pre- 
mière substitution  p  ou  de  la  seconde  substitution  q. 

Or,  TP  et  TiQ  sont  les  sous-tangentes  {Géom,,  754.)  qui 
répondent  aux  points  A  et  B.  Par  suite,  la  méthode  de 
Newton  consiste  à  augmenter  la  valeur  par  défaut  ou  à  di- 
minuer la  valeur  par  excès  de  la  racine  déjà  séparée,  de  la 
sous-tangente  qui,  sur  la  courbe  représentative  de/(x),  ré- 
pond à  Tune  ou  à  Tautre  limite. 

D'après  la  définition  de  la  dérivée  et  sa  représentation  géo- 
métrique (535),  \2ifig,  68  conduit  d'ailleurs  au  même  résultat 
que  \'àfig,  65,  et  la  fig,  66  au  môme  résultat  que  la  fig,  67. 
On  a,  en  effet,  respectivement,  pour  ces  deux  figures, 

/'(/>)=-  tangATx,        /'(.y)  =-  tangBT^r. 

Le  triangle  rectangle  ATP  {fig>  68)  et  le  triangle  rectangle 
BTiQ  {fig.  66)  donnent  ensuite,  en  valeur  absolue, 

AP-TP    tangATP    =— TP   tangATx, 
BO^T,QtangBTiQ=      T,QlangBT,^, 

c'est-à-dire  encore,  puisque /(/>)  =  — AP  ei/{q)  =-  —  BQ, 
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I3'i8.  Un  voit  en  même  temps  que,  si  l*on  mène  la  tangente 
en  B  dans  lesy?^.  65  et  68,  on  obtient  une  sous-tangenle  QT, 
dont  Texlrémité  Ti  tombe  nécessairement  de  Taulre  côté 
de  R  par  rapport  au  point  Q,  et  peut  même  n'être  plus  com- 
prise dans  l'intervalle  PQ.  La  correction  relative  à  ^  ne  donne 
donc  plus,.dans  ces  deux  cas,  une  valeur  approchée  par  excès, 
et  elle  peut  môme  conduire  à  une  valeur  (—-  OT,  ou  OT,)  de 
la  racine  beaucoup  moins  approchée  que  les  limites  p  et  q. 
Au  contraire,  dans  les  mômes  figures,  la  sous-tangente  TP 
donne  nécessairement  une  valeur  par  défaut  de  la  racine  OR 
plus  approchée  que  p. 

Si  Ton  mène  maintenant  la  tangente  en  A  dans  lesyî^.  66 
et  67,  on  obtient  une  sous-tangente  TP  dont  l'extrémité  T 
tombe  forcément  de  l'autre  côté  de  R  par  rapport  au  point  P, 
et  peut  môme  n'être  plus  comprise  dans  l'intervalle  PQ.  La 
correction  relative  à  />  ne  donne  donc  plus,  dans  ces  deux 
cas,  une  valeur  approchée  par  défaut,  et  elle  peut  même 
conduire  à  une  valeur  (OT)  de  la  racine  beaucoup  moins  ap- 
prochée que  les  limites  ;?  et  7.  Au  contraire,  dans  les  mêmes 
figures,  la  sous-tangente  QTi  donne  forcément  une  valeur 
par  excès  de  la  racine  OR  plus  approchée  que  g. 

13V9.  L'interprétation  géométrique  qu'on  vient  de  pré- 
senter montre  bien  pourquoi  la  méthode  de  Newton  peut 
être  en  défaut,  et  elle  justifie  la  règle  de  Fourier  (1345), 
qu'il  est  facile  de  retrouver  en  considérant  les  figures  précé- 
dentes. 

En  efi'et,  pour  les  fig.  63  et  68,  où  l'on  doit  prendre  le 
terme  de  correction 

on  voit  immédiatement  que,  /(/?)  étant  positif  (ou  négatiO» 
f'{x)  croît  (ou  décroît)  constamment  en  tendant  vers  zéro. 
/"{x)  est  donc  constamment  positif  (ou  négatif);  et,  pour 
X  =.p^f{œ)  etf^i^x)  sont  de  même  signe,  tandis  que  ces  deux 
fonctions  sont  de  signes  contraires  pour  x=zq. 

Pour  Icsjîg.  66  et  67,  où  Ton  doit  prendre  le  terme  de  cor- 
rection 

r(7)' 

on  constate  également  que,  /{g)  étant  négatif  (ou  positif), 
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f'{x)  décroît  (ou  croît)  constamment  en  s*éloignant  de  zéro. 
/"(x)  est  donc  constamment  négatif  (ou  positif);  et,  pour 
.r^:iq,/(jr)  et  /"{x)  sont  de  même  signe^  tandis  que  ces  deux 
fonctions  sont  de  signes  contraires  pour  œ^=ip. 

1350.  11  est  clair  (13i5)  que,  lorsqu'une  correction  a  été 
effectuée,  on  peut  géométriquement  en  obtenir  une  nouvelle, 
absolument  dans  les  mêmes  conditions,  en  partant  de  la  nou- 
velle valeur  admise 

Oï^p-  jj^^  r=  t.    [fis.  65  et  68 J 

ou 

OT.  =  q-  /M  ^  <,     ifig.  66  et  6;  ]. 

On  n*a  qu'à  supposer  le  point  d'intersection  K  de  la  courbe 
représentative  avec  Ox,  entre  T  et  Q  ou  entre  P  et  T„  au  lieu 
de  le  supposer  entre  P  et  Q- 

En  considérant  l'ordonnée  TM  avec  l'ordonnée  BQ  {fig,  69) 
ou  l'ordonnée  AP  avec  l'ordonnée  Tj-Vli  {fig,  70),  on  mènera 


!/ 


o 


Fig.  69. 


\>^"- 


.    Il 


T    T 


y 

Ki{î.  70. 

i 

\--.^ 
\ 

^  ^     T,    T,  Q 

0 

1 

> 

S\     R\        ' 

X 

\^> 

N 

B 

la  tangente  Mï'  au  point  M  ou  la  tangente  MiTj  au  point  Mj. 
On  aura  ainsi 

>/(0 


TT'     :  - 


/(O 


ou 


fp  T"   f^  ^^  ' 


et  l'on  pourra  prendre  pour  valeur  plus  approchée  de  la  ra- 
cine 

^^'^  on  OT    -f         -^(''^ 


OT'  =  t  - 


La  valeur  exacte  p  +  h  ou  7  —  k  de  la  racine  n'étant  pas 


^ 
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franchie, /(x)  et  f"  {x)  restent  toujours  de  niénie signe  (\^^)y 
pour  le  point  A  et  pour  le  point  M  {fig*  69)  aussi  bien  que 
pour  le  point  B  et  pour  le  point  Mi  {fig.  70),  comme  l'exige 
la  règle  de  Fourler  (ISVo)  pour  la  réussite  de  la  méthode. 


Emploi  simultané  de  la  méthode  de  Newton  et  de  la  méthode 

des  parties  proportionnelles. 

1351.  £n  se  reportant  à  toutes  les  figures  précédentes  (et 
en  particulier  aux  fig.  69  et  70),  on  s'assure  que  la  méthode 
des  parties  proportionnelles  (1339)  conduit  à  une  valeur  de 
la  racine  cherchée  qui  est  approchée  par  excès,  quand  la  mé- 
thode de  Newton  donne  une  valeur  approchée  par  défaut,  el 
inversement. 

Et,  en  effet,  la  valeur/?  ou  ^  à  introduire  dans  la  formule  (A), 
qui  résume  la  méthode  de  Newton  et  de  Fourier  (1345),  doit 
rendre  les  deux  fonctions /(.r)  ^i  /"{x)  de  même  signe.  Or, 
si  c'est  p  qui  remplit  cette  condition,  la  méthode  de  Newton 
donne  une  valeur  par  défaut  et,  la  méthode  des  parties  pro- 
portionnelles, une  valeur  par  excès  (1340);  si  c'est  «7,  la  mé- 
thode de  Newton  donne  une  valeur  par  excès  et,  la  méthode 
des  parties  proportionnelles,  une  valeur  par  défaut  (1340). 

Ainsi,  les  deux  méthodes  donnent  toujours  des  valeurs  de  la 
racine  cherchée^  approchées  en  sens  contraires. 

Il  en  résulte  que,  en  combinant  convenablement  ces  deux 
méthodes,  on  peut  très  simplement  et  très  rapidement  trouver, 
à  chaque  opération,  une  limite  de  Terreur  commise,  préfé- 
rable à  la  limite  supérieure  indiquée  au  n°  1346. 

1352.  Considérons,  par  exemple,  la  fig.  6c).  Le  raisonne- 
ment sera  identique  pour  les  autres  dispositions. 

OB,  qui  représente  la  valeur  exacte  de  la  racine,  tombe 

entre  OT  (valeur  fournie  par  la  méthode  de  Newton)  et  OS 

(valeur  fournie  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles). 

OT  +  OS 
Mais  la  moyenne  arithmétique ~ tombe  également 

entre  OT  et  OS.  Par  conséquent,  l'erreur  commise  en  rem- 
plaçant OR  par  cette  moyenne  arithmétique  est  toujours 

TS  OS-OT 

momdre  que  —  ou  que 

3         ^  2 
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On  a,  en  effet,  par  ordre  de  grandeur,  suivant  que  le  point  R 
est  avant  ou  après  le  milieu  de  TS, 

OT  -4-  OS 
OT,     OR,     î^i-^— ?,     OS, 

•2 
OU 

OT,  22^±os,   OR,  os. 


L'erreur  commise  en  substituant  la  moyenne  à  OR  est  donc 
moindre  que 

OT-hOS      ^^                   ^^      OTh-OS 
OT    ou  que    OS ? 

c'est-à-dire  toujours  moindre  (par  excès  ou  par  défaut)  que 

OS-OT 


En  définitive,  si  l'on  emploie  simultanément  les  deux  mé- 
Lhodes  et  si  Von  prend  à  chaque  opération  la  moyenne  arith- 
métique des  deux  résultats j  V erreur  commise  est  toujours 
moindre  que  leur  demi-différence.  On  saura  ainsi  quelles  dé- 
cimales on  peut  conserver  avec  certitude  à  la  racine,  en  pas- 
sant d'une  opération  à  la  suivante. 


Applications. 
1353.  I.  Soit  V équation 

f{x)  z=iX^ —  'XX  —  5  =:0. 

C'est  la  seule  à  laquelle  Newton  ait  appliqué  sa  méthode.  Elle 
a  pour  équation  aux  carrés  des  différences  (124.7, 1152) 

5* — 125^-1-  36^  -\-  643  ==io. 

Comme  le  premier  membre  de  cette  dernière  équalion  ne 
présente  pas  que  des  variations,  Téquation  donnée  n'a  pas 
toutes  ses  racines  réelles  (1228);  et,  puisqu'elle  est  du  troi- 
sième degré,  elle  a  une  seule  racine  réelle  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées.  Nous  nous  proposons  de  calculer  sa 
racine  réelle,  qui  est  positive  (1010, 1215),  à  0,000001  près. 
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On  peut  écrire 

f{x)  =  œ{x^  —  4)-+-(2aT  —  5)=o; 

3  est  donc  une  limite  supérieure  de  la  racine  positive  que  nous 
ciierchons.  £n  substituant  2  et  2,1  à  la  place  de  .r,  on  a 


.r 


/(^) 


2        —  I 
2, 1   .   -ho, 061 

La  racine  tombe  donc  entre  2  et  2,  i  et,  en  adoptant  les  no- 
tations précédentes,  on  peut  poser 

On  a  ici 

/{a')  —  .i'^—2x—  5,        f{x)  —  3œ^-'2y        f'{x)  —  6x. 

D'après  la  règle  de  Fourier  (1345),  /(x)  çl  /"{x)  étant  de 
signes  contraires  pour  x  =/?  :=  2  et,  de  même  signe,  pour 
a?  — .  7  =  2 , 1 ,  on  obtiendra  une  nouvelle  valeur  de  la  racine, 
approchée  par  excès  comme  la  limite  q  elle-même,  en  pre- 
nant (1345)  la  valeur 

^=2,1 ^ w  =2,1  —  0,00543  I  ...  m  2,094569 

11,20 

Pour  juger  de  cette  première  approximation,  il  faut  consulter 
la  méthode  des  parties  proportionnelles,  qui  donne  ici  (1331) 
la  valeur  approchée  par  défaut  (1339) 

9-il-p)        ^^'^ 


Ap)  +  Ai) 

0,061                                            "     c /                             f     te 
=  2,1  —  0,1  TT-  =  2,1  —  0,0007^)4.  ..  '=■  2,004240 

La  moyenne  arithmétique  des  deux  résultats  obtenus  (qui 
conservera  nécessairement  toutes  leurs  décimales  communes) 
est  2,094407. . .,  tandis  que  leur  demi-différence  est  égale  à 
o,oooi6r....  On  a  donc,  comme  nouvelle  valeur  approchée 


< 


il" 
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de   la  racine,  à  moins  de  o,ooi,  par  excès  ou  par  défaut 

(1352), 

2,094. 

Pour  07  =  2,094,  on  trouve /(jt)  =■—  o,oo6i534i6.  Puisque  la 
valeur  par  excès  2,1  donne  le  résultat  positif  4-0,061,  la  va- 
leur 2,094  est  approchée  par  défaut,  à  0,001  près,  et  la  racine 
cherchée  tombe  entre  2,094  et  2,095. 

Passons  à  la  seconde  correction.  Il  faut  encore  partir  de  la 
valeur  par  excès  2,095,  puisque  c'est  pour  cette  valeur  que 
f{x)  ci  /"{x)  sont  de  môme  signe.  [On  voit  que  le  calcul  se 
continue  bien  toujours  de  la  môme  manière.] 

Nous  aurons  donc,  comme  précédemment,  pour  la  nouvelle 
valeur  approchée, 

/(^jogo^l  ^       0,005007375 

2,000  —  ^- '—T-  =  2,090 :  - 

7^2,090)  ^  11,167070 

n=  2,095  —  o, 00044840. ••  =^  2,09450160.... 

La  méthode  des  parties  proportionnelles  donne  à  son  tour, 
pour  les  mômes  limites, 

/(2,oq5) 


2,09.)  —  0,001 


2 ,  090  —  o ,  00 1 


y  (2,094)  4-/(2,090) 
0,005007875 


0,0061 534 16  4-  0,005007870 
:=::  2  ,  O90  —  O  ,  00044^65  .  .  .  =n  2  ,  09455 1  35  ...  . 

La  moyenne  arithmétique  des  deux  résultats  obtenus  est 
2,09455147..-,  tandis  que  leur  demi-différence  est  égale  à 
0,00000012....  On  a  donc,  pour  nouvelle  valeur  approchée 
de  la  racine,  à  moins  de  0,000001,  par  excès  ou  par  défaut, 

2 , 09455 I . 

Celte  valeur,  substituée  à  la  place  de  x  dans/(j7),  conduisant 
au  résultat  négatif  —  0,000005374708233849,  est  nécessaire- 
ment approchée  par  défaut,  puisque  la  valeur  par  excès  2,095 
nous  a  donné  un  résultat  positif. 

En  poursuivant  (si  cela  pouvait  être  nécessaire),  la  nou- 
velle valeur  approchée  contiendrait  douze  décimales  exactes, 
et  la  racine,  approchée  par  défaut  à  moins  d'une  unité  du 
douzième  ordre  décimal',  serait 

2, 094551 48 154"^. 


•'/. 


M  ? 


'} 
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Newton  a  indiqué  pour  celte  racine,  dans  TOuvrage  cité. 


3,09455147. 


\36k.  II.  Soit  V équation 


7jr  -+-  7  z=o. 


Nous  avons  vu  (1342)  que  la  plus  petite  de  ses  deux  racines 
positives  était  comprise  entre  i, 356  et  1,357,  ^^  nous  avons 
trouvé 

X      \  f{x) 

1,350  !   —  o,uoi3'26oi6 
1,357  I  —  0,000153707 

Cherchons  s'il  est  possible  d'approcher  à  0,000001  près  de 
cette  racine,  par  une  seule  appoximation. 
On  a  ici 


/(^) 


7^ -+-7»        fi-^)-  -3.r- 


/  » 


r{x)-.^c^x. 


f{x)  ei/"{x)  sont  de  môme  signe  pour  i,356  et  de  signes 
contraires  pour  i  ,357.  La  nouvelle  valeur  approchée,  toujours 
par  défaut,  sera  donc  (13&-5) 

o-n       /(ij356)  ^^^       o, 0013^6016 

/'(i,3j6)  —  i,48379"2 

-- 1 ,356  -1-0,00089366...  ~  1 ,35689366 — 

La  méthode  des  parties  proportionnelles  donne  dans  ce  cas 
(1339,  1351)  la  valeur  approchée  par  excès  [en  prenant  en 
valeur  absolue  toutes  les  valeurs  de/{x)] 


1 ,356  -1-0,001 


=  1 ,  356  H-  o ,  00 1 


/(i,356) 


/(i, 356)  4-/(1,357) 
0,001336016 


o, 001326016  -h  0,000153707 
=:  I  ,  356  -i-  0 ,  000896 1  2  .  .  .  =z  I  ,  356896 12.... 

La  moyenne  arithmétique  des  deux  résultats  obtenus  est 

1 ,35689489. . .  et  leur  demi-différence  est  0,00000138 

On  ne  peut  donc  pas  affirmer,  en  conservant  les  six  premiers 
chiffres  décimaux  de  la  moyenne  arithmétiquCy  que  la  valeur 
de  la  racine  est  1,356894  à  0,000001  près,  par  excès  ou  par 


M 

(*)   En   consultant  la   limite  sapérieure  clu    n*   1316,    {f/  —  p)^—y   on 

r/C' 

.   .  M  8,i'i3         ,        ,    ,.      M 

trouve  ICI  —  =  —  ..-.-',  »  cesl-a-dire  —  >  i. 


-.4 
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défaut.  11  est  possible  que  le  dernier  chilTre  4  soil  fautif  d'une 
unité  (»). 

En  substituant  1,356894  et  1,356895  dans  /(^z),  on  obtient 
deux  résultats  positifs;  mais,  en  substituant  1 ,356896,  on  ob- 
tient un  résultat  négatif.La  racine,  à  0,000001  près  par  défaut, 

est  donc  finalement 

I ,356895. 


H 
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CHAPITRE  X. 


RECHERCHE  DES  RACINES  INCOMMENSURABLES.  -  MÉTHODE 

D'APPROXIMATION  DE  LAGRANGE. 


Méthode  d'approximation  de  Lagrange. 

1355.  Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  la  mélhode 
d'approximation  de  Lagrange,  donnée  par  ce  grand  géomètre 
comme  complément  de  sa  méthode  de  séparation  des  racines 
réelles  (1265).  Cette  méthode  d'approximation,  qui  consiste 
à  développer  chaque  racine  incommensurable  en  fraction 
continue  ('),  exige  des  calculs  en  général  fort  pénibles,  et  on 
lui  préfère  celle  de  Newton;  mais  elle  a,  du  moins,  Tavantage 
d'être  parfaitement  régulière  et  de  conduire  directement  à 
une  approximation  certaine. 

Comme  la  recherche  des  racines  négatives  d'une  équation 
/(a?)  =  o  se  ramène  toujours  à  la  recherche  des  racines  posi- 
tives de  sa  transformée  en  —  jr,  nous  supposerons  dans  ce 
qui  suit  qu'il  s'agit  seulement  de  racines  positives. 

1356.  Soit  l'équation  de  degré  m 

(1)  /(•^)--o. 

Admettons  qu'on  ait  trouvé  (par  l'un  des  procédés  de  sé- 
paration indiqués  précédemment)  que  cette  équation  a  une 
racine  réelle  x,  et  une  seule,  comprise  entre  les  deux  entiers 
consécutifs  p  et  /?-t-i.  Il  faut  approcher  davantage  de  cette 
racine. 


(')  Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques^  Ch.  ÏII. 


ALGEBRE    SUPÉRIEURE.  54  l 

Pour  cela,  /  élant  une  quantité  positive  plus  grande  que  i, 
posons 

(a)  j^-p^'^. 

Cela  revient  à  diminuer  d'abord  de  p  les  racines  de  l'équa- 
tion donnée  (1061),  puis  à  former  l'équation  aux  inverses  des 
racines  de  la  transformée  obtenue  (1067).  Dans  ces  condi- 
tions, la  transformée  en  x  -\- p  (en  conservant  le  même  sym- 
bole a:  pour  la  nouvelle  inconnue)  aura  une  racine  positive, 
et  une  seule,  plus  petite  que  i;  sans  quoi  l'équation /(j?)  =o 
aurait,  contre  l'hypothèse,  plus  d'une  racine  entre/?  et/>  -+-  i. 
Il  en  résulte  que  l'équation  aux  inverses  des  racines  de  la 
transformée  en  x -\- p  aura^  à  son  tour,  une  racine  positive , 
et  une  seule,  plus  grande  que  i.  Cette  équation  aux  inverses 
étant  représentée  par/i(/)  =o,  on  pourra  donc  découvrir 
la  partie  entière  de  son  unique  racine  positive  plus  grande 
que  I,  en  substituant  dans  fiiy)  la  suite  naturelle  des 
nombres  (1027). 

On  aura,  en  premier  lieu  (1061), 

/(^ -+-/?)=/(/>) +/(/>)j:-i-^^—^^6' -h... -h  -^.-"^  -.r'«:_0. 
j\  ri       j  \rt       J    \rf  ^    .^  1.2.3...  m 

On  aura  ensuite  (1067) 
(^)  /.(j)-/(/^)7'"-^/(/07'"-^  +  *^-';-7'"-^+...-^  17273.    .m  ="^- 

La  règle  pour  passer,  dans  le  premier  calcul,  de  l'équation 
/'(j:)z=o  à  la  transformée /i(7)  est  évidente,  et  elle  s'ap- 
plique à  toutes  les  opérations  successives. 

Supposons  maintenant  que  l'unique  racine  positive  supé- 
rieure à  I  de  l'équation  (2)  tombe  entre  les  entiers  consé- 
cutifs ^  et  7  + 1.  Nous  poserons  alors 

(P)  }---<l^z^ 

■m» 

s  étant  une  quantité  positive  supérieure  à  l'unité.  En  raison- 
nant sur  7,  /,  J3,  comme  on  vient  de  le  faire  sur  /?,  x,  7,  on 
parviendra  à  une  transformée 

(3)  /.(-)  =/,(7)5'"+/'. (7)^'"-'+-4^-'"-'+ •  •  • + ri:3  ~i "" °' 
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qui  aura  encore  une  racine  positive,  et  une  seule,  supérieure 
à  1 .  Si  celle  racine  tombe  enlre  les  enliers  consécutifs  r  el 
/H-  I,  on  posera 

(y)  =  =  ''-^V 

u  étant  une  quantité  positive  supérieure  à  Tunité,  et  Ton 
écrira  la  transformée  en  u,  comme  on  vient  d'écrire  la  trans- 
formée en  ^  Le  calcul  se  poursuivra  de  la  même  manière 
jusqu'à  ce  que  l'approximation  jugée  nécessaire  soit  atteinte. 
En  rapprochant  à  ce  moment  les  relations  (a),  ((3),  (y),  ..., 

on  obtiendra 

I 

X  =ip  H 

'  I 

fj  + 


/•  + 


c'est-à-dire  le  développement  de  la  racine  cherchée  en  frac- 
tion continue. 

Si  X  était  comme  ns  arable  y  la  fraclion  continue  devrait  se 
terminer,  et  l'une  des  transformées  successives  admettrait 
elle-même  une  racine  entière.  Mais,  si  x  est  incommensu- 
rable, comme  nous  le  supposons,  la  fraction  continue  qui  re- 
présente cette  racine  est  nécessairement  illimitée  (152, 153). 

1357.  D'après  les  propriétés  des  fractions  continues,  ce  dé- 
veloppement spécial  de  la  racine  incommensurable  cherchée 
présente  les  avantages  suivants  : 

Si  Ion  forme  les  réduites  consécutives  de  x  (157),  cha- 
cune d'elles  exprime  la  valeur  de  la  racine  aussi  simplement 
que  possible,  eu  égard  au  degré  d'approximation  obtenu 
(168).  Quant  à  ce  degré  d'approximation,  on  sait  que  x  est 
toujours  comprise  entre  deux  réduites  consécutives,  la  ré- 
duite de  rang  impair  étant  la  plus  petite  (15i^).  On  sait  aussi 
que,  lorsqu'on  s'arrête  à  une  certaine  réduite,  l'erreur  com- 
mise est  moindre  que  l'unité  divisée  par  le  carré  du  dénomi- 
nateur de  cette  réduite,  ou  encore,  que  l'unité  divisée  parle 
produit  des  dénominateurs  de  cette  réduite  et  de  la  réduite 
suivante.  Par  conséquent,  en  poursuivant  les  opérations,  on 

pourra  toujours  parvenir  à  une  réduite  r^,  donnant  l'approxi- 


f-'J 
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malion  voulue  t-  11  suffira  d'avoir  (166) 


1         1 


g>j  <  -f.        ou        R'  >  v/^. 

1358.  Il  est  clair  que,  si  les  deux  nombres  entiers  p  et 
p  H- 1  (1356)  comprennent  plusieurs  racines  réelles  de  Téqua- 
tion/(:r)  =  o,  la  transformée /i (j)  =  o,  obtenue  en  posant 

x^=p  H — »  aura  aussi  nécessairement  plusieurs  racines  po- 
sitives supérieures  à  Tunité. 

Admettons,  par  exemple,  que  p  ei  p-\-i  comprennent  deux 
racines  réelles  de  f{a:)  —  o.  Ces  deux  racines  étant  repré- 
sentées par 

I 

.37—  OH — , 

y 

il  faudra  que  j  ait  deux  valeurs  réelles  supérieures  à  l'unité; 
el,  si  ces  deux  valeurs  ont  même  partie  entière  q,  il  faudra, 
en  posant 

que  z  ait  deux  valeurs  réelles  supérieures  à  Tunité,  etc.  Mais, 
si  les  deux  valeurs  de  r  ont  des  parties  entières  différentes  g 
et  g'j  on  aura  à  la  fois 

y  —  1-^'-'        J'  =  ^'-^Z' 

et,  à  chacune  de  ces  égalités,  il  ne  correspondra  qu'une  seule 
valeur  positive  de  z  supérieure  à  l'unité,  de  sorte  qu'on  ren- 
trera, pour  le  double  calcul  à  effectuer,  dans  les  conditions 
précédentes  (1356). 

D'ailleurs,  lorsqu'on  a  opéré  la  séparation  des  racines  de 
l'équation /(^)  m  o,  el  que  ce  cas  de  plusieurs  racines  com- 
prises entre  deux  entiers  consécutifs  se  présente,  on  peut 
toujours  multiplier  les  racines  de  l'équation  proposée  (1057) 
par  un  nombre  tel  que  les  racines  de  l'équation  substituée 
aient  des  parties  entières  différentes,  dé  manière  à  appliquer 
à  cette  dernière  équation  la  marche  qu'on  vient  d'exposer 
(1356)  sans  aucun  changement. 
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1359.  11  peut  arriver,  en  appliquant  la  mélhode  de  La- 
grange  au  calcul  d'une  racine  incommensurable,  qu'on  ob- 
tienne une  fraction  continue  périodique  (173).  C'est  cq  qui 
aura  lieu  lorsque,  dans  la  suite  constituée  par  la  proposée  et 
les  transformées  successives/, (/),  ft{z),  . . .,  il  se  trouvera 
deux  équations  ayant  une  même  racine  supérieure  à  l'unité. 
Par  exemple,  si  la  racine  a:  cherchée  pour  l'équation  /(  j?)  =  o 
appartient  aussi  à  l'équation/, (^)  =  o,  il  est  clair  qu'au  lieu 

d'écrire  (1356) 

I 

.r  r=  /?  -I- 

I 


r  -+- 


on  pourra  poser  (174,  i°) 

X  --p  H- 


I 


I 


7 


Or,  toute  fraction  continue  périodique  est  (174.)  l'une  des 
racines  irrationnelles  d'une  équation  du  second  degré  à  coefû- 
cients  rationnels,  facile  à  établir.  On  a  alors  immédiatement 
l'expression  exacte  de  la  racine  incommensurable  cherchée,  qui 
est  de  la  forme  a  -^  \/b.  En  outre,  si  les  coefficients  de  l'équa- 
tion/(j7)=o  sont  commensurables,  elle  ne  peut  admettre 
la  racine  a  +  sjb^  sans  posséder  aussi  (1035)  la  racine  conju- 
guée a  —  s/h.  Par  conséquent,  dans  l'hypothèse  examinée,  un 
seul  calcul  donne  à  la  fois  deux  racines  incommensurables 
de  la  proposée. 

1360.  Dans  la  pratique,  lorsque  la  méthode  de  Lagrange 
conduit  à  une  suite  de  quotients  incomplets  se  reproduisant 
dans  le  même  ordre,  on  ne  peut  pas  affirmer  a  priori  que  la 
racine  correspondante  est  bien  exprimée  par  une  fraction 
continue  périodique.  On  peut  obtenir  d'abord  un  résultat  qui 
semble  indiquer  une  fraction  continue  périodique;  mais,  ea 
continuant  l'opération ,  la  périodicité  apparente  peut  se 
trouver  rompue. 

Pour  lever  cette  difficulté  sans  être  obligé  à  de  trop  longs 
calculs,  il  convient  de  former  l'équation  du  second  degré 

\i.x^-\-  vx  H-  >.  -=i  o, 

qui  répond  à  la  fraction  continue  périodique  supposée.  Si  les 
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coefficients  de  Téquation  donnée /(x)  :=  o,  sont  coramen- 
surables,  et  si  la  fraction  continue,  développement  de  la  ra- 
cine cherchée,  est  bien  périodique,  le  trinôme 

sera  (1359)  un  diviseur  commensurable  du  second  degré 
de/(j?). 

On  devra  donc  effectuer  la  division  de/(j7)  par  ce  trinôme, 
jusqu'au  reste  du  premier  degré  Ma?-+-  N,  et,  dans  le  cas  de 
l'affirmative,  ce  reste  devra  être  identiquement  nul,  c'est- 
à-dire  qu'on  devra  avoir  M  =  o  et  N  =  o. 

On  connaîtra  alors  (1359)  deux  racines  incommensurables 
de  la  proposée,  et  le  quotient  Q  de  la  division  représentera 
le  premier  membre  de  la  nouvelle  équation  qu'on  devra  sub- 
stituer à  la  proposée,  dont  le  degré  se  trouvera  ainsi  abaissé 
de  deux  unités. 

1361.  En  exposant  le  théorème  de  Fouribr,  nous  avons  vu 
(  1264)  que  la  difficulté  (qu'il  n'avait  pu  vaincre  entièrement) 
était  de  décider,  lorsque  deux  substitutions  consécutives  dans 
le  premier  membre  f{oc)  de  l'équation  donnée  entraînaient 
la  perle  d'un  nombre  pair  de  variations,  si  cette  perte  indi- 
quait ou  non  l'existence  de  racines  réelles  entre  les  deux 
substitutions. 

Il  faut  ajouter  néanmoins  que  Fouribr,  dans  les  Mémoires 
de  r Institut  pour  1827,  annonça  qu'on  pouvait  appliquer  im- 
médiatement la  méthode  de  Lagrangb  à  ces  racines  douteuses 
et  que,  en  essayant  ainsi  leur  développement  en  fraction  con- 
tinue, la  distinction  entre  les  racines  réelles  et  les  racines 
imaginaires  ne  devait  pas  manquer  de  s'opérer.  Mais  cette 
assertion  n'était  appuyée  d'aucune  preuve. 

C'est  M.  ViNCBNT  (*)  qui  Ta  mise  hors  de  doute,  en  démon- 
trant une  belle  propriété  des  fractions  continues.  Voici 
l'énoncé  même  de  l'auteur  : 

«  Si,  dans  une  équation  numérique  rationnelle  en  x  dépour- 
vue de  racines  égales,  on  fait  successivement  et  conformément 


(* )  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Lille ^  i834.  —  Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées ^  t.  I,  i836. 
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au  procédé  de  Lagrange» 


a 


.r, 


X. 


C-\ , 


on  parvient  toujours  par  la  suile  des  transformatious»  et 
quels  que  soient  d'ailleurs  les  nombres  a,  6,  c,  ...  [supposés 
toutefois  positifs  et  plus  grands  que  i],  à  une  équation  trans* 
formée  qui  se  trouve  dans  Tun  de  ces  deux  cas  :  ou  de  ne 
plus  avoir  que  des  permanences,  ou  de  ne  plus  offrir  qu'une 
variation. 

»  Dans  ce  second  cas,  Téquation  en  a;  a  une  racine  réelle 
positive  représentée  par  la  fraction  continue 


a  -i 


b   -'r 


c  -.- 


et  n'en  a  qu'une  seule  de  cette  valeur;  le  premier  cas,  an 
contraire,  arrive  toutes  les  fois  que  l'équation  n*a  aucune  ra- 
cine  susceptible  de  l'expression  indiquée.  » 

En  vertu  de  celte  propriété  remarquable,  la  méthode  de 
Lagrange  sufOt  pour  reconnaître  d'une  manière  certaine 
l'existence  ou  l'absence  des  racines  réelles ,  lorsqu'il  y  a 
doute;  et  la  séparation  s'effectue  bien  d'elle-même,  comme 
l'avait  annoncé  Fourier.  Quand  on  parvient  par  cette  mé- 
thode à  une  transformée  qui  n'a  plus  que  des  permanences, 
les  deux  substitutions  considérées  ne  comprennent  aucune 
racine  réelle  de  l'équation  proposée.  Quand  on  parvient  à 
une  transformée  qui  n'a  plus  qu'une  variation,  les  résultats 
successifs  fournis  par  les  transformées  précédentes  forment 
une  fraction  continue,  dont  les  réduites  successives  repré- 
sentent des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  Tune  des 
racines  réelles  de  la  proposée  comprises  entre  les  deux  sub- 
stitutions indiquées. 

Nous  renverrons,  pour  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Vincent,  aux  Mémoires  de  ce  savant.  Nous  ne  croyons  pas 
devoir  insister  non  plus  sur  les  ingénieux  perfectionnemenis 
apportés  par  Lagrange  à  sa  méthode,  dans  le  but  de  rendre 
l'approximation  plus  rapide.  Au  point  de  vue  du  calcul  pro- 
prement dit,  on  peut,  en  effet,  se  servir  de  la  méthode  de 
Lagrange  pour  obtenir,  avec  une  approximation  déterminée. 
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les  premiers  chiffres  de  la  racine  cherchée;  mais  il  est  en- 
suite préférable  d'avoir  recours  à  la  méthode  d'approxima- 
tion de  Newton,  combinée  avec  celle  des  parties  proportion- 
nelles, comme  on  Ta  expliqué  dans  le  Chapitre  précédent. 

Pour  mieux  faciliter  la  comparaison  des  méthodes,  nous 
terminerons  en  appliquant  la  méthode  de  Lagran^^e  à  deux 
équations  déjà  traitées. 

Ap^Ucatioiis. 

1362.  I.     Soit  l'éqaation 
(i)  /(j:)  =  ar>— 9..r  —  5  =  o, 

étudiée  au  n*"  1353.  Nous  savons  qu'elle  admet  une  seule  racine  réelle 
comprise  entre  i  et  3,  et  qu'on  a/(a)  =  —  i  et/(3)  =h-i6. 

Nous  voulons  obtenir  cette  racine  à  o,oooooi  près.  Nous  avons 
donc  ici  (1357)  k  s=  loooooo,  et  il  faudra  parvenir  à  une  réduite  dont 
le  dénominateur  soit  supérieur  à  v^  ou  à  looo.  Pour  pouvoir  nous  ar- 
rêter juste  à  temps,  nous  formerons  les  réduites  de  la  fraction  con- 
tinue d'après  la  règle  connue  (157),  au  fur  et  à  mesure  de  la  détermi- 
BBtioQ  des  quotients  incomplets,  et  nous  écrirons  ces  réduites  entre 
crochetSy  à  cété  des  relations  qui  mettent  les  quotients  incomplets  en 
évidence. 

Nous  poserons  (1356) 


fa)  X  Tzz  ^  -^ 


[?]■ 

La  transformée  en  y  sera,  d'après  ce  qui  précède, 

c'est-à-dire,  en  changeant  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme  po- 
sitif, 

(2)  yj(j)=j^i_io^«— 6/  — 1  =  0. 

Cette  équation  ayant  une  seule  racine  plus  grande  que  i,  on  peut  y 
substituer  les  entiers  i,  ^,3,  ...;  mais,  comme  o  et  lo  donnent  un 
résultat  également  négatif,  on  commencera  les  substitutions  seulement 
à  lo.  On  a/i(io)=  — 6i  et/i(ii)  =4- 54-  La  racine  cherchée  tom- 
bant entre  lo  et  ii,  on  posera 
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La  nouvelle  transformée  est 
ou,  en  changeant  tous  les  signes, 

(3)  /i(3)  =  6l3'— 943»— 203  —  1  =  0. 

On  a/i(i)  =  —  54  et  yi(2  )  =  -+-  71 .  La  valeur  de  z  est  donc  comprise 
entre  1  et  !i,  et  Ton  posera 

(ï)  ==•+;    [77]- 

La  transformée  en  u  est 

OU,  en  changeant  tous  les  signes, 

(4)  /3(«)=  >4«'-+-25«»— Sgtt  — 61  =  0. 

Cette  équation  a  toujours  une  seule  racine  plus  grande  que  i. 
Gomme  on  trouve yi(0  =—71  et  /a (a)  =-+-293,  la  valeur  cherchée 
de  u  tombe  entre  i  et  2,  et  Ton  posera 

— ;.  m- 

La  marche  à  suivre  et  les  calculs  à  effectuer  étant  toujours  les 
mêmes,  nous  nous  contenterons  maintenant  d'écrire  les  résultats  sac- 
cessifs.  L'indice  de  /  augmente  d'une  unité  quand  on  passe  d'une 
transformée  à  la  suivante.  Nous  aurons  (en  changeant  toujours  les 

signes) 

(5)  f^(v)  =  yi  r' — 1^3 1'* — 187 1»  —  54  =  o, 
/4(i)  =  — 293,       /4(2)  =  — 352,       /♦(3)  =  -hi95, 

<•)  ■■=--:  m- 

(6)  /»(*)=  35af»— 173**— 3o3*  — 71  =  0, 

/«(i)=-i95,       /,(2)=  +  i447, 


i      F— 1 

'      L74  J 


(7)  /,(0=i95''-4o7<'-  883/ -  35a  =  0, 
/.(•)=-i447.    /.(a)  =-2186,    /,(3)  =  -i399,    /,(4)-  +  ao84. 

(8)  fi{w)  =  i399ct'3  — i94orr*  — 1348«'  — 195  =  0, 

/7(i;  =  — ao84,        fi('à)  =-+-541, 
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<6)  .  =  .-.1         [gl]. 

(9)  /•('■)  =  ao84 /•'-<-  io3ir» —  a5yr  —  1899  =  o, 

/.(i)=-54i,       /,(a)  =  -4-i4883, 

("o)      /9(^)  =  54i^»— 6057  g«— 7283g  — ao84  =  o, 

/9(i2)  =  — a684o,   /9(i3)  =  -h68i8i, 

Le  dénominateur  de  cette  dernière^  réduite  surpassant  looo,  nous 
pouvons  nous  arrêter  et  prendre 

i64i5 


JC  = 


7837 


L'erreur,  commise  par  excès  puisque  la  dernière  réduite  est  de  rang 
pair,  sera  moindre  que 


ou  que 


(7837)*  ^  61418569 

Celte  erreur  n'atteindra  donc  même  pas  le  chiffre  des  dix-millio- 
nièmes. Et,  en  effet,  en  réduisant  la  valeur  de  x  en  décimales,  on 

trouve 

.1:  =  2,094551486. . ., 

valeur  exacte,  d'après  ce  qui  précède  (1353),  jusqu'au  chiffre   des 
cent-millionièmes. 

1363.  U.  Soii  l'équation 
(i)  f(x)  =  X»—  7x  H-  7  =  o, 

déjà  considérée  (1354,  1334).  Nous  savons  que  cette  équation  a  deux 

racines  positives  entre  i  et  2  et  une  racine  négative  entre  —  4  et  —  3. 

3 
La  première  des  deux  racines  positives  étant  comprise  entre  i  et  - 

3 
et,  la  seconde,  entre  -et  2,  on  peut  facilement  transformer  l'équa- 
tion (i)  en  une  autre  équation  dont  les  racines  positives  n'aient  plus  la 
môme  partie  entière  (1358).  Il  suf&t  de  multiplier  par  2  les  racines  de 
Féquation  (i),  qui  deviendra  (1057)  [en  conservant  le  même  symbole 
pour  l'inconnue] 


(.)  /(f)=-^- 


28jr  -+-  56  =  o. 


^ 
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L'équation  (a)  aura  alors  deux  racines  positives,  la  première  entre 
:&  ot  3,  la  seconde  entre  3  et  4)  et  l'on  pourra  les  calculer  en  suivant  la 
marche  ordinaire. 

Rien  n'empêche  d'ailleurs  de  calculer  les  deux  racines  positives  de 
réquation  (i),  sans  lui  faire  subir  aucune  transformation  (1358).  En 
ofTet,  puisqu'elles  sont  toutes  deux  entre  i  et  a,  on  peut  poser 

I 

.r  =  I  H —  , 

J 

eijr  n'aura  que  deux  valeurs,  l'une  plus  grande  que  2  et  correspon- 
dant à  la  plus  petite  valeur  de  jr,  Tautre  plus  petite  que  1  et  corres- 
pondant à  la  plus  grande  valeur  de  x. 
Or,  la  transformée  en  j  est  ici 

c'est-à-dire 

f\(r)  ==.r»—  4 j« -f-  3/  -4- 1  ==  o. 

On  a  alors 

/l(l)=-+-I,  /i(2)  =  -l,  /,(3)=.-r-I. 

La  transformée  en  j  a  donc  bien  une  racine  entre  u  et  3  et  une  ra- 
cine entre  i  et  a.  Par  suite,  en  posant  à  la  fois 

les  deux  transformées  en  z  n'auront  chacune  qu'une  seule  racioo  plus 
grande  que  i ,  et  les  deux  calculs,  poursuivis  parallèlement,  conduiront 
aux  deux  racines  positives  de  l'équation  (1).  Pour  avoir  ensuite  sa  ra- 
cine négative,  on  remarquera  que  la  somme  de  ses  trois  racines  réelles 
est  égale  à  zéro  (1036). 
Cherchons  d'abord  la  plus  petite  racine  positive  .ri,  en  partant  de 

)'  ^  2  -+-  -  •  On  aura  successivement 

z 

fi{z)   r=33--5*— ar — I  —  o. 
fii^)  ~  "' — 3 M* — 4tt    - 1  —  o, 

f^{v)     =  t^^— 20('*—  9i'  —  1—0, 

/^(m/)  =  181  «'3  —  39  Ui'* —  8oa'  —  I  =  0, 
fait)  =  277/3  — 528/*— 727./  — 181  =  0, 
fT{s)  =  i52i.ç3  — 490.<"*— ii34A- —  277=  o,        s  =  1 -i — ; 


I 

If 

--;.^ 

V 

I 
r=  20    ' ; 

(V 

I 

t 

t 

—  0   -S- 

-2    ,' 
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La  valeur  de  Xi  est  donc 


xi  =  I  -h 


5 __ 

•20  -t  -     

I 


I 

a  -^  — 

i  -+- 


et  les  réduiles  successives  ont  pour  expressions 

I        3       4        ï9        3R/|        787        iq58        9.7^5 
I        2       3        II        !a83        )8o        i^4>       ÎA023 

Eu  s'arrétanl  à  l'avant-dernière  réduite  (qui  est  de  rang  impair),  on 
commet  une  erreur  par  défaut  moindre  que    ' 


0,00000034. . 


]44^  x  '^02'i      2919189 

On  a  d'ailleurs 

I^^Jr.  1,3568953').... 

PSar  conséquent 

j"i  =  1,356895 

est  la  plus  petite  racine  positive  de  réquation  (i),  à  ua  millionième  près 
par  défaut. 
Cberciions  maintenant  sa  plus  grande  racine  positive  .ts,  eu  parlant  do 

y  =  i  -{-  -'  On  aura  successivement  [d'après  l'équation 
et  en  conservant  les  mômes  notations  pour  ce  second  calcul  ] 


/sCa)  — «3— 3//*    -4^  —  1-0,         «^4-:-; 

Cette  dernière  transformée  étant,  par  une  propriété  spéciale,  iden- 
tique à  celle  de  même  rang  dans  le  calcul  précédent,  il  est  inutile  d'aller 
plus  loin.  A  partir  du  quotient  incomplet  4,  nous  obtiendrons  de  part 
et  d'autre  les  mêmes  quotients  incomplets  dans  le  même  ordre.  La 


^ 
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valeur  de  xj  esl  donc  celle  fois 

I 

J7j  =  I  H- 


I 

1       1                      ,  _ .  ,  . 

I  -r- 

«1  .  .       _      

I 

y.     1 

I 

i\  -, 

1 

'l 


el  les  réduites  successives  onl  pour  expressions 


'2 

5 

TJt 

44^5 

919. 

2269 

3i8i 

> 

1 

V 

.3* 

263' 

539' 

1341' 

1880' 

En  s'arrêtanl  à  ravanl-dernière  réduile,  on  commet  une  erreur  par  dé- 
faut moindre  que 

— r: :::—  =  — : r-  =  o  ,0O0OO03g .... 

On  a  d'ailleurs 

— ^  ^  1,69202087.... 

Par  conséquent, 

.r  j  ==  1 ,  692020 

pourrait  présenter  une  erreur  par  défaut  supérieure  à  un  millionième. 
On  prendra  donc,  pour  la  plus  grande  racine  positive  de  Féquation  (1), 

jTj  =  1 ,  69202 1 , 

et  l'erreur  commise  sera  alors,  par  défaut  ou  par  excès,  inférieure  à  un 

millionième  (il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  erreur  est  une  très  faible 

erreur  par  excès). 

On  aura  enfin  la  racine  négative  xj  de  Téquation  (i)  en  prenant  en  signe 

contraire  la  somme  de  ses  deux  racines  positives.  Cette  racine  négative 

sera  donc 

X3  = —  3,048916 

et,  d  après  ce  qui  précède,  elle  se  trouve  ainsi  obtenue  à  un  millionième 
près  par  excès. 


I 

J 
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CHAPITRE  XL 


RECHERCHE  DES  RACINES  IMAGINAIRES. 


Méthode  de  Lagrange  ponr  le  calcul  des  racines  imaginaires. 

1364.  Nous  avons  déjà  dit  quelques  mots  de  la  recherche 
des  racines  imaginaires  d'une  équation. 

En  construisant  ses  points  racines  (1016),  on  détermine 
graphiquement  les  racines  imaginaires  qu'elle  peut  admettre. 

Au  point  de  vue  algébrique,  le  mieux  est  de  recourir  à 
l'élimination,  comme  nous  l'avons  expliqué  (1198).  La  re- 
cherche des  racines  imaginaires  est  alors  ramenée  à  la  re- 
cherche des  racines  réelles  d'autres  équations  déduites  de 
l'équation  proposée,  et  toutes  les  méthodes  précédentes  sont 
applicables. 

Le  théorème  de  Sturm  (1268)  permet  d'ailleurs  de  con- 
naître exactement  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 
proposée  et,  par  suite,  celui  de  ses  racines  imaginaires.  Si 
l'équation  a  ses  coefficients  réels,  ses  racines  imaginaires  sont 
conjuguées  deux  à  deux  (1031). 

1365.  Lagrange,  conformément  à  sa  méthode  (1265,  1355), 
procède  comme  il  suit. 

Supposons  qu'on  ait  formé,  relativement  à  l'équation  con- 
sidérée /(2)  =  o,  l'équation  aux  carrés  des  différences  des 
racines  (1151,  1152).  Cette  équation 

a  (1228)  autant  de  racines  négatives  (et  sa  transformée  en  —  u 
autant  de  racines  positives)   que  l'équation   donnée  a  de 
couples  de  racines  imaginaires  conjuguées. 
Si  cette  équation  admet,  par  exemple,  les  deux  racines  ima- 
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ginaires  conjuguées  a  -h  (3 £  et  a  —  Pi,  le  carré  de  leur  diffé- 
rence sera  —  4  PS  et  la  transformée  en  —  m  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences  aura  une  racine  positive  égale  à  4P*- 
Par  suite,  si  les  racines  positives  de  cette  transformée  sont 
Hiy  1/2,  1/3, . . .,  les  valeurs  correspondantes  de  p  seront 

s/â7       V^       v^Ms 

5  — - — >  >  .... 

2  '2  '?. 

Pour  trouver  maintenant  les  valeurs  de  a  associées  aux 
valeurs  de  p,  on  n'a  qu'à  substituer  x-^yi  à  la  variable  z 
dans  réquation  donnée /(-)  =^0;  en  égalant  ensuite  séparé- 
ment à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  de  son 
premier  membre,  on  la  remplacera  (1198,  1199)  par  les  deux 
équations 


(A) 

(/'u-)-/''(x)^3+r(-)-^:^^ 


o. 


L'une  des  valeurs  de  (3  étant  substituée  à  y  dans  ces  équa- 
tions, les  deux  équations  en  a:  qui  résulteront  de  cette  sub- 
stitution devront  avoir  pour  racines  communes  les  valeurs 
de  a  associées  à  la  valeur  choisie  pour  p.  Par  conséquent,  si 
Ton  regarde  y  comme  connue,  les  premiers  membres  des 
équations  (A)  admettront  un  plus  grand  commun  diviseur 
en  a;;  et  ce  plus  grand  commun  diviseur,  égalé  à  zéro,  aura 
précisément  pour  racines  (1079)  les  valeurs  de  a  associées  à 
la  valeur  de  (3  que  y  est  supposée  représenter. 

Il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 

Si  toutes  les  valeurs  de  (3  sont  inégales^  chacune  d'elles 
répondra  à  une  seule  valeur  de  a,  et  le  plus  grand  commun 
diviseur  dont  nous  venons  de  parler  sera  du  premier  degré. 
On  devra  donc  poursuivre  l'opération  jusqu'à  ce  qu'on  ]>ar- 
vienne  à  un  reste  du  premier  degré  en  x\  et,  en  l'égalant  à 
zéro,  la  valeur  de  x  qu'on  en  déduira  sera  l'expression  géné- 
rale de  a,  c'est-à-dire  que  chaque  valeur  de  (3  mise  à  la  place 
de  y  dans  cette  expression  fera  connaître  la  valeur  correspon- 
dante de  a. 

L'équation  donnée  étant  débarrassée  de  ses  racines  égales, 
si  (3  présente  plusieurs  valeurs  égales,  les  valeurs  correspon- 
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dantes  de  a  seront  différentes  pour  chacune  d'elles  :  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (A)  sera  alors  d*ui> degré  indiqué  par  le  nombre  de  ces 
valeurs  égales  de  p«  11  faudra  donc  pousser  ropération  jusqu'à 
un  reste  de.ce  degré,  qu'on  égalera  à  zéro,  et  dont  les  racines 
{y  étant  remplacé  dans  le  premier  membre  de  l'équation  for- 
mée, par  la  valeur  multiple  de  (3)  seront  les  valeurs  cher- 
chées de  a. 

1366.  Tant  que  les  parties  réelles  des  racines  imaginaires 
de  Téquation  donnée, /(is)  =0,  diffèrent  aussi  bien  entre 
elles  que  des  racines  réelle^  de  cette  équation,  il  n'y  a  rien  à 
ajouter  à  ce  qui  précède.  Mais  il  peut  arriver  que  cette  con- 
dition ne  soit  pas  remplie.  Dans  cette  hypothèse,  l'équation 
aux  carrés  des  dijfférences  peut  avoir  plus  de  racines  négU'- 
tives  que  la  proposée  n'a  de  couples  de  racines  imaginaires 
conjuguées;  et  il  faut  alors  faire  attention  que,  si  la  méthode 
conduit  à  des  valeurs  imaginaires  pour  les  parties  réelles  des 
racines  imaginaires,  ces  valeurs  doivent  nécessairement  être 
rejetées  comme  inadmissibles  d'après  l'hypothèse. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  /(z)  =  o  ait  en 
même  temps  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées 

a  -f-  ^i     Cl     3c  —  (3/, 

et  une  racine  réelle  a  =  <x.  L'équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences aura  les  deux  racines 

c'est-à-dire,  puisque  «  —  a,  les  deux  racines  négatives  égales 
—  (3*,  en  outre  de  la  racine  négative  —  4P*,  qui  correspond 
aux  deux  racines  imaginaires  conjuguées.  Or,  les  deux  racines 
négatives  égales  —  (3*,  qu'on  vient  de  trouver  à  cause  de  la 
racine  réelle  a  égale  à  a,  pourraient  répondre  également  à  ces 
deux  couples  de  racines  imaginaires  conjuguées  : 

S  (3  .  (3  .  (3  . 

«,-+-—       el     «1— -  -I,     «j-h-r     et     a, —  -t. 

2  '2  2  2 

Ainsi,  l'équation  aux  carrés  des  différences  ayant  trois  ra- 
cines négatives,  dont  une  double,  la  proposée  peut  avoir  une 
seule  couple  ou  trois  couples  de  racines  imaginaires  conju- 
foiées. 


556  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

On  voit  par  là  que,  si  la  transformée  en  —  «  de  l'équation 
aux  carrés  des  différences  F(k)  admet,  parmi  ses  racines  po- 
sitives, des  racines  égales,  toute  racine  positive  simple  con- 
duit bien,  comme  précédemment,  à  une  couple  de  racines  ima- 
ginaires conjuguées  de  la  proposée;  mais  que  chaque  racine 
positive  multiple  peut  conduire  à  un  nombre  de  couples  de 
racines  imaginaires  conjuguées  de  la  proposée,  qui  dépend  de 
son  ordre  de  multiplicité,  sans  être  toujours  égal  à  cet  ordre. 

Supposons,  pour  préciser,  que  F(— «)  =  o  ait  une  racine 
positive  double  égale  à  (3.  Pour  cette  racine,  il  faudra  pour- 
suivre, comme  nous  l'avons  dit,  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  des  premiers  membres  des  équations  (A) 
[1365],  jusqu'à  un  reste  du  second  degré  en  x.  Les  racines 
de  ce  reste,  égalé  à  zéro,  seront  les  valeurs  de  a  qu'on  doit 
associer  successivement  à  p.  Or,  cette  équation  du  second 
degré  pouvant  avoir  ses  deux  racines  réelles  ou  imaginaires, 
la  valeur  double  de  p  répondra  à  deux  couples  de  racines  ima- 
ginaires conjuguées  de  la  proposée  ou  à  aucune. 

De  même,  si  F(—  w)  =  o  a  une  racine  positive  triple  égale 
à  (3,  il  faudra,  pour  cette  racine,  poursuivre  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  jusqu'à  un  reste  du  troisième 
degré  en  x.  Les  racines  de  ce  reste,  égalé  à  zéro,  seront  les 
valeurs  de  a  qu'on  doit  associer  successivement  à  p.  Or,  cette 
équation  du  troisième  degré  pouvant  avoir  une  racine  réelle 
et  deux  racines  imaginaires  ou  trois  racines  réelles,  la  valeur 
triple  de  p  répondra  à  une  seule  couple  ou  à  trois  couples  de 
racines  imaginaires  conjuguées  de  la  proposée,  etc. 


Exemple. 

1367.  En  remplaçant  par  z  le  symbole  .r,  appliquons  ce  qui  précède 
à  l'équation  déjà  considérée  (1362) 

/(s)  =  s3 22 5  =  0. 

Elle  a  une  racine  positive  que  nous  avons  évaluée  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  que  nous  nous  proposons  de  calculer  avec 
quatre  chiffres  décimaux  à  leur  partie  réelle  et  au  coefficient  de  leur 
partie  imaginaire.  Nous  avons  déjà  remarqué  que  l'équation  donnée  a 
pour  équation  aux  carrés  des  différences  (1353)  l'équation 

F(^0  =  «»—  i2tt*-+-  36W-4-  643  =  o, 
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dont  la  transformée  en  —  u  est 

F(—  u)  —  y{u)  =  u^-\-  i2tt*  -H  36«  —  643  =  o. 

Cette  équation  a  une  seule  racine  positive  ui,  dont  la  détermination 
résoudra  la  question.  Cherchons  à  approcher  de  cette  racine,  d'après  la 
méthode  de  Lagrange(  1356).  Nous  aurons  successivement  (1362, 1363) 

X(5)=-38,        x(<î)  =  -+-'^'>^ 


.       I 
«  =  5  H — 


[?] 


Xt(c)  =  38*^' —  a3i  p« —  27P  —  1  =  0, 
Xi(6)  =  — 271,        xi(7)  =  -hi525, 


i^  =  6-+-- 


m 


Xj(«')  =  271  fv'—  i3o5«'* —  453(v  —  38  =  o, 
X«(5)  =  -  io53,    xt(6)  =  +  8837, 


tf 


-=-i  m 


Xj(/)  =  io53/»—  6822/' —  2760/  —  271  =  o, 
X»(6)=~  34975,    X3(7)  =  -H73io, 


t  = 


6^^    [5^1 


La  racine  positive  u\  que  l'on  cherche  a  donc  pour  développement  en 

fraction  continue 

I 


U^=:  ^-\- 


6 


:> 


6 


La  dernière  réduite  —  étant  de  rang  pair,  l'erreur  commise  par 

excès  en  s'y  arrêtant  est  moindre  que  , ^r  ou  que 

(«9^)' 

5^1^^=0,000027.... 

En  prenant 

«1=  ^  =5,i6i458... 
192 

et  en  négligeant  les  deux  derniers  chiffres,  on  commet  donc  une  erreur 
par  défaut  certainement  moindre  qu'un  d'x-millième.  On  a,  avec  la 
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même  approximation, 

et  (  //rithm . ,  343  ) 

P=  ^ =  1,1359. 

Si  Ton  substitue  maintenant  x-^yi  à  la  place  de  z  dans  Téquation 
donnée,  on  en  déduit  (  1365)  les  deux  équations 

ix'—  (3y'-+-  2)x  —  5  —  o, 
3a:*  —  j' — 2  —  o. 

On  doit  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  en  x  des  premiers 
membres  de  ces  équations  et  arrêter  l'opération  au  reste  du  premier 
degré.  Ce  reste,  égalé  à  zéro,  conduit  à  la  relation 

—  %X^x  —  f\x  -  i5  =  o, 

d'où  Ton  déduit 

I  ) 


X  = 


4 -H  8/* 


En   remplaçant  K   par   p  ou  8j*   par  8p»,  on  doit  prendre  alors 
{Arithm,,  334) 

l4i3'228 

valeur  obtenue  à  un  dix-millième  près  par  excès  ou  par  défaut.  Les 

deux  racines  imaginaires  cherchées  ont  donc  pour  expression,  jusqu'à 

l'ordre  décimal  indiqué, 

— 1,04/3  —1,1359/, 


Élimination  et  méthode  d'approximation  de  Newton  combinées. 

1368.  Quand  on  opère  par  voie  d*élimination  pour  arriver 
à  la  détermination  des  racines  imaginaires  d'une  équation 
(1198,  1199),  on  peut,  après  les  premières  substitutions,  re- 
courir à  la  méthode  de  Newton  pour  obtenir  rapidement  des 
résultats  plus  approchés.  Cette  marche  semble  devoir  être 
préférée  dans  la  pratique. 

Nous  nous  contenterons  de  l'appliquer  à  l'exemple  suivant. 

1369.  Soit  à  chercher  les  racines  de  V équation 

(l)  /(5)  =  5*—  275  4-81=:=  o. 

D'après  le  théorème  des  lacunes  (1220),  cette  équation  a 
au  moins  deux  racines  imaginaires.  Le  théorème  de  Storm 
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(1268)  montre  facilemenl  qu'elle  a  ses  quatre  racines  imagi- 
naires. La  suite  des  fonctions  donne,  en  effets  ce  tableau  : 

—  oc.         ■  r  00. 

Z  =  a* — 275-4-81 4-  -h 

Zi—  45*--27 —  4- 

Zt~-8i4!  — 3a4 —  -h 

Z,-l  — 18549 -      —         — 

Pour  trouver  les  racines  dont  il  s'agit,  nous  poserons 
5  — j?-h7«,  et  nous  obtiendrons  (1198,  1199)  les  deux  équa- 
tions 


V* 


=  0, 


c'est-à-dire 

(2)  Jc'^—ôy^JG*—  270:4-^* -h  81  -i-o, 

(3)  4a?* — 4/*<'^  —  27  =0. 

On  déduit  de  l'équation  (3) 

eif  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),  y  est  éli- 
minée. On  trouve  ainsi,  en  changeant  les  signes  des  deux 

membres, 

64^*  —  lagôvT* —  729  =:  o, 

équation  qui  n'a,  comme  racines  réelles  (1215),  qu'une  racine 
positive  et  une  racine  négative.  On  pourrait  la  résoudre  direc- 
tement à  ce  point  de  vue;  mais  les  calculs  sont  plus  simples, 
si  l'on  change  de  variable  en  posant 

(5)  x  =  ^' 

On  a  alors  64^*=^^',  12960?'=  324^^1  et  l'équation  en  x 
devient 

(6)  9(^)    -^'*— 324t'  —  729  =  0. 

Cette  dernière  équation  n'a  qu'une  racine  positive,  et  c'est 


y:' 


56o 
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celle-là  qu'il  faut  calculer.  Ënmeltant  le  premier  membre  de 
l'équation  (6)  sous  la  forme 

t^(t'«— 324)  — 729» 

on  voit  qu'il  faut  commencer  à  18  les  substitutions  entières. 
On  a  successivement 

<p(l8)z=— 729,  ©(19)— —26,  9(20)=z  4-791. 

La  racine  positive  cherchée  tombe  donc  entre  19  et  ao; 
comme  on  a  9(19,1)  ==-4-  5o,47i,  elle  tombe  entre  19  et  19,1. 
On  passe  alors  aux  centièmes,  et,  comme  on  a 

cp(i9,o3)zn  — 3,178673,        9(19,04)=-+- 4,451264, 

cette  même  racine  est  comprise  entre  19,03  et  19,04.  Une 
première  application  de  la  formule  de  Newton  (13tô»  1346) 
donne 

(DflQ,03)  — 3,178673  . 

= a — > —  =  0, 0041 . 


9'(i9»o3) 


762,4227 


On  a  donc  les  deux  limites  19,0341  et  19,0342,  pour  les- 
quelles on  trouve 


et 


9(19,0340  =^  —  0,051780178179 

9(19,0342)  ^H-  0,024509481688. 

Une  nouvelle  application  de  la  formule  donne 

y('9>Q34i)  _       -  0,0517801 78 « 79  _  ^  oonofi-Sn 
~  9'(i9,o34i)  ""  762, 89088843      "" ^»^^^^/^7- 

On   a   donc,  comme  nouvelles  limites,    19,03416787  et 
19,03416788,  de  sorte  qu'on  prendra,  par  défaut, 

i'm  19,03416787. 

La  relation  (5)  conduira  ensuite,  avec  la  même  approxima- 
tion {Arithm.y  BA-d),  à  la  valeur 

œ=^  ^^  =db  Si, 18140825. 

L'équation  (4)  donnera  alors,  pour  la  valeur  positive  de  x 

(/In^Am.,  332), 

y*  =  1,664210, 
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c*esl-h-dire  {Arithm,^  343) 

7  =  ^:1,290042; 

el,  pour  la  valeur  négative  de  jr, 

r'  —  7, 8.52873, 
c'est-à-dire 

7  ni:  ±2,  802297. 

On  a  donc,  finalement,  pour  les  quatre  racines  imaginaires 
de  réquation  (i), 

:;  tni -h  2,1 81 4o8  ih  1,290042/,  ^ 

Z  :^ —  2,l8]4o8  ±1  2,802297/. 

La  marche  qu'on  vient  d'exposer  est  également  applicable 
aux  équations  dont  tous  les  coenicienls  ne  sont  pas  réels. 
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LIVRE  DIXIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite). 
DE  LA  RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS. 


OBSERVATIONS    PRÉLiaiINÀIRES. 

1370.  Nous  avons  marqué  (997)  la  distinclion  nécessaire 
entre  la  résolution  des  équations  numériques  et  celle  des 
équations  générales,  et  nous  avons  dit  que,  au  delà  du  qua- 
trième degré,  la  résolution  algébrique  des  équations  générales 
devenait  impossible. 

Après  avoir  traité  complètement  de  la  résolution  numé- 
rique des  équations  de  tous  les  degrés  dans  le  Livre  précr- 
dent,  nous  allons  consacrer  celui-ci  à  Texposition  des  mé- 
thodes spécialement  applicables  aux  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré,  et  à  certaines  classes  d'équations  de 
tous  les  degrés.  Mais  là,  nous  serons  forcé  de  nous  borner,  le 
champ  à  parcourir  devenant  beaucoup  trop  étendu. 

Il  convient  d'abord  de  remarquer  que  toutes  les  méthodes  qui 
ont  été  employées  jusqu'à  Lagrange,  pour  résoudre  les  équa- 
tions générales  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  consis- 
lenl  à  ramener  leur  résolution  (par  des  substitutions  ou  trans- 
formations convenables)  à  celle  d'une  équation  de  degré 
inférieur^  qu'on  appelle  la  réduite  ou  la  résolvante  de  la 
proposée.  Les  racines  de  la  résolvante  étant  déterminées, 
celles  de  la  proposée  s'ensuivent.  La  résolution  de  l'équation 
du  second  degré  elle-même  n'échappe  pas  au  fond  à  celte 
marche  {Àlg.  élém,,  232). 

Les  racines  de  Téquation  donnée  étant  ainsi  des  fonctions 
des  racines  de  la  résolvante,  celles  de  la  résolvante  sont  à  leur 
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tour  des  fonctions  des  racines  de  la  proposée.  Il  en  résulte 
que  les  méthodes  dont  il  s'agit  reviennent  à  trouver  une  fonc- 
tion des  racines  de  Téquation  considérée  qui  puisse  dépendre 
d'une  équation  de  degré  inférieur,  et  faire  ensuite  connaître 
facilement  les  racines  de  la  proposée. 

C'est  d'après  ces  principes  que  Lagrange  (^)  a  donné  une 
méthode  uniforme  très  remarquahle  pour  la  résolution  algé- 
hrique  des  équations  des  quatre  premiers  degrés,  méthode 
qui  peut  s'appliquer  également  aux  équations  binômes  de  tous 
les  degrés. 

Malheureusement,  passé  le  quatrième  degré,  cette  méthode 
ne  conduit  plus  qu'à  des  résolvantes  dont  le  degré  est  supé- 
rieur à  celui  de  l'équation  donnée  et  qui,  par  conséquent,  ne 
peuvent  plus  utilement  être  employées  à  sa  résolution. 

Nous  laisserons  donc  de  côté  la  méthode  de  Lagrange,  d'ail- 
leurs plus  longue,  et  nous  nous  en  tiendrons  aux  méthodes 
spéciales  par  lesquelles  on  est  parvenu  en  premier  lieu  à  ré- 
soudre algébriquement  les  équations  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré. 


(')  Lagrange,  Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques.  Noie 
XIII,  et  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  (1770, 1771). 

Comme  l'illuslre  auteur  Tindique,  Vandbrmonde,  par  une  méthode  plu> 
directe  (c'est  Lagrange  qui  parle),  était  arrivé  en  même  temps  que  lui  aux 
Miômes  résultats  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris j  an- 
née 1771). 
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CHAPITRE  PREMIER. 

RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DE  L'ÉQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 


Cas  parttcnlier  de  l'équation  du  troisième  degré. 

1371.  Gomme  nous  l'avons  fait  pour  le  second  degré  {Algèbre 
élém.,  231),  nous  considérerons  d'abord  un  cas  particulier. 

Supposons  que  l'équation  proposée  n'ait  ni  terme  du  se- 
cond degré,  ni  terme  du  premier,  c'est-à-dire  qu'elle  se  ré- 
duise à  la  forme  binôme  {Alg.  élém,,  267) 

(  I  )  x^  —  A  =  o, 

A  étant  une  quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire.  On 
en  déduit 

et  l'inconnue  est  l'une  quelconque  (SW)  des  racines  cubiques 
de  A. 
Si  l'on  pose  (836) 

A  :=  /*(cosa  -h  /sina), 

on  a,  par  la  formule  de  Moivre  (843  et  suiv.). 


07=  \//l  cos 5 h  ism 5 j 


> 


et  l'on  trouvera  les  trois  valeurs  de  x  ou  les  trois  racines  de 
l'équation  (i),  en  substituant  à  l'entier  k  les  valeurs  o,  i,  a. 

On  peut  aussi  se  servir  de  cette  propriété  fondamentale, 
que,  dans  tous  les  ordres,  les  racines  d'une  quantité  quel- 
conque s*obtiennent  en  multipliant  l'une  d'entre  elles  par  les 
racines  correspondantes  de  l'unité  (850). 

Or,  si  l'on  part  de  l'équation 

a?^  —  I  =r  o, 
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dont  l'une  des  racines  est  évidemment  égale  à  i,  on  a,  en  la 
supprimant,  c'est-à-dire  en  divisant  {ik)  le  premier  membre 
r'—  I  par  J7  —  I,  à  résoudre  l'équation  du  second  degré 

^' -H  07  H-  I  =-  o, 

d'où  résultent  les  deux  autres  racines  (*) 

-  I  -h  £  v^       -    I  —  i\/3 

~       1 '  ~2         ' 

e!  il  est  facile  de  vérifier,  comme  on  l'a  déjà  fait  (851),  que 
chacune  d'elles  est  le  carré  de  l'autre.  Ainsi,  l'unité  a  trois 
racines  cubiques,  dont  deux  sont  imaginaires,  et  si  Tune  de 
ces  racines  imaginaires  est  désignée  par  a,  l'autre  le  sera 
par  a*. 

Par  suite,  en  revenant  à  l'équation  (i)  ou  x* — A=i:o,  si  a 
est  l'une  quelconque  des  trois  racines  cubiques  de  A,  les  trois 
racines  de  l'équation  (i)  ont  pour  expressions 

^,     a  a,     act}. 

Cas  général  de  l'équation  du  troisième  degré. 

1372.  Prenons  maintenant  l'équation  du  troisième  degré 
sous  sa  forme  la  plus  générale 

Nous  ramènerons  d'abord  le  coefficient  de  son  premier  terme 
à  Tunilé  en  multipliant  ses  racines  par  3  A©  (1057)  ou  en  rem- 
plaçant X  par 

X 

3T„* 


^*)  On  trouverait  facilement  les  mêmes  résultats,  à  Taide  de  la  formule 
(io  Moivrc  appliquée  à  l'unité,  c'cst-à-dirc  à  l'aide  de  la  formule  (8i7) 

3/-             ikn       .  .    ikTi 
\'  i  —  c»»s  — = 1-  {  sin  —sr-' 

k  —  r)   donne   J/i  =  i  ;    k  -  i   donne  J/i  =  —  -  -h  i  —  ;   k  =  i    donne 
y/i  ^-  -  -  1^   {Trigon.). 
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Il  viendra 

Ao^'-f-  3AoAia?*H-  9AJA,JC4-  27AJ  A^^  o 
ou,  en  divisant  par  Ao, 

x^-\-  3Ai^*-f-  <)AoA,.r  -[-27  AJAs^:  o. 

Pour  faire  disparaître  lo  second  terme  de  cette  première 
transformée,  il  faut  (106^)  remplacer  x  par 

3  A,  . 

jr -i  ou  par         r  —  Aj. 

On  voil  que  cette  double  transformation  revient  à  remplacer 
immédiatement,  dans  Téquation  proposée,  x  par 

3Ao 

Qu'on  opère  d'une  manière  ou  de  Tautrc  (en  chassant  les 
dénominateurs  dans  Thypothèse  de  la  transformation  immé- 
diate), on  trouve  pour  nouvelle  transformée 

jr'-h  3(3AoA,— A5f)  j?H-(2Aî  — gAoAjAj-i-  27AÎA,)  =ro. 

On  peut  donc  réduire  toute  équation  complète  du  Iroisiènio 
degré  à  la  forme 

JT^-^-  pœ  -H  <7^J  o, 

en  posant 

/?  =  3(3AoAi— AJ),        7r^2Aî--9AoAiA,+  27  A  J  A3; 

et,  lorsqu'on  aura  obtenu  les  racines  de  cette  dernière  équa- 
tion, il  faudra  les  augmenter  de  —  Ai,  puis  diviser  les  résul- 
tats par  3Ao,  pour  avoir  les  racines  de  la  proposée. 

1373.  Nous  n'avons  donc  plus  qu'à  chercher  les  formules 
générales  de  résolution  de  l'équation 

(1)  X*-\-  pX  ~h  q  :=iO, 

Pour  cela,  posons 

(2)  j:=:y-hz. 

L'équation  (i)  devient,  par  substitution, 

(/ 4- 5)' -i-/?(7 -h  w)  +  «7  =  o, 


^^n 
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c'esl-à-dire,  en  développanl, 

y  -h  3j*-5  -H  3/3*  -f-  z^  -^  p{y  -h  ^  )  -h  7  ==  o 
ou,  en  groupant  les  lermes, 
(F  Ins)  j'+-'-+-7  4-(j4-5)(373H-/7)— o. 

Mais  le  partage  d'une  quantité  x  en  deux  autres,  j  et  z,  peut 
se  faire  d'une  infinité  de  manières  ou,  si  l'on  veut,  les  incon- 
nues auxiliaires  y  Qiz  n'étant  assujetlies  qu'à  la  condition  (a  ) 
on  peut  les  soumettre  a  cette  seconde  condition,  d'ailleurs 
arbitraire, 

(3)  3v5-h/>-o         ou         3=—^. 

V 

L'équation  (i  bis)  devient  alors 

équation  qui  peut  se  résoudre  comme  les  équations  du  second 
degré,  en  regardant  j' comme  l'inconnue.  Elle  fera  donc  con- 
naître j,  d'où  l'on  déduira  ensuite  z  par  ih  '•dation  (3),  et  l'on 
aura  l'inconnue  principale  x  par  la  relation  ('^,. 
(]omme  on  a  à  la  fois,  d'après  ce  qui  précède, 

y3_J_;3S-—  q  ç^  y3^3-_  —     H-, 

on  peut  remarquer  aussi  qu'on  connaît  la  somme  et  le  pro- 
duit des  deux  quantités/'  et  5%  et  qu'elles  sont,  par  suite,  les 
racines  de  l'équation  du  second  degré  {Alg,  élém.,  24.3) 

{^  lus)  C-^qt  —  r^—  o, 

réduite  qui  remplace  alors  la  résolvante  (4)  en, y  (1370). 
On  a  donc  finalement 


27 


c'est-à-dire 

y  — 


(5) 


\/-fv^'^' 


==v/TVf 
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et,  d'après  (2), 


Telle  est  la  formule  générale  de  résolution  de  l'équation  du* 
troisième  degré  privée  de  son  second  terme.  Cette  formule  est 
attribuée  à  Tartaglia,  mais  elle  porte  le  nom  de  Cardan  ('), 
qui  lui  a  certainement  donné  une  plus  grande  extension. 
VifcTB  et  ALBERT  GiRARD  s'cu  soul  cnsuito  occupés. 

Les  deux  radicaux  cubiques  qui  entrent  dans  la  valeur  de 
jTsont  respectivement  susceptibles  de  trois  déterminations  dis- 
tinctes {SkQf  1371).  En  réunissant  ces  déterminations  deux  a 
deux  de  toutes  les  manières  possibles,  on  obtiendrait  donc 
/lew/valeurspour  rinconnue,  qui  n*en  admet  que^row  (1017)- 
On  remarque  alors  que,  en  vertu  de  l'équation  de  condi^ 
(ion  (3),  on  ne  doit  assembler  que  les  déterminations  dont  Ir 

produit  est  égal  à  —  ^• 

Si  Ton  désigne  alors  par  A  et  par  B  deux  déterminations  res- 
pectives satisfaisant  à  cette  condition,  par  a  et  par  a'  les  deux, 
racines  cubiques  imaginaires  de  Tunité,  les  déterminations  du 
premier  radical  cubique  de  la  valeur  de  x  seront  (850, 1371) 

A,  A  a,     Aa^, 
et  celles  du  second, 

B,  Ba,     Ba^ 

Le  produit  AB  étant,  par  hypothèse,  égal  à  —  ^,  et  a' étant 

Tunité,  le  produit  des  déterminations  à  associer  pour  avoir 
les  valeurs  de  a:  devra  nécessairement  être  égal  à  ABa'  ou 
à  AB,  et  Ton  aura  ainsi,  pour  les  trois  valeurs  de  a?  [équa- 
tion (6)] 

Xi—  A   +B, 

d?,=r  Aa  4-  Ba', 

^3  =:  A  a'  -h  B  a, 


(*)  Cardan  et  Tartaqlia,  savants  italiens,  nés  au  commencement  du; 
XVI*  siècle;  Vikte,  profond  mathématicien  français  (i54o-i6o3);  Albert  Gi- 
rard, géomètre  hollandais,  mort  en  i63/|. 
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on,  en  remplaçant  a  et  a-  par  leurs  valeurs  (1371), 

j-,  =  V-hB, 

i^iJS  |_/y/^  A-+-B       .(A  — B)v^ 

^2=^  -^ ho- =r h  l  , 

(7)      /  'l  i  i  2 

,_/y'3       n_/y/3  A-+-B        .(A  — B)v''>' 

'A  9.  2  2 

1374..  Les  six  autres  valeurs  de  a?  qu'on  doit  rejeter  sont, 

<rune  part 

A4-Ba,     A«-hB,     Aa»4-Ba», 

el,  de  l'autre, 

A-hBaS     Aa*-+-B,     Aa-hBa. 

Le  produit  des  déterminations  associées  est  ABa  ou  —  -^  > 

pour  les  premières  (puisque  a^  — a^a  =  a);  il  est  ABa*  ou 
p  oc' 

—  -^-^  pour  les  secondes. 

Par  conséquent,  la  formule  de  Cardan  résout  à  la  fois  les 
trois  équations  (1373) 

jc^~h  pa:  -h  q  =:Oj      a;' -f- /?  a  j? -h  7  =  o,      x*-\- pa^x -h  q  =  o; 

et,  en  égalant  à  zéro  le  produit  de  leurs  premiers  membres, 
on  obtient  Téquation  résultante  du  neuvième  degré  qui, 
d'après  les  valeurs  de  a,  a*,  a*,  se  réduit  à 

1375.  La  méthode  exposée  (1373)  pour  la  résolution  géné- 
rale de  l'équalion  du  troisième  degré  privée  de  son  second 
terme  est  due  à  Huddb  (*),  et  elle  est  applicable,  que  les  coef- 
ficients p  et  q  soient  réels  ou  imaginaires.  Nous  allons  main- 
tenant  pousser  plus  loi  n  la  discussion  de  la  formule  de  Cardan, 
en  supposant  ces  coefficients  réels. 


(')  Savant  géomètre  hoUandais  (1633-1704). 


ALGÈBHE    SUPKHIEUUE.  5^1 


Discnssion  de  la  formule  de  Cardan,  lorsque  les  coefficients  p  et  7 

sont  réels. 

1376.  Nous  distinguerons  trois  cas. 
Prehibr  Cas.  —  On  a 

Dans  ce  cas,  Téquation  (i)  [1373]  a  nécessairement  (124^5) 
une  racine  réelle  el  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 
C'est  ce  que  les  formules  (5)  et  (7)  [1373]  vérifient  immédia- 
tement. 

En  effet,  dans  les  valeurs  (0)  de  /  et  de  ^,  les  radicaux  cu- 
i)îques  recouvrant  alors  chacun  une  quantité  réelle  ont  une 
de  leurs  déterminations  réelle  (  130),  et  l'on  peut  désigner  res- 
pectivement ces  deux  déterminations  par  A  et  par  B.  On  voit 
donc,  par  les  formules  (7),  que  la  racine  jc^  est  réelle  el  que 
les  deux  autres  racines  x^^i  j^ssont  imaginaires  conjuguées; 
car  rhypothèse  adoptée  empoche  qu'on  puisse  avoir  A  -  -  H. 

Dklxième  cas.  —  On  a 

4  V 


,       .        -  1=  o.  . 


L'équation  (  1  )  a,  dans  ce  cas,  trois  racines  réelles,  dont  deux 
sont  égales  entre  elles  (1245). 
En  effet,  d'après  les  valeurs  (5)  de^  et  de  5,  on  a  alors 


A  =  B  =  \/-1 


et  les  formules  (7)  donnent 

_    i        u  _       _        ^-+-B 

J^i  —  A  -\-  o,  .-^'4  —  X^  —  —  j 

ou,  si  Ton  veut,  en  conservant  seulement  la  valeur  arithmé- 
tique du  radical. 


.r,= 


\l  v     '^^'-^—\/-\ 
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Troisième  cas.  —  On  a 

Dans  ce  cas,  Téquation  (i)  a  ses  trois  racines  réelles  et  iné- 
gales (12«5). 

Au  premier  abord,  les  formules  (5)  el  (7)  [1373]  semblent 
contredire  ce  résultat  connu,  puisque,  dans  les  valeurs  (5)  de 
y  et  de  5,  les  deux  radicaux  cubiques  recouvrent  une  ^«a/ifiVe 
imaginaire  et  n'ont,  respeclivement,  aucune  détermination 
réelle  (*).  Mais  il  est  facile  de  lever  cette  première  difficulté. 

La  racine  cubique  d'une  quantité  imaginaire  étant,  d'une 
manière  générale,  une  imaginaire  de  même  forme  (8i6), 


/" 


el 


VM-V? 


El 

'^7 


ont  trois  valeurs  imaginaires,  évidemment  conjuguées  (843). 
On  peut  donc  (850)  représenter  les  premières  par 

«  -h  ^/,     (a  -\-  bi)<x^     (a  -+-  hi)(x*, 

el,  les  secondes,  par 

a  —  ùi,     {a  —  hi)  a,     {a  —  bi)  a'. 

11  vient  alors,  en  se  rappelant  qu'on  a 

—  i  -\-  iJ^       —  I  —  1V3 
3  2 


,       —  I  -+-  ev/3        —  '  —  'V^        •  /ô 


Cf.  —  a*  = 

2  a 


(■)  Il  nV  a  pas  lieu  de  s'étonner  de  ce  qui  arrive  ici;  car,  en  posant 

rien  n'exprime  ou  n'exige  que  les  quanlités  y  et  z  soient  réelles.  Et  no» 
calculs  montrent  que  ces  quantités  sont  imaginaires,  précisément  quand 
les  trois  racines  de  l'équation  donnée  sont  réelles. 
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et  en  associant  toujours  les  déterminations  dont  le  produit 
est  —  ~  (condition  qu'on  suppose  remplie  par  les  deux  déler- 
minations  a  -h  hi  et  a  ~  bi), 

^\"   {(t-^-bi)      -h  {a  —  bi)      ==2^, 

jTjzr:  (a  4- ^£)a  -h  (a—  bi)oL^  ~  -  a  —  b^S^ 

^■i    .{a-\-bi)(x}-\-{a  —  bi)oL  —:  —  «-+- ^V^3. 

Les  trois  racines  de  l'équation  donnée  sont  donc  bien 
rebelles,  quoiqu'elles  se  présentent  sous  forme  imaginaire.  On 
peut  montrer,  en  outre,  qu'elles  sont  inégales. 

On  ne  peut  pas  avoir  .r,—  x^^  car  b  serait  alors  nul,  et  les 
trois  racines  cubiques  des  quantités  imaginaires 
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ne  seraient  pas  toutes  imaginaires;  ce  qui  est  impossible. 
On  ne  peut  pas  avoir  non  plus  x^  =:  .r,  ou  jr,  —  jr,;  car,  de 

:îa  = —  a  qi  b\/Zy  il  résulterait 

^a=iz^b\fi         ou         ^=^zp«v3. 

On  aurait  donc 

«  -H  6t  =  (3r  (  1  zp  «V  3  ) 

on,  à  cause  de  a  — ~         (puisque»  a  est  Tune  quelconque 

des  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité), 

a  '\-  bizir  —  '2(101, 
II  viendrait  alors,  en  élevant  au  cube, 


égalité  impossible  d'après  l'hypothèse  y-  -f-  ~  <  o,  puisque 
le  dernier  membre  est  réel. 
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Cas  irréductible. 

1377.  Le  troisième  cas  qu'on  vient  d'examiner  est  très 
remarquable.  Les  racines  de  l'équation  donnée  sont  alors 
toutes  les  trois  réelles  et  inégales,  et  la  formule  de  Cardan 
cache  cette  réalité  sous  une  forme  compliquée  d'imaginaires. 

11  y  a  plus.  Essayons  de  mettre  effectivement  les  radicaux 
cubiques  qui  entrent  dans  la  formule  de  Cardan  sous  la  forme 
a  -h  bi  que  nous  avons,  théoriquement,  supposée  acquise  dans 
ce  qui  précède. 

Les  trois  racines  de  Téquation 

oT^  -r-  px  4-7  =  0 
ont  alors  pour  expressions  (1376,  S'^  cas) 

.r,  zn2«,         072=:  —  a  —  ^^'V^^,         .r,-   —  a-h^yS. 

Les  relations  connues  entre  les  racines  (1036)  donnent 
d'ailleurs 

jr,  -h  J7ï  4-  J^3  =  <^>>  -^i  '^'i  H-  ^1  Jr^  -h  j;,X3  =  />, 

Lu  première  est  satisfaite  d'elle-même,  et  les  deux  autres 
deviennent,  par  substitution, 

a}  -h  ^'  ~  —  ^,  lict^  —  6ab^    -g. 

En  éliminant  b^  entre  ces  deux  équations  de  condition,  il 
vient 

2  rt'  —  6  a  (    -  —  —  flr- 1  —  (T/ 

ou 

r7M-  7-  r/  —  ^   --  o. 

Or,  la  fonction  qui  caractérise  la  nature  des  racines  de 
cette  équation  en  a  est  précisément  (1245) 
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OU,  en  multipliant  par  la  quantité  positive  64,  ce  qui  est 
permis, 

On  retombe  ainsi  sur  la  fonction  qui  caractérise  la  nature 
des  racines  de  Téquation  proposée.  Il  en  résulte  que  l'équa- 
tion d'où  a  dépend  a  ses  trois  racines  réelles  et  inégales 
comme  l'équation  en  x^  et  que  la  difficulté  pour  calculer  a  est 
identiquement  la  même  que  pour  calculer  l'inconnue  x.  Si 
Ton  essayait  de  calculer  b  au  lieu  de  a,  on  parviendrait  ù  un 
résultat  analogue.  C'est  à  cause  de  cette  curieuse  circonstancié 
qu*on  a  donné  à  ce  troisième  cas,  véritable  impasse  mathé- 
matique, le  nom  de  cas  irréductible. 

On  pourrait,  il  est  vrai,  développer  en  série  la  racine  cu- 
bique ou  la  puissance  fractionnaire  (827,  691,  968) 


2 


\/f  - 1 


Dans  ce  développement,  la  partie  réelle  représenterait  a  et 
le  coefficient  de  /  représenterait  6.  Mais  il  est  bien  préférable 
de  ramener  à  la  forme  trigonométrique  les  deux  radicaux 
cubiques  de  la  formule  de  Cardan.  C'est  ce  que  nous  montre- 
rons dans  un  instant  (1380). 


Calcul  des  racines  de  réqnation  du  troisième  degré, 
lorsqu'elle  n'a  qu'une  seule  racine  réelle. 


1378.  L'équation  donnée  étant 

x^  -h  px  ->r  q  -zo, 

reprenons  la  formule  de  Cardan 

r 


On  a  ici  ^  -h  —  >  o.  Par  conséquent,  chaque  radical  cu- 
bique est  susceptible  d'une  détermination  réelle,  et  d'une 
seule  (130);  et,  en  désignant  ces  déterminations  par  À  et  par 
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13,  on  a,  pour  les  trois  racines  de  Téqualion  (1373), 

A-hB       .(A  — B)v/3 
2  2 

A-hB       .(A-~B)v/3 

'  2  2 

On  n*aura  donc  qu'à  calculer  séparénnent,  en  s*aidant  des 
Tables  de  logarithmes,  les  deux  déterminations  A  et  B,  et  la 
«ïjuestion  sera  résolue  par  les  formules  précédentes. 

On  pourrait  avoir  recours  aux  transformations  trigonomé- 
triques  pour  rendre  A  et  B  directement  calculables  par  loga- 
rithmes ;  mais  la  marche  que  nous  indiquons  est  incontesia- 
blement  plus  rapide.  Nous  donnerons  un  exemple. 

1379.  Exemple.  —  Soit  Téqualion 

j:* —  2X  —  5=0 

déjà  considérée  (1367),  et  qui  n'a  qu'une  seule  racine  réelle  positive  et 
deux  racines  imaginaires  conjuguées.  Nous  avons  trouvé  pour  ces  ra- 
cines les  valeurs 

jci  =     2,094551 . , ., 

.rj  =  —  1,0473     ...-+- 1 ,1359. .  .f, 

jTs  =  —  1 ,0473     ...    -1,1 359 . . .  /. 

Nous  allons  les  vérifier  en  appliquant  la  formule  de  Cardan,  c'est- 
■à-diro  les  expressions  du  numéro  précédent.  On  a  ici 


c'est-à-dire,  en  réduisant  en  décimales  et  en  extrayant  la  racine  carrée, 

A  =  Y2,'5  -H  v^5, 95370370  =  \/4, 94002 12, 


B  =  y2,5  —  /5, 9  3370370  =  v^o,  0599788. 

L'emploi  des  logarithmes  pour  extraire  les  racines  cubiques  donne 

«nsuite 

A  =  1 ,7o3i  108. . .,        6  =  0,3914406...; 
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el  il  en  résulte  comme  ci-dessus,  avec  quelques  décimales  de  plus, 

xi  =  A  -+-  B  =  7., 09455 14 • . ., 

A-hB   (A-B)v/3.       ,   .      oc  o   • 
xj  = 1 1 — '-^ — /  =  —  1 ,0472757  -f- 1 ,  1359397/, 

A-+-B   (A-B)/3  .       ,   .      or  o   • 

X^=z /  =  —  I  ,0472757  —  I  ,1  359397  f. 


Calcul  des  racines  de  l'équation  dn  troisième  degré,  lorsqu'elle  a 
ses  trois  racines  réelles  ;  cas  irréductible. 

1380.  La  condition  —-  -h  ^~  <  o  est  supposée  remplie.  La 

4       27 

quantité  placée  sous  les  radicaux  du  second  degré  de  la  for- 
mule de  Cardan 


"'  "  v''- !*  \/f  -  ^  -  v^i  V? 


El 


est  donc  négative,  et  la  valeur  de  x  se  présente  comme  somme 
de  deux  quantités  imaginaires  :  c*estlecas  irréductible  (1377). 
Pour  ramener  chaque  imaginaire  à  la  forme  trigonomé- 
trique  (836),  nous  poserons  [en  désignant  par  p  le  module  et 
par  9  rargument  qui  sont  communs  aux  deux  imaginaires 
conjuguées] 

—  -  =  PC0S9,         -,-  -h  ^—  =— p*  sur©. 

2       '^  4        27  ^  ^ 

Il  viendra 


xz=.  ^p(coscp  -h  «  sinç)  -h  v/ptcos9  —  *  sincp) 
ou,  en  appliquant  la  formule  de  Moivre  (846), 

I'          3/-/       ikr^-^o        .   .    2A-7r  +  C) 
a?  =:  i/p  (  COS 5 -h  l  Sm q - 
3/-/        2Xr7r-+-o        .   .    aA-TT-h^X 
-hVp  (  COS 5 — ' — «sm j — ^  )• 

Dans  cette  formule,  on  doit  donner  à  l'entier  k  les  valeurs 
successives  o,  î,  a,  et  il  doit  recevoir  la  même  valeur  dans  les 
deux  parenthèses  du  second  membre. 
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y 


11  faut,  en  effet,  que  le  produit  yz  soit  égal  à  —  -^i  c'est- 

«-(lire  réel  et  même  positif,  puisque/?  est  négatif.  Or,  ce  pro- 
duit est  celui  des  deux,  radicaux  cubiques  de  la  formule  (i)  ou 
(les  deux  parties  de  la  somme  qui  constitue  le  second  membre 
de  la  formule  (a).  En  substituant  à  X  la  même  valeur  dans  les 
deux  parenthèses,  on  obtient  évidemment  comme  produit, 
puisqu'il  s'agit  d'imaginaires  conjuguées  (820), 

Si  Ton  donnait,  au  contraire,  à  k  des  valeurs  différentes  dans 
les  deux  parenthèses  de  la  formule  (a),  les  imaginaires  ne 
disparaîtraient  plus. 

k  ayant  ainsi  la  même  valeur  dans  tous  les  termes  du  se- 
cond me  mbre  de  la  formule  (2),  cette  formule  se  réduit  à 

(  3  )  x^iiyp  cos 5 — ^  • 

Des  deux  relations 

^  J-  z=zQ  coscp,  ^  -h  —  =  —  p*  sm'Q, 

2  '  ^  [\  27  '  ^ 

on  tire  d'ailleurs 

-i^  =  p*cos*9,  d'où  1— =:— p*. 

4      '  27         '^ 

On  a  donc 


P^yZ-g.       ,ro(,       .irp  =  .//r|  =  ,wC| 


Ot 


coscp  =r-    — '   —  ' 


2p 

2 


v^l 


Quant  aux  racines  de  l'équation  x^  4-  px  4-  7  ~  o,  on  aura 
les  trois  valeurs  de  x  en  faisant  successivement  k  égal  à  o,  i,  a. 
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dans  la  relation  (3).  Elles  prendront  donc  la  forme 


•^'=V~? 


P       9 


(4)  l  dr,^at/  — ^cos      -    '^  =  *V/~  i  cos(  120»+  |  J. 
^,  ^  a  y/- 1  cos^^  =  2  y/ -  f  cos  (a4o°  +  I)  . 


En  se  rappelant  que  les  cosinus  de  deux  arcs  dont  la  somme 
est  TT  sont  égaux  et  de  signes  contraires,  tandis  que  les  cosi- 
nus de  deux  arcs  dont  la  somme  est  2  tt  sont  égaux  et  de  même 
signe  {Trigon,,  17),  on  peut  prendre  plus  simplement 


/      ô         o 


i^bis)  {   jc,=r  — 2i/—  ^COS 


^3=2i/—  ^  COsf  I20*'—  I  )  . 


Les  trois  racines  obtenus  sont  bien  réelles,  et  leurs  expres- 
sions sont  calculables  par  logarithmes. 
Si  la  formule 

(5)  cos9  = 


\/-f^ 


conduit  pour  coscp  à  une  valeur  négative,  on  doit  chercher 
dans  les  Tables,  comme  on  le  sait,  Tare  o'  qui  a  le  même 
cosinus  pris  positivement  :  9  est  le  supplément  de  9'. 

En  résumé^  pour  traiter*  le  cas  irréductible^  on  détermine 
d'abord  l'angle  9  compris  entre[o  eti:,  gui  répond  à  la  relation 
(  5)  indiquée  ci^dessus,  et  l'on  n'a  qu'à  porter  sa  valeur  dans 
les  formules  (4)  ou  {^bis),  pour  pouvoir  calculer  directe- 
ment par  logarithmes  les  trois  racines  de  l'équation  donnée. 

Comme  vérification,  la  somme  trouvée  pour  leurs  valeurs 
doit  être  nulle  ou  très  approximativement  nulle  (1036). 
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1381.  Les  trois  racines  étant  toujours  réeUes,  si  Ton  avait 

deux  des  racines  deviendraient  égales  entre  elles  (12^5,  1376). 
Reprenons  les  relations 

-  f  =  P  COS9,         ^  -+-  ^  =  -  p»sin«o. 

La  deuxième  donne  alors  sin'cp —  o,  c'est-à-dire  9  —  0  ou 
ozziTT.  Comme  le  module  p  est  essentiellement  positif,  la 
première  relation  montre  que  9  sera  égal  h  o  si  q  est  né- 
gatif, et  à  TT  si  7  est  positif. 

Pour  <7<o,  les  expressions  des  trois  racines  deviennent 
donc  (1380)  _ 


x, 


=  -^^-'icos6o':^-^-^^, 


^j  r^  2  4  /  —  ^  COS  I  20®  =2  Xi. 

Pour  7  >  o,  ces  expressions  deviennent 


a\z-2i/  —  ^  cos6o<»~i/—  (\ 

0-3— 24/ —  ^  cos6o«==.r,. 

L'équation  du  troisième  degré  admettant,  dans  cette  hypo- 
thèse, une  seule  racine  simple  et  une  seule  racine  double, 
ces  racines  doivent  èire  commensurables (idSO),  C'est  ce  qu'il 
est  facile  de  vérifier.  De  l'équation  de  condition,  on  déduit 

il   en   résulte,   en   remarquant  que  p  est  négatif  et  en 
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extrayant  ia  racine  carrée  des  deux  membres 


f-K-ftv 


r~P 

"3 


Siq  est  <o,  il  faut  croiser  les  signes  des  deux  "membres  de 
celte  égalité,  et  prendre 


2  3  V 


p 

3 


On  a  alors,  d'après  les  formules  précédentes, 

_  3<7  _      _      ^7 

P  '  '  2p 

Si  q  est  >  o,  il  faut  assembler  les  signes  supérieurs  et  les 
signes  inférieurs  des  deux  membres  de  l'égalité  et  prendre 


2  3  V        3 


On  a  alors,  d'après  les  formules  correspondantes, 

_  3^  _      _      ^7 

1^1  —  ■■^~~  L»  l  "^^  1  «^s       ■  —    ~~~  • 

P  2/> 

Ces  résultats  sont  d'accord  avec  les  formules  connues  (1038, 2"^). 

1382.  On  peut  indiquer  d'avance  (ce  qui  est  utile  dans  cer- 
tains cas)  l'ordre  de  grandeur  des  trois  racines,  lorsqu'elles 
sont  inégales. 

De  la  condition  (1380) 

o  <  9  <  TT, 

on  déduit  successivement  (par  division  d'abord  et  par  addi- 
tion ensuite) 

*'<    i    <v 

27r  27T  H-  o 

-3-<— 3^<7:, 

47r       47:4-0       Stt 

T  "^      3—^  ^T' 

Le  cosinus  diminuant  quand  l'arc  augmente  de  o  à  tt,  et 
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augmentant  quand  l'arc  augmente  de  tt  à  ar,  on  a,  en  pre- 
nant les  cosinus  des  arcs  comparés, 

9  I 

I  >       cos^       >  -> 

3  2 

>  COS 5-— ï-  >  —  1 , 

2  6 

m 

-  >  COS       ^    ^  >-    -• 

2  5  2 


On  a  donc 


9  4^7  -4-  9  _  27:  -f-9 

cos-^  >  COS      »    ^  >  COS  -    o— ^  ; 


et  il  en  résulte  immédiatement  (1380) 

^1  >  ^3  >  «^S' 

(]e  résultat  concorde  avec  les  résultats  obtenus  au  numéro 
précédent,  jc^  étant  toujours  comprise  entre  Xf  et  x,  peut, 
dans  le  cas  d'une  racine  double,  devenir  égale,  soit  à  sa  limite 
inférieure  .r,  [</  <  o  et  9  —  o],  soit  à  sa  limite  supérieure  Xi 
[7>  o  et  9  =  7r]. 

Applications. 

1383.  A  cause  de  rimportance  de  la  résolution  dlrecle  de  réquation 
du  troisième  degré,  nous  indiquerons  complètement  la  marche  des  cal- 
culs dans  les  exemples  suivants  : 

I"  Soit  à  résoudre  l'équation 

x' —  j.r  H-  7  =  o, 

déjà  cofufldérée  (1363),  et  dont  les  trois  racines  sont  réelles. 
Nous  aurons  d'abord  (1380) 


-\/-|=v/f  " 


—  7 

coso  = —  — 


v-^. 


ap 


coscp  étant  ici  négatif,  il  faudra  chercher  l'angle  supplémentaire 
Nous  indiquerons  toujours  par  la  notation  L  les  logarithmes />r<^?areV, 
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OU  les  logarithmes  négatifs  dont  la  caractéristique  seule  a  été  rendue 
négative  {Alg,  élém.,  371). 


CALCUL  DE   p. 

log343  =  2,5352941 
L.27  =2,5686362 
logp»  =  i,io393o3 
logp      =o,55i965i 

«p'=jo'»53'36',  I, 


CALCUL   DB  (p. 

log7  =  0,8450980 
L.2  =1,6989700 
Lp     =T,  4480349 

10gC08o'  =  1,9921029 

«p  =  i8o°—  <p'=  169*^6' 23',9, 


I 


56»22'7',97,     6o^—  I  =  3'37'52',o3,     i^o"  — |  =  63«37'5a',o3 


Nous  aurons 


ensuite     puisque  l/—  ^  =  J/'p  (1380) 


J73 


=  2y^p  C0s|> 


=  —  2 


î/pco8(6o'*-|), 

2  ^'p  C0S(  120*'—  I  j 


Nous  chercherons  —  x^^  et  nous  changerons  le  signe  du  résultat. 


CALCUL  DE  Xi. 

log2  =  o,3oio3oo 

l0gv^p  =  0,1839884 

çcos  1=7,7433873 

iogx|  =  0,2284057 

•^I  =  1,692021 


CALCUL  DE  Xg. 

logi  =  o,3oio3oa 
log  v/p  =  o ,  1 839884 

logcos(6o°— I  j  =  T, 


999  ï  ^7^- 


log(— .r,)  =  0,4841 456 
.rj  =  — 3,048917 


CALCUL  DE  ^3. 

10g2  =  0,3oi()3<M» 

logv^p  =  o,i8:i9«8'i 
log  cos  (  1 20**—  I  ]  =  î j 6 47  '»'^'^ ^ 

log^a  =  o,  1325467 
Xz  =  1 ,356896 


Les  valeurs  des  racines  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 
trouvées  au  n°  1363,  et  l'on  a  bien  (  1382  ) 

X\  ^'  Xj  ]>  JTj. 

'>.**  Partager  un  hémisphère  en  deux  parties  équivalences  par  un  plwt 
parallèle  au  grand  cercle  qui  lui  sert  de  bave. 

Le  plan  sécant  partage  l'hémisphère  en  deux  parties  :  l'une  d'elles  est 

un  segment  sphérique  à  une  base,  qui  s'appuie  sur  le  cercle  déterminé 

par  le  plan  sécant,  et  dont  nous  désignerons  la  hauteur  par  x.  Le  vo- 

*  lume  de  ce  segment  sphérique  à  une  base  devant  être  la  moitié  de  celui 
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de  rhomisphère,  nous  aurons,  en  appelant  R  le  rayon  de  ia  sphèn> 
(.Géom.y  596,589), 

i7r.r>(3R  — .r)=:  ^ttR». 

L'équation  du  problème  est  donc 

j:»— 3Rx»-4-R3  =  o. 

Si  Ton  prend  pour  plus  de  simplicité  le  rayon  de  la  sphère  pour  unité, 
cette  équation  devient 

et  c'est  celle  qu'il  faut  résoudre.  On  fera  disparaître  son  second  terme  en 
posant (1061)   • 


3 


.r=j-^5 


ou 


d'où 


.r  ^-x  4-  I 
r'  — 3/  — I   -  o. 


Cette  dernière  équation  a  ses  trois  racines  réelles  (1376),  puisqu'on  a 

(ï)"-(-r)<- 

d'après  le  théorème  de  Descartes,  elle  a  une  seule  racine  positive  et  deux 
racines  négatives.  Au  point  de  vue  de  la  question  posée,  x  doit  être  positif 
et  moindre  que  le  rayon  i .  La  relation  x  =  ^  -+- 1  montre  alors  qu'il  faul 
rejeter  la  valeur  positive  de  j  et  n'admettre,  de  ses  deux  valeurs  néga- 
tives, que  celle  qui  est  moindre  que  i  en  valeur  absolue. 
On  a,  pour  l'équation  en^  (1380), 


' -  V- g "  /i 


et 


coso 


=  zl2 


1 

2 


11  en  résulte 


<p  —  6o* 


et 


—  20". 


Les  trois  racines  de  l'équation  en  y  sont  donc 


ie\*» 


Xx  =  l  C0S2O",  jj  —  —  2  C084O 


^5  =  2  COSIOO*. 


En  se  servant  des  Tables  des  lignes  trigononiétriques  naturelles  qui 
terminent  le  t.  Il  (Trigon.,  p.  763),  on  a 


cos -20°=  0,93969,        cos4o**=  0,76604, 
cosioo*=-   00880"  =  — 0,17865, 


c'est-à-dire 


j,  =  1 ,87938,       j>  j  ~  —  1 ,  53208,        vs  =  —  0,34730. 
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On  a,  par  suite  (j:  =  j  -i-  i), 

jrj  =  a,87938,        .rj  = --o,532o8,        jr|  =  0,65270. 

D'après  ce  qui  préeède,  la  seule  racine  xz  répond  au  problème  tel 
qu'il  a  été  énoncé.  On  en  déduit,  si  Ton  veut,  pour  la  distance  du  plan 
sécant  au  centre  de  la  sphère, 

I  —  jTj  =  o  ,3473«  =  — r«- 

Résolation  trigonométriqne  dn  cas  irréductible. 

138&.  Quand  Téquation  du  troisième  degré  à  coefQcients 
réels  a  ses  trois  racines  réelles,  il  est  facile  de  la  résoudre  en 
se  reportant  au  problème  de  la  Trisection  de  l'angle. 

Nous  avons  vu,  en  eflFet  (  Trigon,^  73),  que,  lorsqu'on  cherche 

cos  -5  en  fonction  de  cosa,  l'inconnue,  j?:=cos^j  est  déter- 
minée par  l'équation  du  troisième  degré 
,  .  ,3         cosa 

(l)  J?' —  -:  X =  O. 

4  4 

On  trouve  alors,  par  la  Trigonométrie,  que  les  trois  racines 
de  cette  équation  sont  réelles  et  ont  pour  expressions 


COS->       COSi  120*  -+-  7;   I» 


(  I20«-+-  3  j»       COs(24o<>-h  I  j 


OU,  d'une  manière  générale, 

2Â:7r  -h  a 
cos » 

en  faisant  successivement  A:  égal  à  o,  1,2. 

Si  Ton  pouvait  identifier  l'équation  donnée  du  troisième 
degré 

(2)  jr'  +  /?a: -i-<7  =  0, 

avec  l'équation  (i),  ses  racines  seraient  donc  immédiatement 
connues.  Or  l'équation  (2)  renferme  deux  paramètres  arbi- 
traires/? et  ^,  tandis  que  l'équation  (i)  n'en  renferme  qu'un 
seul,  cosa.  Pour  rendre  l'identification  possible,  il  faut  donc 
introduire  une  nouvelle  quantité  dans  l'équation  (i).  C'est  à 
quoi  l'on  arrivera  en  multipliant  ses  racines  par  un  paramètre 
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iiuléterrainé  p.  On  obtient  ainsi  la  transformée  (1057) 

{\   (HS)  X^—jÇl^X  —  p^— =zOy 

(H  les  racines  de  cette  nouvelle  équation  ont,  à  leur  tour, 
pour  expressions 

(3)  p  COS ^ [^I=:0,  1,2]. 

L'identification  des  équations  (2)  et  (1  bis),  devenue  pos- 
sible, conduit  aux  relations 


p  -z~^  jP^,         f/  z^—-  jP^  cosa. 
4  4 


Il  en  résulle 


2 

2' 


Ainsi,  en  donnant  à  p  et  à  cosa  ces  valeurs,  les  racines  de 
réqualion  (2)  se  confondront  avec  celles  de  Téqualion  (i  bis)^ 
de  sorte  qu'elles  seront  exprimées  par  la  formule  (3).  On  esi 
ramené,  par  conséquent,  d'une  manière  très  simple,  aux  va- 
leurs déjà  obtenues  (1380). 

D'ailleurs, /^owr  que  ces  valeurs  soient  admissibles,  il  faut, 
puisque  cosa  est  réel,  que  p  le  soit  aussi,  c'est-à-dire  que  p 
soit  négatif.  11  faut,  de  plus,  que  le  carré  de  cosa  soit  moindre 
(|ue  l'unité,  puisque  cosa  est  compris  entre  —  i  el  -f-i.  On 
en  conclut 

4  27  4        ^7 

ce  qui  est  précisément  la  condition  pour  que  l'on  se  trouve 
effectivement  dans  le  cas  irréductible  (1380). 
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CHAPITRE  II. 

RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DE  L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Méthode  de  Ferrari. 

1385.  La  méthode  la  plus  anciennement  connue  pour  ré- 
soudre réqualion  du  quatrième  degré  est  celle  de  Louis 
Ferbabi  (*),  élève  de  Cardan.  Cette  méthode  réduit  finalement 
la  résolution  de  Téquation  du  quatrième  degré  à  celle  de  deux 
équations  du  second  degré  :  voici  en  quoi  elle  consiste. 

Supposons  qu'on  ait  ramené  Téquation  donnée  à  la  forme 

(i)  a7*-hPj^«-f-Qa7«-4-R.r-f-S=::o 

ou 

:r*-f- Px^zzz— Q^ï— R;r  —  8. 


pS      T.Î 


Si  Ton  ajoute  aux  deux  membres  — ^i  le  premier  membre 
deviendra  un  carré,  et  Ton  aura 


^* 


-+- ?  X  y  T=  ^  ^  -  0  )  ^  *  -  R  X  -  S . 


Cherchons  maintenant  à  rendre  également  le  second  membre 
un  carré,  sans  que  le  premier  membre  cesse  de  remplir  celte 
condition.  Pour  cela,  /  étant  une  indéterminée,  ajoutons  aux 
deux  membres  de  la  dernière  équation  la  quantité 


î     P   \        r- 


7r  h'       4 


(*}  Mathématicien  italiea  de  la  première  partie  du  xvi*  siècle. 
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II  viendra 


Pour  que  le  second  membre  de  Téqualion  (2)  soil  aussi  un 
carré,  il  suffit  que  v  satisfasse  {Al^.  élém,,  229)  à  la  relation 


(3) 


Pr 


r)'=(^-Q-hj)(7*-4S), 


c'est-à-dire,  en  développant,  à  Téquation  du  troisième  degré 

(3  bis)    y^—  Q7«4-  (PR  -  4S)/  —  S(P*—  4Q)  -  R*  =  o. 

Cette  équation  du  troisième  degré  est  la  réduite  ou  la  résol- 
K'ante  de  l'équation  donnée. 

La  connaissance  d'une  seule  racine  de  la  résolvante  en- 
traîne la  résolution  de  l'équation  (1),  ou  de  l'équation  (2)  qui 
n'en  diffère  que  par  la  forme. 

En  effet,  l'équation  (2)  peut  alors  s'écrire  [d'après  l'équa- 
tion (3)] 

et,  son  premier  membre  étant  la  différence  de  deux  carrés, 
elle  se  décompose  (en  ordonnant),  dans  ces  deux  équations 
du  second  degré 

L>:_R 

•»•'+  I  --  -H  1/-7-  —  0  -t- J  ).r  -H  ^  H =  O. 


(4) 


Pv 


œ^-^  \ i  /  -7 u  -h  r  IJ7  4-  • ■—  —  «>, 


qui,  résolues,  à  l'aide  d'une  seule  valeur  de/,  font  connaître 
les  quatre  racines  de  l'équation  (i). 

On  voit  que  les  racines  de  V équation  générale  du  quatrième 
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degré  sont,  comme  celles  des  équations  générales  du  troi- 
sième et  du  second  degré,  exprimées  par  des  radicaux. 

Les  deux  équations  (4)  ayant  respectivement  pour  racines 
•Fx  €t  xj,  jT,  et  ^4,  on  a 

_  y  îî 

X\  X*  —  —  -H 
2 


v/Ç-« 


.r  -^ 


7 


\/f-«+^ 


c'est-à-dire,  en  ajoutant, 

Ainsi,  la  résolvante  (3  bis)  a  pour  racine  la  fonction  ci-dessus 
des  quatre  racines  de  la  proposée,  fonction  qui  n*est  suscep- 
tible que  de  trois  valeurs  différentes,  lorsqu'on  varie  la  sub- 
stitution des  racines  de  toutes  les  manières  possibles. 

Méthode  de  Descartes. 

1386.  Nous  avons  déjà  indiqué  cette  méthode  (1087).  En 
exprimant  que  le  trinôme  œ^-^ px  -\-  q  est  un  diviseur  du 
premier  membre  de  Téquation  proposée,  soit  par  division, 
soit  par  identification  (1085),  on  obtient  deux  équations  entre 
les  inconnues  p  ei  g  et,  en  éliminant  Tune  d'elles,  on  par- 
vient à  une  équation  du  sixième  degré  qu'on  peut  toujours 
(que  réqualion  donnée  du  quatrième  degré  soit  ou  non  privée 
de  son  second  terme)  ramener  au  troisième  degré  comn:e 
nous  l'avons  expliqué  (1087).  Cette  équation  du  troisième 
degré  est  la  résoU^ante^  et  elle  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle 
de  Ferrari.  Une  seule  racine  de  la  résolvante  étant  déter- 
minée, la  résolution  de  l'équation  générale  du  quatrième 
degré  est  encore  ramenée  à  celle  de  deux  équations  du  se- 
cond degré. 

Reprenons  ici  la  question,  en  supposant  l'équation  donnée 
privée  de  son  second  terme,  c'est-à-dire  de  la  forme 

(i)  ^^4- A^'-l-Bj:-hC=o, 


5qo  algèbre  supérieure. 

el  en  simplifiant  un  peu  l'élimination.  Si  Tun  des  diviseurs 
du  second  degré  du  premier  membre  est  œ^-hpjc-i-  q,  celui 
qui  lui  sera  associé  sera  de  la  forme  x^-—  px  -h  q\  puisque, 
réquation  donnée  étant  privée  de  son  second  terme,  la  somme 
de  ses  racines  doit  être  nulle  (1036,1087).  On  peut  donc  écrire 
identiquement 

j^^-f-  A.r*+  Bic  -h  C  =  (jF*-h/?x  -h  q){x^  —  px  -{-  q') 

ou 


x^-\-  Ac/'*4-  Ba7-i-  C  =  J?^-l- 


p 

x^-^-q 

p 

-P' 

+  7' 

a;'  — 


P9 
PI' 


X  -f-  qq\ 


Les  équations  de  condition  sont,  par  suite, 

q—p*-hq'=\,  pq'  —  pq-B,  qq'=:C, 


On  en  déduit 


q'  -{-  q  =  A  -\-  p^9 


q'-ç^--, 


el,  en  retranchant  ces  deux  relations  membre  à  membre, 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient,  d'après  la  troisième 
équation  de  condition, 

477'=  (A +  ;>•)'- j^  =  4C. 


L'inconnue  principale  p  sera  donc  donnée  par  l'équation 

(X-hp-yp^-^Cp^-  B«=:o, 

qui  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  p,  et  qui  s'abaisse 
par  conséquent  du  sixième  au  troisième  degré.  Si  Ton  pose 
p^—-Zy  la  résolvante  devient,  comme  précédemment  (1087), 


(^0 


5'H-2A5»-+-(A«—  4G)5  — B«  =  o. 


Si  les  coefficients  de  Téquation  (i)  sont  réels,  celte  résol- 
vante (a)  a  toujours  une  racine  positive,  qui  résout  la  question 
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Méthode  de  Lagrange,  formnle  d'Euler. 

1387.  Lagrange  (*)  a  employé  pour  le  quatrième  degré  la 
même  marche  que  Huddb  pour  le  troisième  degré  (1375),  en 
partant  de  Téquation  du  quatrième  degré  privée  de  son  second 
terme. 

Soit  donc  Téquation 

dont  nous  supposerons  immédiatement  les  coefficients  réels. 
Posons 

(2)  .r  m  w  4-  V  -\-  t. 

En  élevant  une  première  fois  au  carré,  il  vient 

jc^z=  ««-h  r'4-  t^-h2{uv  -h  ut  4-  t'O 

ou 

j:*—  («*-h  (>*-H/*)  =  2{uv-\-  ut-^vt). 

Si  Ton  élève  une  seconde  fois  au  carré,  on  trouve 

^•*—  •2(m*+  r«-h  ^»)x»4-  (M--h  r'H-  ^5)* 

En  remplaçant  dans  le  dernier  terme  u  -i-  v  -\-  i  par  r  et 
en  transposant,  on  arrive  finalement  à  Téquation 

En  raison  des  trois  indéierminées  w,  r,  t,  on  peut  chercher 
;i  identifier  les  équations  (i)  et  (i  bis).  Les  conditions  d'iden- 
tification sont  les  suivantes  : 

2 
uçt  —  —  I , 


(  *)  Leçons  de  Mathématiques  données  à  l'Écoie  Normale  en  1795.  Leçon 
troisième. 
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On  en  déduit  facilement,  en  élevant  la  seconde  équation 
au  carré  el  en  renversant  ensuite  Tordre  des  deux  dernières, 

2 


^  lO         'i  10 


/?*       /• />'  —  f\  r 

7 
I 


Les  équations  (3)  prouvent  (1036)  que,  si  Ton  prend 
f«^,  i  ^  /*,  pour  inconnues,  ces  trois  quantités  sont  racines  de 
l'équation  complète  du  troisième  degré 


\\)  "  ^  2  i6  6'- 


qui  est  alors  la  réduite  ou  la  résohante  de  Téquation  (i). 

Si  Ton  désigne  par  ^i,  s,,  ^3,  les  trois  racines  de  cette  résol- 
vante, on  aura 

c'est-à-dire  ^  ^ 

La  valeur  de  ^  =  e^  -h  t'  -t-  /  est  donc  déterminée,  et  Ton  a, 
d'une  manière  générale, 

formule  élégante  indiquée  pour  la  première  fois  par  £ulbb. 

(Chaque  radical  carré  ayant  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires,  si  Ton  combine  ces  valeurs  de  toutes  les  manières 
possibles,  on  trouve  pour  Téquation  (i)  /rc/iY  racines  au  lieu 
de  quatre.  Mais  il  faut  observer  qu'on  a  élevé  au  carré  les 
deux  membres  de  la  seconde  équation  de  conoition  obtenue 
directement, 

et  qu'on  a  doublé  par  cela  même  le  nombre  des  solutions 
{Alg,  élém.,  104).  Il  s'ensuit  que,  pour  avoir  les  véritables 
racines  de  l'équation  (i),  il  faut  que  les  radicaux  carrés  qui 
entrent  dans  la  valeur  (5)  de  a?  soient  pris  avec  des  signes 


I 
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explicites,  tels  qu'on  ait 

, —  ,  --    ,  —  /jf 

c'est-à-dire  que  le  produit  des  trois  valeurs  associées  soit  de 
signe  contraire  à  q. 
Il  est  nécessaire  de  discuter  avec  soin  la  formule  d'Euler. 

Discussion. 


q  positif. 


q  négatif. 


oc^  —  ~i~  V  ^1  ~^  V  "^î —  V  -^8» 

Xj  —  -+-  v/-i  —  \/-i  -+-  \^z, 

,.r;  —s       \  z^  —  \f  z^  —  y,  :;j,. 

a- ,  =  -h  V^  H-  \/'- 1  -H •  S/'zt , 

•^;  — —  V^^i  —  V^'-t-HV'-j. 


(*)  La  discussion  de  ces  trois  cas  et  de  la  formule  d'Euler  a  été  donnée 
pour  la  première  fois,  d'une  manière  complètement  exacte,  par  M.  Bret 
(  Correspondance  sur  l 'École  Polytechnique,  t.  II  ). 

De  C.  —  Cours.  IV.  38 


{ 

I 


'A 


1388.  Trois  cas  peuvent  se  présenter  ('),  et  ces  trois  cas 
conduisent  pour  les  racines  de  l'équation  (i)  à  des  formules 
différentes,  suivant  que  q  est  positif  ou  négatif. 

La  réduite  (4)  (1387)  ayant  son  dernier  terme  négatif,  quel  | 

que  soit//,  a  toujours  une  racine  positive  (1010).  Par  consé-  | 

quent,  les  trois  cas  à  examiner  sont  les  suivants  :  i<*  la  ré- 
duite a  ses  trois  racines  positives;  a®  la  réduite  a  une  racine 
positive  et  deux  racines  négatives;  S""  la  réduite  a  une  racine 
positive  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Premier  cas.  —  La  réduite  ayant  ses  trois  racines  -s,,  c„  5,, 
positives,  nous  admettrons  que  les  trois  radicaux  correspon- 
dants v^f  v^-s,,v/^,  représentent  des  déterminations  positives. 
Nous  aurons  alors,  pour  les  quatre  racines  a?i,  ^„  ^,,  x,^  de 
l'équation  (i),  les  deux  Tableaux  suivants,  puisque  le  produit 
uvt  doit  toujours  être  de  signe  contraire  à  q  (1387). 


1 
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On  voit  en  même  temps  que,  lorsque  la  résolvante  a  ses 
trois  racines  positives,  l'équation  proposée  a  ses  quatre  racines 
réelles. 

Deuxième  cas.— La  réduite  ayant  une  racine  positive  z^  et  deux 
racines  négatives  5j  et -Sj,  nous  admettrons  que  y^  représente 
une  détermination  positive,  tandis  que  ^zl  et  ^z^  seront  des 
quantités  imaginaires  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme  i^^z^ 
et  ^v  ~"^8,  en  supposant  également  les  deux  radicaux  positifs. 
Quand  on  multipliera  les  valeurs  des  trois  radicaux  pour  vé- 
rifier la  condition  uçtz=:~  ^,  on  obtiendra  donc  dans  le  pre- 

mier  membre  un  facteur  /*  —  —  i  qui  permettra  de  changer  le 
signe  des  deux  membres,  sans  modifier  les  signes  des  valeurs 
des  radicaux.  Par  suite,  il  faudra  ici  que  le  produit  des  trois 
déterminations  choisies  ait  au  contraire  le  môme  signe  que  7. 
Il  en  résulte  les  deux  Tableaux  suivants  pour  les  valeurs  des 
racines  de  Téquation  (i)  : 


q  positif. . . . 


q  n(^gatif .  .  .      '. 


^iB—  f^_^^  ^^BB 

.^2  =^^  ~^~  V  '*'l \  ^i V  "^3  ♦ 

.V^  rzr  —  V  -^1  "^^  V  ^î~~  \  -^Sj 
vTj,  ~^^^  —  y  V I  -^  y  3j  —f-  y  Z^, 

.l'i  z:z.  ~>r  ^  Z i -\-  \'  Zi  —■  \  Jj  , 

«Cj  —  —\—  y  Zy  ——  y  Z't  — f-  y  1^3 , 
•   .rv  i^  —  V  c  I  —  \  ^i       V  "^i  • 


On  trouve  les  mêmes  Tableaux  que  dans  le  premier  cas, 
mais  renverses,  c'est-à-dire  que  celui  qui  correspondait  à 
q  positif  correspond  maintenant  à  q  négatif,  et  inversement. 

On  voit  seulement  que,  lorsque  la  résolvante  a  une  racine 
positive  et  deux  racines  négatives^  la  proposée  a,  en  général, 
ses  quatre  racines  imaginaires* 

Nous  disons,  en  général,  parce  qu'il  peut  arriver  que  les 
deux  racines  négatives  de  la  réduite  soient  égales  entre  elles. 
Si  Ton  a  3,  =  ^,,  l'équation  proposée  présente,  à  son  tour, 
deux  racines  réelles  égales  et  deux  racines  imaginaires  con- 
juguées. 
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Si  q  est  positif,  on  a 

.r,  :-  -h  V  "^1  ~^~  '•'-  V  -=^1  »         JTj  ■=  -r  V^-:?!  —  2  y/-^, . 
Si  q  est  négatif,  on  a 

J'^  z-  .^•J  :=!  -t-  y  Cj , 


'''3 


Troisième  cas.  —  La  réduite  ayant  une  racine  positive^i  et  deux 
racines  imaginaires  conjuguées ^s  et  Sj,  nous  admettrons  que 

V'5i  représente  une  détermination  positive,  et  qu'il  en  est  de 

môme  pour  s/z^  et  sfzly  qui  sont  aussi  des  quantités  imagi- 
naires conjuguées  quand  on  prend  leurs  signes  parallèlement 
(831,  832).  On  aura  donc 

y  ^. .—  -h  {a  -'r-  hi ) ,         sj z^  =:  -t-  {a  —  bi). 

Le  produit  des  trois  déterminations  choisies  pour  a,  i»,  /, 

devant  être  égal  à  —  |>  et  le  produit  de  im-  bi  par  a  —  bi 

étant  la  quantité  essentiellement  positive  a}->r  b*,  les  quatre 
racines  de  l'équation  (i)  auront  absolument  la  même  expres- 
sion que  dans  le  premier  cas.  On  n'a  donc  qu'à  se  reporter 
aux  deux  Tableaux  qui  répondent  à  ce  premier  cas. 

En  consultant  ces  Tableaux,  et  la  différence  de  deux  imagi- 
naires conjuguées  étant  une  quantité  imaginaire  simple  (803), 
tandis  que  leur  somme  est  une  quantité  réelle,  on  voit  que, 
lorsque  la  résolvante  a  une  racine  positive  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées,  l'équation  proposée  a  deux  racines 
réelles  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Si  q  est  positif  ,  les  deux  racines  réelles  sont 

-«^3  —  —  V^-i -^  V -2 -+-  V'-ï  =^  —  V^-i  +  2 a, 

et  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  ont  pour  expres- 
sion _  _ 

j7,  —  -h  y/^i  4-  V^  —  V'-3  =  H-  V/'-^i  -+-  2  biy 
jFj  =  4-  s/'zi  —  ^^t  -H  V^-,  =  4-  v'v,  —  2  bi. 
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Si  q  est  négatif,  les  deux  racines  réelles  sont 

X,  =  -f-  \/^i  -h-  v^^  -^  v^-3  --  -^  V'^i  -+-  2«, 

el  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  ont  pour  expres- 
sions _        __  ^ 

Remarque. 

1389.  Nous  avons  trouvé  pour  résolvante  (1387)  Téquation 
complète  du  troisième  degré 

(4)  ^'+^-"+^^^i^-'-ë  =  «- 


'X 


i6  64 


Pour  la  résoudre  à  l'aide  des  formules  démontrées  au  Cha- 
pitre précédent^  il  faut  faire  disparaître  son  second  terme  en 

remplaçant  z  par  -  —  ^-  On  obtient  comme  transformée 


£)'-i-i2/-  p^        pr      q^ 

Lorsqu'on  aura  trouvé  les  racines  de  cette  transformée,  il 

faudra  les  augmenter  de  —  ^  ou   les  diminuer  de  ^  pour 

avoir  d'abord  les  racines  de  la  résolvante  (4)  et,  ensuite,  en 
consultant  les  tableaux  qui  répondent  à  la  nature  des  racines 
de  la  résolvante  (1388),  les  racines  mômes  de  Téquation  pro- 
posée. 

Exemple. 

1390.  Soit  à  résoudre  l'équation 

x*  —  25x«  4-  6ox  —  36  =  o. 

La  résolvante  (4)  (1389)  est  ici 

'iS    ^       760  3000 

'2  ib  64 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  097 

OU,  en  remarquant  que  -p-^  =  ~-  et  en  multipliant  les  deux  membres 
de  l'équation  par  i6, 

i()3^ —  'looz^-h  7693  —  (>00  =  G. 

On  vérifie  facilement  que  celte  résolvante  admet  la  racine  2,a5.  En 
divisant  alors  son  premier  membre  par  z  —  a,a5,  on  trouve  pour  quo- 
tient le  trinôme  1622  —  1643  +  400  qui,  égalé  à  zéro,  fait  connaître  les 
deux  autres  racines  de  la  résolvante;  ces  racines  sont  6,25  et  4-  On  a 
ainsi 

31  =  2,25,  32=6,2Î,  33=4. 

On  a  d'ailleurs  ^  =  60  ou  ^  >  o.  En  se  reportant  au  premier  cas  de 
la  discussion  (1388),  il  vient  donc,  pour  les  quatre  racines  réelles  do 
l'équation  proposée, 


I  Xi  =  "  v/2,25  H- v/6,25  —  \/4  —       i,îo-t-2,5o  —  2  = 


.rj  =  -  ^^iS  —  v/6 ,2)  -}-  ^4  =  I ,  )o  —  2, 5o  H-  2  =  I , 
.r3  —  —  ^2 ,  25  -H  y/ô , 2  î  -^  /4  —  —  I  j  5o  —  2 ,  5o  -t-  2  —  3, 
.r^  —  —  ^2 ,25  —  /6 , 25  —  /4  —  —  1 , 5o      2 , 5o  —  2  -  —  6. 


■*»»— 
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CHAPITRE  m. 

DES  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  ET  DE  L'IMPOSSIBILITÉ 
DE  RÉSOUDRE  ALGÉBRIQUEMENT  LES  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES 

AU  DELA  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Observations  préliminaires. 

1391.  Le  premier  savant  qui  ail  essayé  de  prouver  celte 
impossibilité  est  le  géomètre  Ruffini  (*);  mais  c'est  Abel  qui 
donna,  de  ce  fait  important,  la  première  démonstration  ri- 
goureuse (*).  Wantzel  (')  simplifia  depuis  cette  démonstra- 
tion en  quelques  points.  A  l'exemple  de  J.-A.  Serrrt  (*), 
nous  réunirons  et  nous  fondrons  dans  une  exposition  con- 
tinue les  deux  Mémoires  si  remarquables  d'Abeletde  Wanlzel. 

Nous  croyons  devoir  reproduire  d'abord  textuellement 
les  réflexions  qui  ouvrent  une  nouvelle  étude  posthume 
d'ABEL  (*)  sur  cette  question  délicate,  et  qui  la  posent  sur  son 
véritable  terrain. 

«  Un  des  problèmes  les  plus  intéressants  de  l'Algèbre  est 
celui  de  la  résolution  algébrique  des  équations.  Aussi,  on 
trouve  que  presque  tous  les  géomètres  d'un  rang  distingué 
ont  traité  ce  sujet.  On  parvint  sans  difficulté  à  l'expression 


(')  Ruffini,  médecin  et  mathématicien  italien  (1765-1822). 

(')  Journal  de  C relie,  t.  I,  182G.  —  Œuvres  complètes  de  Nikls 
IIknrik  Abbl,  nouvelle  édition  publiée  aux  frais  de  l'État  norvégien  par 
MM.  L.  Sylow  cl  S.  Lie.  Christiania,  h  dccclxxïi.  [Abel  est  mort  à  vingt- 
sopt  ans  (1802-1829).] 

(«)  Démonstration  de  l' impossibilité  de  résoudre  toutes  les  équations 
algébriques  avec  des  radicaux,  par  L.  Wantzel.  —  Nouvelles  Annales 
(la  Mathématiques,  1"  série,  t.  IV,  i845. 

(♦)  J.-A.  Skrret,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  troisième  édition.  Gau- 
Ihicr-Villars,  1866. 

(*)  Œuvres  complètes,  nouvelle  édition,  t.  II. 
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générale  des  racines  des  équations  des  quatre  premiers  de- 
grés. On  découvrit,  pour  résoudre  ces  équations,  une  mé- 
thode uniforme  (1370)  et  qu'on  croyait  pouvoir  appliquer 
à  une  équation  d'un  degré  quelconque;  mais,  malgré  tous 
les  efforts  d'un  Lagrange  et  d'autres  géomètres  distingués, 
on  ne  put  parvenir  au  but  proposé.  Cela  fit  présumer  que  la 
résolution  des  équations  générales  était  impossible  algé- 
briquement; mais  c'est  ce  qu'on  ne  pouvait  pas  décider,  at- 
tendu que  la  méthode  adoptée  n'aurait  pu  conduire  à  des  con- 
clusions certaines  que  dans  le  cas  où  les  équations  étaient 
résolubles.  En  effet,  on  se  proposait  de  résoudre  les  équa- 
tions sans  savoir  si  cela  était  possible.  Dans  ce  cas,  on  pour- 
rait bien  parvenir  à  la  résolution,  quoique  cela  ne  fût  nul- 
lement certain;  mais  si,  par  malheur,  la  résolution  était 
impossible,  on  aurait  pu  la  chercher  une  éternité,  sans  la 
trouver.  Pour  parvenir  infailliblement  à  quelque  chose  dans 
cette  matière,  il  faut  donc  prendre  une  autre  roule.  On  doit 
donner  au  problème  une  forme  telle ,  qu'il  soit  toujours 
possible  de  le  résoudre,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  d'un 
problème  quelconque.  Au  lieu  de  demander  une  relation 
dont  on  ne  sait  pas  si  elle  existe  ou  non,  il  faut  demander  si 
une  telle  relation  est  en  effet  possible...-  » 

1392.  Comme  le  remarque  Abel,  il  faut,  avant  tout,  définir 
ce  qu'on  entend  par  résoudre  algébriquement  une  équation 
algébrique. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  (997),  la  résolution  d'une 
équation  générale  de  degré  m  consiste  à  trouver  les  expres- 
sions qui,  composées  algébriquement  avec  les  coefficients  de 
réquation,  satisfont  à  celte  équation.  En  d'autres  termes,  il 
faut  parvenir  à  exprimer  ses  racines  par  des  fonctions  algé- 
briques de  ses  coefficients.  Il  y  a  donc  lieu  de  chercher  préa- 
lablement la  forme  la  plus  générale  de  pareilles  fonctions; 
d,  pour  cela,  de  revenir  sur  leur  nature  même.  Nous  sui- 
vrons ici  l'analyse  d'ABEL. 

Fonctions  algébriques. 

1393,  Désignons  par  œ^,  œ^,  x^j  ...,  un  nombre  fini  de 
quantités  quelconques  indépendantes,  et  par  i^  une  fonction 
de  ces  quantités. 
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V  est  une  /onction  algébrique  des  quautilés  considérées, 
lorsqu'on  peut  exprimer  v  par  ces  quantités  à  Taide  des  sic 
opérations  arithmétiques  (555),  effectuées  ou  répétées  dans 
un  ordre  quelconque  :  addition,  soustraction,  multiplication, 
division,  élévation  aux  puissances  entières  et  extraction  des 
racines.  L'addition  comprend  d'ailleurs  la  soustraction,  la 
multiplication  comprend  l'élévation  aux  puissances  entières, 
et  l'extraction  des  racines  d'indices  composés  dépend  immé- 
diatement de  l'extraction  des  racines  d'indices  premiers 
(137),  de  sorte  que  les  six  opérations  indiquées  se  réduisent 
en  réalité  à  quatre, 

IdOb.  Lorsque  les  deux  premières  opérations  (addition  et 
multiplication)  interviennent  seules,  la  fonction  s^  formée 
avec  les  quantités  considérées  est  dite  rationnelle  et  entière 
ou,  simplement,  entière. 

Soit  le  terme 

A, .m,  ,.//ij  •%/«< 
1         1         A    *  *  •  > 

OÙ  A  est  une  constante,  et  les  exposants  mj,  mj,  m^,  . . ,,  des 
entiers  positifs;  toute  fonction 

y  (.ri,  J"j,  Xj,  .  .  .) 

constituée  par  la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  ana- 
logues est  une  fonction  entière. 
Soient   t't,   t'i,   «^a,    .-,   plusieurs   fonctions   entières   des 

mêmes  quantités  a?!,  J7t>  ^i? Il  est  clair  que,  si  on  les 

soumet  aux  mêmes  opérations  que  ces  quantités  elles-mêmes, 
la  fonction 

/(^'lî  *'î»  ^'3>    •  •  •) 

conservera  la  même  forme  que  la  fonction /(^j, ./%, x-^^  . . .). 
Les  mêmes  opérations  (addition  et  multiplication)  répétées 
un  nombre  quelconque  de  fois,  pourvu  que  ce  nombre  soit 
fini,  conduiront  donc  toujours,  comme  résultat,  à  une  somme 
de  termes  de  la  forme  indiquée  ci-dessus,  ou  à  une  fonction 
entière. 

1395.  Lorsque  les  trois  premières  opérations  (addition, 
multiplication,  division)  interviennent  seules,  la  fonction  v 
formée  avec  les  quantités  jti,  j:„  .r,,  . . .,  est  dite  rationnelle 
et  fractionnaire  ou,  simplement,  rationnelle. 
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Si  l'on  a  deux  fonctions  entières,  telles  que 
eur  quotient 

est  un  cas  particulier  des  fonctions  rationnelles,  et  toute 
fonction  rationnelle  sera  le  résultat  de  la  répétition  de  Topé- 
ration  indiquée  pour  obtenir  v.  Si  Ton  a  plusieurs  fonctions 
t'i>  ^ii  ^3>  —1  de  la  forme  ci-dessus,  il  est  évident  que  la 
fonction 

J  (^'l>    ^'-.^T     ^'-l*      •    •    ■    ) 
A'     i^'l»    <'î>     ^'3»     •    •    •  ) 

peut  être  ramenée  à  cette  même  forme,  qui  est,  par  consé- 
quent, la  forme  générale  des  fonctions  rationnelles. 

1396.  Supposons,  enfln,  que  les  quatre  opérations  réelle- 
ment fondamentales  (addition,  multiplication,  division,  ex- 
traction des  racines  d'indices  premiers)  interviennent  dans 
la  composition  de  la  fonction  p  formée  avec  les  quantités  ^1, 
^2,  Xij  ....  Cette  fonction  deviendra,  par  opposition  aux  pré- 
cédentes, une /onction  algébrique  irrationnelle  ou  une  fonc- 
tion algébrique  générale. 

Pour  avoir  cette  fonclion,  il  faudra  combiner  la  fonction 
rationnelle  quelconque 

ou  l'opération  désignée  par/,  avec  l'opération  indiquée  par 
le  signe   \J  ,  m  étant  supposé  un  nombre  premier. 

Désignons  alors  par  /?,,  p^,  /?3,  ...,  des  fonctions  ration- 
nelles de  ^1,  ^,,  ^3,  ...  ;  par  /2,,  n^,  n^,  . . .,  des  nombres 
premiers,  et  posons 

/?'—/(  J7,,a:„,r3,  ...,  v//>i,  v/>!,  V/^3,  •../• 

/?'  sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  de  ^,, 
X,,  .z-a,  ...,  où  l'opération  représentée  par  le  signe  V  ne 
porte  que  sur  des  fonctions  rationnelles,  et  les  fonctions 
telles  que  /?'  seront  diies  fonctions  algébriques  du  premier 
ordre  (ou  fonctions  irrationnelles  du  premier  ordre). 
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Désignons  par  p\y  p\,  //,,  ...,  des  fonctions  algébriques 
du  premier  ordre;  parwj,  n\,  n\,  . . .,  des  nombres  premiers, 
el  posons 

p'  sera  la  forme  générale  des  fondions  algébriques  de  ^i, 
.r„  o^j,  . . . ,  où  Topéralion  représentée  par  le  signe  V  P^tit 
porter  à  la  fois,  mais  seulement,  sur  des  fonctions  ration- 
nelles et  sur  des  fonctions  algébriques  du  premier  ordre;  el 
les  fonctions  telles  que  p'  seront  dites /0/1C//0/15  algébriques 
du  deuxième  ordre  (ou  fonctions  irrationnelles  du  deuxième 
ordre). 

En  continuant  par  voie  d'extension,  on  obtiendra  des  fonc- 
tions algébriques  du  troisième,  du  quatrième,  ...,  du  /i»*™* 
ordre  (ou  des  fonctions  irrationnelles  du  troisième,  du  qua- 
trième, ...,  du  71'*"'^  ordre),  dont  les  notations  seront  /?*, 
/y\  . .  .,p^'*^;  et  il  est  clair  que  l'expression  des  fonctions  du 
^ièmo  ordre  se  confondra  avec  l'expression  des  fonctions  algé- 
briques générales.  Dans  une  pareille  expression,  l'opération 
représentée  par  le  signe  %^  peut  porter  à  la  fois,  mais  seu- 
lement, sur  des  fonctions  rationnelles  el  sur  des  fonctions  al- 
gébriques du  premier,  du  deuxième,  du  troisième,  ...,  du 
(/i  — i)»'^"»''  ordre. 

On  aura  donc,  pour  une  fonction  algébrique  d'ordre  fx,  dé- 
signée par  (S  l'expression 

dans  laquelle  /  représente  toujours  une  fonction  rationnelle 
des  quantités  entre  parenthèses;  p"^~^\  Pf~^'^  •  •  »  ^es  fonc- 
tions algébriques  de  l'ordre  i^  —  i;  /^i,  /'s,  ...,  des  nombres 
premiers;  et  Tj,  Tj,  ...  (pour  l'instant  et  au  point  de  vue  de 
la  définition  donnée),  des  fonctions  algébriques  d'un  ordre 
égal  ou  inférieur  à  jjl  —  i. 

1397.  Si,  dans  la  formule  (i)  [1396],  on  pouvait  exprimer 
les  radicaux  qui  portent  sur  les  fonctions  algébriques  de 

l'ordre  le  plus  élevé  [  Và^'^  J  en  fonction  rationnelle  des  au- 
tres quantités,  on  pourrait  les  éliminer  successivement.  La 
fonction  v  conserverait  la  môme  forme,  mais  son  ordre  de- 
viendrait égal  à  |x  —  I. 
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Par  conséquent,  si  la  fonction  r  est  en  réalité  de  Tordre  fx, 
on  pourra  chercher  à  réduire  dans  son  expression  les  radi- 
caux qui  portent  sur  les  fonctions  d'ordre  supérieur,  au  plus 
petit  nombre  possible;  mais  tous  ne  disparaîtront  pas,  et  Tun 
d'entre  eux  au  moins  ne  sera  pas  exprimable  en  fonction  ra- 
tionnelle des  autres  quantités  d'ordre  inférieur.  Si,  après  toute 
simplification,  le  nombre  des  radicaux  différents  affectant  des 
fonctions  algébriques  de  l'ordre  le  plus  élevé  (|^  —  i)  est  égal 
à  m,  on  dit  que  la  fonction  v  est  d'ordre  ]jl  et  de  degré  m. 

D'après  cela,  une  fonction  d'ordre  [i  et  de  degré  o,  ne  con- 
tenant dan»  son  expression  aucun  radical  recouvrant  une  fonc- 
tion algébrique  d'ordre  [x  — i,  est  la  même  chose  qu'une 
fonction  d'ordre  /x  —  i.  De  môme,  une  fonction  rationnelle  ne 
contenant  aucun  radical  peut  être  considérée  connue  une» 
fonction  algébrique  d'ordre  o. 

1398.  Finalement,  et  en  généralisant,  V  étant  une  fonction 
algébrique  générale,  d'ordre  \i  et  de  degré  w,  on  peut  écrire 
simplement 

(2)  V  "/(/•,,  /'. '{/))). 

Dans  cette  dernière  formUle,  /  désigne  une  fonction  ration- 
nelle des  quantités  entre  parenthèses;  /?,  une  fonction  algé- 
brique d'ordre  ji  —  i  ;  /i,  un  nombre  premier;  /•,,  r^y  . . . ,  des 
fonctions  algébriques  qui  peuvent  être,  en  raison  du  signe/, 
du  même  ordre  p.  que  V,  mais  dont  le  degré  est  alors,  dans 
leur  ensemble,  au  plus  égal  à  w  —  i  (1397). 

Aatre  forme  générale  des  fonctions  algébriques. 

1399.  Dans  l'expression  (a)  de  V  (1398),  /  désigne  une 
fonction  rationnelle  des  quantités  entre  parenthèses.  Par 
suite,  en  désignant  par  <p  et  4^  deux  fonctions  entières  de  ces 
mêmes  quantités,  on  peut  écrire  (1395) 

D'ailleurs,  toute  fonction  entière,  en  vertu  de  sa  composition 
(1394-),  peut  être  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  en- 
tières de  l'une  des  quantités  dont  elle  dépend.  Nous  pourrons 
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ainsi  ordonner  les  fonctions  9  et  4»  par  rapport  aux  puissances 

—  1 

de  yp  ou  de/?",  et  nous  aurons 


(i  bis) 


1  %  3 

1  "2  ii  'p 

^lA'"-^  ^,/^''-f-  hp^-\-.  • . 


Les  coefficients  (5)  et  (0  sont  des  fonctions  entières  des  au- 
tres quantités  /j,  /-j, 

Considérons  l'équation  binôme  a"  =  1,  et  désignons  par  a 
Tune  de  ses  racines  imaginaires  (847).  En  multipliant  Tune 
quelconque  des  racines  de  cette  équation  par  toutes  les  ra- 
cines elles-mêmes,  on  les  reproduit  toutes  dans  un  autre 
ordre  (851).  Il  en  résulte  évidemment  qu'on  peut  représenter 
ses  n  racines  par  oc,  a*,  «^  . . .,  ««-^  «"  =  1.  n,  nombre  pre- 
mier, est  un  nombre  impair.  Par  conséquent,  Téquation  a"  =  1 
a  Al  — I  racines  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux  et  une 
seule  racine  réelle  égale  à  i  (8W). 

Cela  posé,  remplaçons  successivement/?",  dans  le  dénomi- 
nateur T  de  la  valeur  (i  bis)  de  V,  par  les  n  —  i  expressions 


'  1  i  1 


a/?'*,     OL^p",     3?'/?",      .  .  .,     a 
T  prendra,  à  son  tour,  les  /i  — - 1  valeurs 

T        T        T  T 

Si  Ton  multiplie  alors  les  deux  termes  de  la  valeur  de  V  par 
le  produit  TjTjT, . . .  ï„_i,  il  vient 


(2)  V 


ol|l«l3...1/;-| 

1    1  1  1  2  1  3  •  •  •    1  /i  — 1 


On  a  d'ailleurs  nécessairement  (1036),  pour  la  somme  des 
racines  de  Téqualion  a'*  nu  1, 

I  -H  a  4-  a- ~{-  a '  --  .  .  .  -r  a'    '  =  o. 

Il  en  résulte  que,  dans  le  produit  TTiT,Tj . . .  T«-,,  les  puis- 
sances fractionnaires  de  p  disparaissent  toutes  (comme  on 
peut  le  vérifier  pour  une  valeur  quelconque  de  n),  et  que  le 
dénominateur  delà  valeur  (2)  de  V  est  une  fonction  enlièrede 
p  et  des  quantités  /•,,  /-j,  . . .,  dont  les  coefficients  (/)  sont  des 
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roncUons  entières.  Ce  dénominateur  est  d'ordre  fx  et  de  degré 
m  —  I y  comme  Tensemble  des  quantités  ri,  /•„  . . . ,  dont  il  dé- 
pend, 

La  môme  simplification  ne  peut  se  produire  au  numérateur 
de  la  valeur  (a)  de  V,  puisque  S  y  est  substitué  à  T.  Ce  nu- 
mérateur restera  donc  une  fonction  entière  de  s/p  et  des 


quantités  rj,  /,,  . . . ,  et,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  />",  on 
pourra  représenter  sa  valeur  par 

1  ï  3  k 

Uq  -h  W,  p"  -h  Uip"  4-  It^p"  -r-  .  .  .  -^  «A/>". 

Si,  en  même  temps^  le  dénominateur  est  représenté  paru,  on 

aura  simplement 

111  * 

(  3  )  V  irr  ^0  -+-  ^1  /»"  +  72  P"  -+-  73  /^"  -4-  .  .  .  4-  (//.  /Â 

en  posant 

Çof  <7i»  (7s»  •  •>  7a-  seront  ainsi  des  fonctions  rationnelles  de/?, 
/•j,  /•„  . . .,  c'est-à-dire  des  fonctions  algébriques  d'ordre  fi  et 
dejiegré  m  —  i  au  plus;  et  il  sera  toujours  impossible  d'ex- 

primer  rationnellement  p"  en  fonction  des  quantités  dont 
elles  dépendent. 

IS-OO.  Admettons  que  l'équation  (3)  [1399]  renferme  des 

puissances  de  p^  supérieures  à  la  (/i  — i)^*™**.  On  poun'a  les 
supprimer  de  la  manière  suivante. 

Supposons  une  de  ces  puissances />".  En  divisant  i  par  n,  on 
aura  un  quotient  a  et  un  reste  b  moindre  que  n  [t  —  an  -+-  b] ,  d'où 

On  pourra  donc,  dans  le  terme  correspondant,  faire  entrer  ou 
fondre  la  puissance  entière  /?^  dans  le  coefficient  çt.  On  par- 
viendra ainsi  à  mettre  la  valeur  de  V  sous  la  forme 

1  s  2  H— 1 

(4)       y=^go-^qiP"-^qiP"-hqzp''-^"'-^qn-\P  "  , 

où  les  quotients  ^o»  7i>  Çt^  •••>  Çn-i  conserveront  la  même 
définition  ou  le  même  caractère  que  précédemment. 
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1^01.  On  peut  aller  plus  loin. 

Si  Çi  n'est  pas  nul,  on  peut  toujours  supposer  ^j  =  i . 

En  effet,  posons 

On  en  déduit 

P--^^         et         y>=:^. 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  (4)  [1^^00],  il 

vient 

i  *  £  "— I 

expression  de  même  forme  que  l'expression  (4)>  et  qui  se 
confondra  avec  elle  en  remplaçant  p^  par  /?,  et  les  quotients 

^5  -^»  •  •  •>  -  '/^)  par  7„  ^3,  . . .,  <7rt_,,  saufla  substitution  de 

I  à  la  place  de  <7i. 

Si  7i  ^5f  /im/  dans  l'expression  (4)  [1400],  désignons  par  qt 
le  premier  des  coefficients  q^y  q\y  • . .,  qn-\>  qni  ne  soit  pas 

nul.  Le  premier  terme  après  q^  sera  alors  qip".  On  posera 
donc 

p\~qiP''\  d'où         pr-^q"p'\ 

1 

et  le  second  terme  de  l'expression  de  V  sera  encore />f  avec 
le  coefficient  i. 

Soit  maintenant  c  un  entier  plus  grand  que  i  et  moindre 
que  /i.  On  pourra  toujours  trouver  deux  entiers  a  ei  b  satis- 
faisant à  la  relation 

ia  —  nb-zCj         d'où 

puisque,  n  étant  premier  et  i  plus  petit  que  /i,  les  coefficients 
I  et  n  sont  premiers  entre  eux  (181). 

On  aura  donc,  d'après  la  valeur  ci-dessus  de  p% 

n  ni  rt  e 

p\  —  llp'^       OU         p]=qlp^p'^. 
On  en  lire 


ta 

c 

b 

-4- 

—  i 

n 

n 

n 


p'  —  ql^'p-^ph 
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el  celle  relation  permet  crexprimer,  dans  la  formule  (4)  [1400], 


f  1 


les  puissances  de  /?'*  en  fonction  des  puissances  de  p^.  La 
forme  de  V  restera  évidemment  la  même,  sauf  le  coefficient 

de  p'i  rendu  égal  à  Tunité. 

1402.  Ce  qui  précède  se  résume  dans  cette  proposition  : 

Toute  fonction  algébrique  générale,  d'ordre  p.  et  de  degré 
m,  peut  être  ramenée  à  la  forme 

L  t  -  ^zJ 

(5)  y  --=^  r/o-^  P"  -^  ^iP"  ^  ÇiP"  -^  '  '    -^  Ça-^iP  "  . 

Dans  cette  expression,  n  est  un  nombre  premier;  q^^  q^, 
qty  •••>  qn-u  des  fonctions  algébriques  d'ordre  [i,  mais  de 
degré  m  —  i  au  plus;  et  />,  une  fonction  algébrique  d'ordre 
}x  —  I,  dont  la  racine  n^^"^'  ne  peut  être  exprimée  rationnelle- 
ment  à  l'aide  des  quantités  q^^  q^,  ^j,  . . .,  ^«-i,  ou  de  celles 
dont  elles  dépendent. 

Ainsi,  dans  tous  les  ordres,  il  existe  des  radicaux  d'indices 
premiers  qui  représentent  des  nombres  incommensurables 
d'espèce  distincte. 

Propriétés  des  fonctions  algébriques  qui  satisfont 
à  une  équation  donnée. 

1403.  11  s'agit  d'établir  cette  proposition  fondamentale  : 

Lorsqu'une  équation  est  résoluble  algébriquement  {i39'2),  on 

peut  toujours  donner  à  l'une  quelconque  de  ses  racines  une 

forme  telle,  que  toutes  les  fonctions  algébriques  dont  elle  est 

composée  soient  exprimées  par  des  fonctions  rationnelles  des 

racines  de  l'équation  proposée. 

Soit  l'équation  algébrique  de  degré  m 


(i)     /(  jc)  -  X'"  4-  rt,  J7'"-*  -h  «j X'"-»  -h . . .  -f-  a;„_i  X  -h  a,n  ~  o, 

où  les  coefficients  a^,  a„  , , .,  a^  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  quantités  connues  et  indépendantes.  Supposons  que 
cette  équation  soit  résoluble  algébriquement.  Désignons  par 
X  une  de  ses  racines,  qui  sera  alors  une  certaine  fonction  al- 
gébrique d'ordre  fx  des  quantités  connues.  D'après  ce  qui  pré- 
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cède  (1W2),  on  pourra  poser  (en  conservant  les  mêmes  nota- 
tions et  interprétations) 

1  £  £  w— t 

(2)  ^  —  q^-^ P"  -i-  ÇiP"  -f-  qtP"  -^     '  •    'r  ^n-^lP  "   • 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  (i)  [les 
deux  premières  opérations  répétées  conduisant  toujours 
(1394)  à  des  résultats  de  même  forme],  on  obtiendra  une 
expression  qu'on  pourra  représenter  par 

(3  )  /'o  -H  fip"  -+-  rtp"  -H ...  -h  /'„-i/>  "  —  o, 

et  où  Fq,  Tj,  r,,  . . .,  /•«_!  seront  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  ^0»  ^j»  ^j»  •  •  •»  Çn-i  et/?. 

Or,  pour  que  l'équation  (3)  subsiste,  il  faut  qu'on  ait  sépa- 
rément 

/•o~o,         /i^^o,         /-j-  o,         ...,         r„^iz=o. 

En  effet,  supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  et  posons 

1 

p"^z.  Les  deux  équations 
(  z"  —  »  =  o, 

IV     —1—    /•      -    -i-    t'      -'  -1-  _L_    #•  -/l  — 1 /-v 

(      '  0  ^^    'l*^       Î^'J*'         T...    ^^    f  ff  —  J  -^  \J 

auraient  alors  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Désignons 
par  A-  le  nombre  de  ces  racines  communes,  et  formons  l'équa- 
tion qui  les  a  pour  racines, 

(  5  )  5g  H-  5j  C  -h  A'j  Z'   i-  .  .  .  -h  Sji-Z^  i:^  O. 

Dans  cette  équation,  les  coefficients  {s)  seront  des  fonctions 
rationnelles  de/>  et  de  <7o,  Çt,  Çi,  . . .,  Çn-i- 

Soit  alors  un  diviseur  irréductible  (1193)  du  premier  mem- 
bre de  l'équation  (5), 

où  ^0,  ^1,  ^,  ...,  t^  seront  des  fonctions  rationnelles  des 
mômes  quantités.  V équation  irréductible  (1193) 

(6)  /q-^  '1-  +  ^-*-+--  .  .-I-  tgZ^:—0 

aura  alors  toutes  ses  racines  communes  avec  la  première 
équation  5»  — /?  =  o  du  groupe  (4).  D'ailleurs,  son  degré  ^ 
est  au  moins  égal  à  s;  sans  quoi,  on  pourrait  exprimer  s  ou 

p^  en  fonction  rationnelle  des  quantités  ^09  q%^  q%^  •  •  •»  <7a-i  ^^ 
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/>,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Si  Ton  remarque  à  présent 
que  réquation  binôme  -s"  — />  =  o  ayant  une  racine  z  en  aura 
nécessairement  une  autre  de  la  forme  az,  a  étant  une  racine 
quelconque  de  l'équation  a'*=i  (850),  on  voit  qu'il  en  sera 
de  même  pour  l'équation  (6);  ce  qui  entraîne  la  nouvelle 
équation 

{6bis)  ^0"+-  'la^  -h  <ja*5*-h. .  .-h  tgOL'fz^:zz  o. 

Les  deux  équations  (6)  et  (6  6w)  auraient  ainsi  une  racine 
commune,  et  l'équation  (6)  en  aurait  une  également  avec 
l'équation  obtenue  en  retranchant  de  l'équation  (6  625)réqua- 
tien  (6)  multipliée  par  a^,  c'est-à-dire  avec  l'équation 

(  7  J     < 

^'      )       -+- (a-— a*')^,^'-h-...-h(a^-*  — a^)^^-i^*'-»  =  o. 

Mais,  l'équation  (7)  étant  de  degré  moindre  que  l'équation  (6), 
si  ces  deux  équations  avaient  une  racine  commune,  l'équa- 
tion (6)  ne  serait  plus  irréductible. 
Il  faut  donc  bien  qu'on  ait  séparément 

/•o=o,        r,  =  o,        /j  — o,         ...,        /«-ji^o. 

S'il  en  est  ainsi,  il  est  clair  que  l'équation  donnée  (i)  sera 
encore  satisfaite  par  l'expression  (2)  de  j?,  lorsqu'on  mettra 

successivement  dans  cette  expression,  à  la  place  de  /?",  les 

valeurs 

i  i         1  ' 

(xp\     ^p\     yp'\     ...,     Ip", 

OÙ  a,  (3,  y,  . . .,  X  représentent  les  n  —  i  racines  imaginaires 
de  l'équation  a^^i.  On  aura,  de  cette  manière,  n  racines 
différentes  de  l'équation  (i),  qu'on  peut  désigner  par  Xj,  Xj, 
-K^j,  •  •  • ,  ^m  et  dont  les  expressions  seront 

1  1  ±il 

1  1  /I-l 

(8)        /  -2:^3=^0+ P/?" H- P*7j/>^-+-----^;^""*7«-i/^  "  ♦ 

• , 

i  -  !Lzi 
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Supposons  qu'on  ajoute  d'abord  les  équations  (8)  membre 
à  membre.  Il  est  clair  que  le  terme  ^o  sera  répété  n  fois,  el 

(|ue  jD"  sera  multiplié  par  la  somme  des  n  racines  /i'*°>««  de 
Tunité,  qui  est  égale  à  zéro  (1036). 

De  même,/?"  sera  multiplié  par  (i  -»-«*-+- p* -h y* h-... -h X*); 
mais,  en  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  racines  de 
Tunité  (851),  chacun  de  ces  carrés  représente  aussi  une  ra- 
cine /i'*™«  imaginaire  de  l'unité,  de  sorte  que  le  coefficient 

de  />",  dans  la  somme  des  équations  (8),  est  encore  égal  à 
zéro.  On  obtiendra  un  résultat  pareil  pour  les  coefficients  des 

autres  puissances  de  /?'*.  On  déduira  donc  simplement  de 
l'équation  résultante 

n 

Reprenons  les  équations  (8)  et  ajoutons-les  de  nouveau, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 

I,     a«-S     ^"-\     y"-»,     ...     X"-*. 

Les  puissances  semblables  des  n  racines  /i»*™»»  de  l'unité  les  re- 
produisant dans  un  autre  ordre  (851,  HIS),  le  terme  ^0  se  trou- 
vera cette  fois  multiplié  par  zéro,  et  il  en  sera  de  même  des 

termes  qui  renferment  /?'*,  /?",...,/>".  Il  ne  restera  donc, 

dans  le  second  membre,  que  la  première  puissance  p"  répétée 
n  fois,  puisque  l'on  a  a"  =z  P"  —  y«  =: . . .  1=  i"  =  i .  On  déduira 
donc  de  la  nouvelle  équation  résultante 

1 
/?"—  -(j7,-h  a^-^cr, -h(3'»-*:rj-^y'»-*a:4-+-.. . -4- X^-^j:,,). 

£n  continuant  de  la  sorte,  c'est-à-dire  en  ajoutant  encore  les 
équations  (8)  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 

i,a       ,p       ,y       ,...,A        ,i»3t       ,p       ,y       ,...,/»       ,•••» 

I,  a,  [3,  y,  . . .,  X;  on  pourra  isoler  successivement  les  termes 

s  9  ni 


72/>">  ÇsP^f  •••»  Qa-\P  "  j  et  l'on  obtiendra  finalement  les 
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n  équations 

2 

'Zî/'"^^  7  (•>f'i-^-  a'*-5J:•t-^  P^-'j:-,-!-  y'»-»^4H-.  •  .4- >'-*'^«), 


qn-\P  "    —  -  (cTi-haa^j-h  P^Tj-j- yj?4-l-. .  .4-Xa:„). 

Ces  équations  prouvent,  les  racines  /i^*»"  de  Tunité  étant  re- 
gardées comme  connues,  que  les  quantités 

p"'>    q^j    qiy    q^>    •••»    qn-i 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines  de  l* équation  (i) 
donnée  (car  rien  ne  distingue  spécialement  les  racines  que 
nous  avons  considérées). 

On  a,  en  effet,  d'une  manière  générale,  d'après  les  équa- 
tions (8  bis)^ 

Cela  posé,  désignons  par  j  Tune  quelconque  des  quantités 

P'^y      qoy      ^J»      7j>       •••»      qn-l9 

qui,  d'après  les  équations  (8)  ou  d'après  l'équation  (2),  en- 
trent dans  l'expression  des  racines  de  l'équation  (i)  proposée. 
On  aura  alors,  d'après  les  définitions  et  simplifications  précé- 
dentes, 

!_  î  s  V-1 

(9)         7  =  Xo+^'-+-Xï^''-+-X3^'' -+-... -t-Xv-iCT  "  , 

les  lettres  x»  ^9  v  remplaçant  les  lettres  q,  p,  n,  avec  des  sens 
identiques  (1M2). 
D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  on  pourra  écrire,  en 
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désignant  par  <p  une  fonction  rationnelle  et  par  ^i,  a:,,  x„  ..., 
Xn  les  m  racines  de  l'équation  (i), 

y  —  9  v^'l»  ^î>  •^•i»  •  •  •  >  ^  m  )• 

[Il  est  sous-entendu  que  les  m  racines  de  l'équation  (i)  peu- 
vent ne  pas  entrer  toutes  dans  la  fonction  9)]. 

Lorsqu'on  permutera  entre  elles  les  racines  j:,,  x^^x^y  . . ., 
Xm  de  toutes  les  manières  possibles,  la  fonction  9  prendra  un 
certain  nombre  m' de  valeurs /i,^^,,/,,  . . .,  j^',  et  Ton  pourra 
former  une  équation  de  degré  m!  ayant  ces  valeurs  pour  ra- 
cines. La  valeur  (9)  de  y  devant  satisfaire  à  cette  équation, 
on  en  conclura,  en  raisonnant  comme  précédemment,  que 
les  quantités 

^»    Zo>     Xîj     7.3»     •••>     Xv-i 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines/,,  jj|,j„  . . .,/'«,' 
de  la  nouvelle  équation  et,  par  conséquent,  des  fonctions 
rationnelles  des  racines  or,,  j?,,  x^^  . ,  .^  x^  de  l'équation  (i) 
donnée  (1395). 

Or  les  quantités,  dont  Tune  vient  d'être  désignée  spéciale- 
ment par  y  [équation  (9)],  sont  celles  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression (2)  de  la  racine  x  de  l'équation  (i).  Cette  racine, 
quelle  qu'elle  soit,  est  donc  elle-même  une  fonction  ration- 
nelle des  racines  de  l'équation  (i). 

On  est  ainsi  ramené  à  la  proposition  fondamentale  énoncée 
au  début  de  cette  belle  analyse  : 

Lorsqu'une  équation  est  résoluble  algébriquement,  on  peut 
toujours  donner  à  l'expression  générale  de  ses  racines  une 
forme  telle,  que  toutes  les  fonctions  algébriques  dont  cette 
expression  est  composée  soient  des  fonctions  rationnelles  des 
racines  mêmes  de  l'équation  proposée,  . 

Les  fonctions  rationnelles  des  racines  qui  représentent  les 
divers  radicaux  figurant  dans  l'expression  générale  des  ra- 
cines de  l'équation  donnée  peuvent  renfermer  toutes  ces  ra- 
cines ou  seulement  un  certain  nombre  d'entre  elles.  11  est 
d'ailleurs  permis  de  supposer  que  ces  fonctions  rationnelles 
sont  entières  (1189). 
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Impossibilité  de  résoudre  algébriquement  les  équations  générales 

an  delà  dn  quatrième  degré. 

1401(^.  Nous  suivrons  ici  spécialement  la  démonstration  de 
Wantzel. 

Soit  Téqualion  (i)  (1W3) /(j-)  —  o,  dont  les  coefficienis 
sont  indépendants  et  qui  est  résoluble  algébriquement,  c'est- 
à-dire  dont  les  racines  x,,  .rj,  .Tj,  . . .,  j?,„  sont  exprimables 
algébriquement  en  fonction  de  ses  coefficients. 

L'équation /(a:)  —  o  étant  satisfaite  par  la  valeur  a*,  donnée 
à  x^  quels  que  soient  ses  coefficients,  si  Pon  substitue  dans  la 
valeur  de  œ^  les  fonctions  rationnelles  des  racines  qui  cor- 
respondent à  chacun  des  radicaux  qui  y  entrent  (1403),  on 
devra  reproduire  identiquement  ^i,  puisque  les  racines  de 
l'équation  sont  alors  entièrement  arbitraires.  Pour  la  même 
raison,  toute  relation  entre  les  racines  devra  demeurer  iden- 
iique,  lorsqu'on  y  permutera  ces  racines  d'une  manière  quel- 
conque. 

14.05.  Désignons  par  y  le  premier  radical  's/p,  qui  entre 
dans  la  valeur  de  j?i,  en  suivant  l'ordre  du  calcul  (c'est  alors 
le  dernier,  en  suivant  Tordre  naturel  de  récriture).  Nous 
aurons 

L'équation  donnée  étant  supposée  résoluble  algébrique- 
ment, p  dépendra  immédiatement  des  coefRcients  de  cette 
équation  (1392),  et,  d'après  ce  qui  précède  (li»03)  et  ce  qu'on 
vient  de  dire  (1 W*),  s'exprimera  par  une  fonction  symétrique 
de  ses  racines,  telle  que  F(.r,,  x^^,  a-^,  . . .). 

V  sera  une  fonction  rationnelle  o(.t^,  x^,  .r.,  ...)  de  ces 
mêmes  racines. 

I 

Comjne  la  fonction  o  ne  peut  pas  être  symétrique,  sans 
quoi  elle  serait  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de 
l'équation  f{x)  r^o  (1046,  1050),  et  la  racine  /i'*™^  de  p  s*ex- 
trairait  exactement  contre  l'hypothèse,  cette  fonction  9  doit 
changer  par  la  transposition  des  deux  racines  a-,  et  x^,  par 
exemple,  sans  qu'on  cesse  d'avoir  pour  cela 
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Comme  la  transposition  indiquée  laisse  d'ailleurs  F  invariable, 
les  valeurs  de  9  sont  des  racines  de  l'équation  7"==  F.  On  a 
donc  nécessairement  (850),  en  désignant  par  a  une  racine  /i'*™« 
de  l'unité, 

Toute  relation  entre  les  racines  devant  continuer  d'exister 
quand  on  y  remplace  ces  racines  les  unes  par  les  autres  d*une 
manière  quelconque  (14.04),  on  aura,  en  transposant  de  nou- 
veau a^i  et  x,, 

0(.Ti,  vTj,  J"3,  .  .  .  )  =  a  ^(.i'j,  JTj,  jr^,  .  .  .  ). 

En  multipliant  par  ordre  ces  deux  relations,  il  vient  (84-7) 

a'=i         ou        /î  =  2. 

Le  premier  radical  qui  entre  dans  la  valeur  de  Xj  (suivant 
Tordre  du  calcul  à  effectuer)  doit  donc  être  du  second  degré. 
C'est  ce  qu'on  vérifie  sur  les  équations  générales  du  troisième 
et  du  quatrième  degré. 

La  fonction  9,  à  cause  de  n  =:  2,  n'ayant  que  deux  valeurs, 
change  pour  une  transposition  quelconque;  mais  elle  reste 
invariable  pour  toute  permutation  circulaire  de  trois,  de  cinq 
lettres,  . . .,  ou  d'un  nombre  premier  quelconque,  parce  que 
chacune  de  ces  permutations  circulaires  équivaut  à  un  nom- 
bre pair  de  transpositions  (34-).  Ainsi,  en  transposant  x^  et 
0?,,  la  valeur  <p(^t,  ^1,  Xj, . . .)  est  égale  et  de  signe  contraire 
à  la  valeur  9(^1,  ^1,  j?,,  . . .);  de  môme,  en  transposant  o^i  et 
x%y  la  valeur  9(^1,^», ^1, ...)  est  égale  et  de  signe  contraire 
à  9(a7t>«27|,a7|, ...),  de  sorte  qu'elle  reproduit9(a7i,j:j,j:„...). 
Il  en  sera  de  même  pour  les  permutations  circulaires  de  cinq 
lettres,  etc. 

1<^06.  Revenons  à  la  série  des  opérations  qui  peuvent  se 
trouver  indiquées  dans  la  valeur  de  a?,. 

On  peut  avoir  à  combiner  le  premier  radical  ^  ou  la  fonc- 
tion 9  non  symétrique  avec  des  coefficients  de  l'équation 
donnée/(j7)  =0,  c'est-à-dire  avec  des  fonctions  symétriques 
des  racines  (1039),  sans  intervention  d'un  nouveau  radical. 
On  aura  toujours  ainsi  une  fonction  des  racines,  seulement 
susceptible  de  deux  valeurs,  et  que  les  permutations  circu- 
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laires  de  trois  lettres,  etc.,  laisseront,  par  suite,  invariable 
(1W5). 

Les  nouveaux  radicaux  rencontrés,  s'ils  sont  du  second 
degré,  ne  pourront  donner  que  des  fonctions  du  même  genre. 

Supposons  donc  qu'on  parvienne  à  un  radical  (quelconque) 
pour  lequel  la  fonction  rationnelle  équivalente  ne  demeure 
plus  invariable  par  ces  permutations  de  trois  lettres  ou  d'un 
nombre  premier  de  lettres,  parce  qu'elle  a  plus  de  deux  va- 
leurs,  et  représentons-le  encore  par 

Y  .--  yp  ir-  9  ( X,,  J?2,  J-3,  .  .  .  ). 

On  aura  encore 

p  — -  -r  V"^i»  "^Sj  ^Zf  •  •  •  '> 

mais  la  fonction  F,  composée  comme  on  vient  de  le  dire,  ne 
sera  plus  symétrique,  et  restera  seulement  invariable  par  les 
permutations  de  trois  lettres,  de  cinq  lettres,  etc.  (1405). 

Si  l'on  effectue,  par  exemple,  une  permutation  circulaire 
de  trois  lettres  en  remplaçant  ^i,  jc^_,  .r,  par  x^,  .r„  a?,,  la  re- 
lation 

^"  1-  F        ou        y"  —  F 

subsistera  toujours,  et,  F  étant  invariable,  9  restera  une  ra- 
cine de  la  dernière  équation.  En  désignant  par  a  une  racino 
f^ïème  ^Q  Tunité,  on  aura  donc  nécessairement,  n  étant  toujours 
premier  (850), 

9  K'^'  ly  '^3»  ^-^l»  ^^i»  •  •  •  )    -—  ^  9  ("^i»  "^s»  «^3»  •^i»  •  •  ■  /• 

Celte  relation  devant  persister  lorsqu'on  échange  entre  elles 
les  racines  d'une  manière  quelconque  (1404),  et  toute  permu- 
tation circulaire  de  trois  [lettres  revenant  à  deux  transposi- 
tions successives,  on  en  déduira  immédiatement,  par  deux 
nouvelles  permutations  opérées  de  part  et  d'autre,  par  rap- 
port aux  trois  premières  lettres, 

es  \  «^3»  '^'l,  «^ilï  "^V?  •  •  •  •    —  C^  W  \  X^y  X^j  Xy  y  x<^^  .  .  .  )^ 
(D  \X[j  X^f  X^f  ^it  •  •  •  )  '^^^  X  (D\ X^y  X\y  X^^  X^^  .  .  .  ). 

En  multipliant  par  ordre  les  trois  relations  précédentes,  il 

vient  (847) 

a'rrri         OU         n--3. 

Le  nouveau  radical  rencontré,  après  ceux  du  second  degré. 
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dans  la  valeur  de  j?i,  doit  donc  être  un  radical  cubique.  C'est 
ce  qu'on  vérifie  encore  sur  les  équations  générales  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré.  On  a  alors  trois  ou  quatre  ra- 
cines, et  Ton  peut  effectuer  sur  les  fonctions  rationnelles  des 
racines  des  permutations  circulaires  de  trois  lettres,  sans  pou- 
voir en  effectuer  de  cinq  lettres. 

1407.  Allons  plus  loin.  Supposons  le  nombre  des  racines 
a?i,  a:,,  j?,,  x^,  . . .,  supérieur  à  quatre,  c'est-à-dire  l'équation 
donnée, /(a?)  =o,  d^un  degré  plus  élevé  que  le  quatrième. 

Si  l'on  rencontre  dans  l'expression  générale  de  ses  racines 
un  radical  cubique,  les  notations  précédentes  restant  les 
mêmes,  la  fonction  F  demeurera  invariable  par  une  permuta- 
tion circulaire  de  cinq  lettres  (1406),  et  la  valeur  de  la  fonc- 
tion rationnelle  cp  passera  seulement  d'une  racine  de  l'équa- 
tion 

o'»r:rF        ou        y*=iV 

à  une  autre.  On  aura  donc,  cetle  fois  (IbOG), 

0\X<^^    X^f   X^y    X^y    .Tj,    .    .    .    )    T—    OC   0[Xly    .7*2»    X^f   *?';,    J^5,    .    .     .    ). 

Cette  relation  devant  persister  quand  on  échange  entre  elles 
les  racines  d'une  manière  quelconque  (1404, 1405),  on  pourra 
répéter  quatre  fois  de  part  et  d'autre  la  permutation  circu- 
laire de  cinq  lettres  (qui  revient  à  quatre  transpositions  suc- 
cessives), et  Ton  aura 

ÇV'^S»  «^4»  «^S»  «^1»  «^2)  .  •  .  )  -~  OC  Ç'^.fj,  .Tj,  X'^j  J*j,  Xiy  .  .  .  ). 
Cp(j74,  ^5,  ^Ti,  a7j,  cZ'3,  .  .  .  )  m:  j£  o[Xif  X^,  X^j  ^rj,  *Tj,  .  . .    , 

ÇV"^»»  ^1>  «^Sï  -^S»  ■^4»  .  .  ,  )  z^  a  C^  (•^4>  *^r.»  '^19  «^î»  "^3»  •  •  •  K 

Çv*^!»  *^i»  ^3f  '^4>  «^s»  . .  .  )  '^=^  X  ^(.r-,  Xi,  x^y  x^y  x^j  .... 

En  multipliant  par  ordre  les  cinq  relations  obtenues,  il 
vient 

a*rr:  I. 

Comme  on  a  /i  =  3  ou  a'  — i,  c'est-à-dire  a*=:i,  on  déduit 
de  la  condition  précédente  a  — i.  La  fonction  cp  serait  donc 
invariable  par  les  permutations  circulaires  de  cinq  lettres,  et 
il  est  facile  de  voir  qu'elle  le  serait  aussi,  dans  ce  cas,  par  les 
permutations  circulaires  de  trois  lettres. 

En  effet,  la  fonction  9,  étant  invariable  par  les  permutations 
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circulaires  de  cinq  lettres,  ne  changera  pas  davantage  si  Ton 
remplace 

•2*3,  a'j,  X;^,  .Ti,  ./j     par     .T'2,  ^;i,  .r^,  ,r-^,  .Tj, 
On  aura  alors,  par  un  pareil  échange, 

Mais  nous  venons  de  trouver  plus  haut 

11  viendra  donc 

Cp  l^^•2'2J  '^3 y  "^11  '^'4»  «^o?  •-•)'•'   'p  (  •T'i  j  «''* 2  î  •'*3'  '^V»  •^."j?  •  •  •  '  ' 

ce  qui  montre  évidemment  que  la  fonction  <p  est  aussi  inva- 
riable par  les  permutations  circulaires  de  trois  lettres  seule- 
ment [9(j:'2»  ^Zi'^ly  .  .  .)  =  ^(-^^ly^^îy  -^3>  •  •  •)]• 

On  voit  par  là  que,  pour  les  équations  de  degré  supérieur 
au  quatrième  {supposées  résolubles  algébriquement)^  les  radi- 
caux cubiques  rencontrés  dans  l'expression  générale  des  ra- 
cines devraient  être  équivalents  à  des  fonctions  rationnelles  des 
racines,  invariables  par  des  permutations  circulaires  de  trois 
lettres;  et,  en  poursuivant  le  môme  raisonnement^  il  en  serais 
de  même  pour  les  radicaux  d'indice  premier  supérieur  à  trois. 

Or,  en  substituant  alors  toutes  ces  fonctions  rationnelles 
dans  l'expression  de  la  racine  â?,,  on  devrait  parvenir  (i&Oi-)  ù 
une  identité  à^  la  forme 

Mais  c'est  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  d'après  ce  qui  précède; 
car  le  second  membre  de  cette  expression  doit  demeurer  in- 
variable quand  on  remplace  x^y  x^,  x^  par  x^^  ^3,  x,,  tandis 
que  le  premier  membre  change  nécessairement. 

Cette  contradiction  manifeste  prouve  enfin  qu'iV  est  impos- 
sible de  résoudre  par  radicaux  Véquation  générale  du  cin- 
quième degré  ou  d*un  degré  plus  élevé, 

Scolie  général. 

i&>08.  Lorsqu'on  cesse  de  considérer  les  équations  générales 
d'un  degré  quelconque,  la  question  change  de  face.  Il  y  a  une 
infinité  d'équations  particulières  de  tous  les  degrés,  qui  sont 
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résolubles  algébriquement,  en  raison  de  leur  forme  el  de 
leurs  propriétés. 

On  est  ainsi  conduit,  comme  le  remarque  Abel  dans  le  Mé- 
moire posthume  déjà  cité  (1391),  à  deux  problèmes  intime- 
ment liés  entre  eux,  et  dont  la  solution  complète  comprend, 
en  réalité,  toute  la  théorie  de  la  résolution  algébrique  des 
équaiions  : 

I*  Il  faut  pouvoir  trouver  toutes  les  équations  d'un  degré 
déterminé  quelconque,  qui  soient  résolubles  algébriquement; 

2°  Il  faut  pouvoir  décider  si  une  équation  donnée  est  ou  non 
résoluble  algébriquement. 

Dans  son  Mémoire,  Tillustre  géomètre  norvégien  avait  déjà 
porté  assez  loin  ses  recherches  sur  ce  sujet,  lorsque  la  mort 
vint  le  frapper.  Dans  ce  travail  inachevé,  Abel  annonce  qu'il 
est  parvenu  à  remplacer  sa  première  démonstration  sur  l'im- 
possibilité de  la  résolution  algébrique  des  équations  géné- 
rales au  delà  du  quatrième  degré,  par  une  démonstration  re- 
posant sur  les  mômes  principes,  mais  plus  simple,  el  qu'on 
[>eut  regarder  comme  un  corollaire  de  la  règle  obtenue  pour 
reconnaître  si  une  équation  donnée,  de  degré  premier,  est  ou 
non  résoluble  par  radicaux;  ce  qui  est  en  effet  (*). 

La  méthode  générale  que  Lagrangb  a  essayé  d'appliquer  à 
la  résolution  algébrique  des  équations  générales,  et  qui  est 
fondée  sur  l'emploi  d'une  résolvante  ou  équation  secondcùre 
(1370),  prend  son  point  de  départ  dans  la  théorie  des  permu- 
tations ou  des  substitutions  (*).  Abel,  dans  sa  première  et  cé- 
lèbre démonstration,  s'est  aussi  appuyé  sur  cette  théorie. 

Il  était  réservé  à  Galois  (*)  de  faire  faire  à  la  question  enla- 


(*)  J.-A.  Serret,  Cours  d^ Algèbre  supérieure,  troisième  édition,  t.  II, 
p.  647*  Gaulhier-Villars,  i866.  — Camille  Jordan,  Traité  des  substitutions 
et  des  équations  algébriques,  p.  388.  Gauthier- Villars,  1870. 

(')  On  sait  ce  qu'on  entend  par  les  permutations  de  n  objets  ou  de  n 
lettres  (216),  et  nous  avons  vu  que  leur  nombre  total  a  pour  expression  le 
produit  i.3.3...n.  Le  mot  substitution  indique  l'opération  par  laquelle  on 
passe  d'une  permutation  à  une  autre. 

(  '  )  ÉvARiflTE  Galois,  ancien  élève  de  l'École  Normale,  tué  le  3i  mai  iS32, 
dans  un  duel  mystérieux  et  funeste,  en  pleine  éclosion  de  ses  grandes  dé- 
couvertes, à  l'âge  de  vingt  et  un  ans  (i8ii-i832).  Son  immortel  Mémoire  : 
Sur  les  conditions  de  résolubilité  des  équations  par  radicaux,  a  été  pa- 
blié  en  1846  par  les  soins  pieux  de  Joseph  Liouville,  dans  le  t.  XI  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 
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mée  par  Lagrangb,  poursuivie  et  mûrie  par  Abbl,  un  pas  déci- 
sif, eu  prouvant  qu'à  chaque  équation  correspond  un  certain 
groupe  de  substitutions  relatif  à  ses  racines,  qui  est  en  rap- 
port intime  avec  ses  propriétés  caractéristiques  et  les  condi- 
tions de  sa  résolution  par  d'autres  équations  secondaires. 

La  théorie  des  équations  algébriques  est  venue  ainsi  se 
perdre  dans  la  théorie  des  substitutions  ou  se  confondre  avec 
elle,  et  le  problème  de  la  résolution  par  radicaux,  unique 
objet  des  anciennes  spéculations,  n'a  plus  été  qu'un  chapitre 
de  l'étude  approfondie  des  irrationnelles. 

Nous  sommes  forcé  d'indiquer  seulement  ces  résultats  et 
de  renvoyer  le  lecteur  aux  écrits  mêmes  des  savants  illustres 
qui  ont  commencé  à  élucider  ces  questions  si  vastes  et  si  difQ- 
ciles.  Lagrangb  et  Gauss,  Abel  et  Galois,  Caught  et  J.-A.  Serrbt; 
MH.  Bertrand,  Hbrmite,  E.  Matqibu,  Camille  Jordan  (^),  ainsi  que 
d'autres  célèbres  géomètres  étrangers,  ont  jeté  les  fondements 
de  cette  Algèbre  transcendante,  où  Vordre  a  pris  la  place 
prédominante  que  lui  assignait  Poinsot  ('). 

1/^-09.  Nous  ne  pouvons  cependant  laisser  ici  de  côté,  à 
cause  de  l'intérêt  des  applications  qui  s'y  rattachent,  uae 
classe  très  importante  d'équations,  dont  Gauss  et  Lagrange 
se  sont  occupés,  et  dont  la  résolution  comporte  une  marche 
uniforme  dans  tous  les  degrés.  Nous  voulons  parler  des  équa- 
tions binômes,  dont  nous  exposerons  la  théorie  dans  le  Cha- 
pitre suivant,  comme  complément  de  l'étude  de  la  résolution 
algébrique  des  équations  générales. 


(')  Dans  son  grand  Traité  des  substitutions,  M.  C.  Jordan  a  développé 
les  méthodes  de  Galois  et  a  exposé,  en  même  temps  que  ses  propres  et 
remarquables  recherches,  les  principaux  résultats  obtenus  par  les  géo- 
mètres qui  l'ont  précédé  dans  cette  Toie. 

(»)  Réflexions  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Théorie  des 
Nombres,  Bachelier,  i845. 
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CHAPITRE  IV. 


THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  BINOMES. 


Forme  générale  des  équations  binômes. 

lilO.  Nous  avons  déjà  dit  un  mot  des  équations  binômes 
(Àlg,  élém.y  267).  Toute  équation  binôme  est  de  la  forme 

(i)  .r'«— A  — o. 

a  étant  une  racine  quelconque  de  celle  équation  (8W),  po- 
sons X 1=  a  y.  Nous  aurons 

Mais,  a  élant  une  racine  de  i'équalion  (i),  on  doit  avoir 
a'"=:  A  et,  si  l'on  divise  les  deux  membres  de  Téquation  pré- 
cédente par  a'",  elle  devient 

(2)  ^-_,.-:o. 

Ayant  calculé  les  racines  de  Téquation  (2),  on  trouvera 
toutes  celles  de  l'équation  (i)  par  la  relation  xrrray.  La 
question  est  ainsi  ramenée  à  la  recherche  des  m  racines  /w»*™*' 
de  l'unité,  déjà  exposée  (8^-7,  SW). 

lill.  Autrement,  m  étant  un  entier  quelconque,  et  A  une 
quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  on  peut  poser 

( I )  :v"'  —  A     :  /•  ( cos a  -^  islux). 

On  en  déduit  immédiatement,  d'après  la  formule  de 
Moivre, 

/    V  r:  /       a  -+-  2 Ar:        .   .     a  4-  2  fcnX 

(  2  )  ./•  =  /•'"    cos h  i  sm 5 

\  m  m        ! 
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el  il  suffit,  comme  on  Ta  démontré  (846),  de  donner  m  valeurs 
consécutives  à  l'entier  k  pour  obtenir  les  m  racines  distinctes 
(1091)  de  l'équation  (i)  [On  peut  donner  à  k,  par  exemple, 
les  m  valeurs  o,  i,  2,  3,  . . .,  w  —  i]. 

k  étant  un  entier  indéterminé,  on  peut  encore  écrire  (841), 
k  et  A*!  étant  deux  entiers  quelconques, 

j  ^-.:.^;^/cosgL,^l^i5^/sin^-"^^'^'l 
(2  6«)    l  V  •  '«  m        ) 

X    cos —  -h  i  sin -^    . 

L  /'*  m         J 

Comme  on  a,  à  la  fois  (846,  847), 

1 


/•»  / 


et 


V  A  r-  /•'"   cos h  t  sin —  1 

\  /7i  m       J 


m,-            '^.(k—k^)T.        .   .    ?.(A  — A-,)7r 
V^i    -cos ^      -hfsm-  ' 


m  m 


on  retrouve  ainsi  cette  proposition  fondamentale  (850)  : 

On  obtient  toutes  les  racines  de  Inéquation  (1),  en  multi- 
pliant l'une  quelconque  d'entre  elles  par  les  m  racines  m'*'"** 
de  l'unité. 

L'élude  de  l'équation  binôme  générale  x"'zmK  est  donc 
ramenée  à  l'étude  de  l'équation  binôme  particulière  aî"*r-  i, 
ou  à  celle  des  racines  imaginaires  de  l'unité  (847,  848). 

Propriétés  des  racines  de  l'équation  binôme  jl  "'  - 1 . 

1412.  Considérons  l'équation 

(1)  j:'"--i. 

On  a  (847),  d'une  manière  générale, 

otkT:        .  .    ikT. 

(2)  a:  =  cos r- «  sm j 

^    '  ni  m 

et  l'on  obtient  toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  en  affectant 
à  l'entier  Ar,  dans  l'expression  (2),  les  m  valeurs  consécutives 
x>,  1,  2,  3,  ...,  m  — I.  Nous  désignerons  les  racines  corres- 
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pondant  à  ces  valeurs  par 

Xq,       «2*1,       ÛC^f       dTj,        .  .  .,       jr,^_j, 

en  donnant  comme  indice  à  or  la  valeur  attribuée  à  k. 

Si  m  est  pair,  on  sait  que  Téquation  (i)  admet  deux  racines 

ni 
réelles,  h-  i  et  —  i ,  qui  répondent  àA:=:oetàA:=:— ;  toutes 

les  autres  racines  sont  imaginaires,  conjuguées  deux  à  deux 
et,  par  conséquent,  réciproques  (84-7). 

Si  m  est  impair,  on  sait  que  Téquation  (i)  n'a  qu'une  seule 
racine  réelle,  -f-i,  qui  répond  à  A:  =  o;  toutes  les  autres 
racines  sont  imaginaires,  conjuguées  deux  à  deux  et  réci- 
proques. 

On  peut  représenter  facilement  les  racines  de  l'équation  (i) 
à  l'aide  de  la  construction*!  indiquée  au  n?  884. 

On  peut  ajouter  à  ces  résultats  déjà  connus  la  remarque 
suivante  :  Pour  que  deux  racines  imaginaires  soient  conju- 
guées, il  faut  et  il  suffit  que  leurs  indices  soient  complémen- 
taires à  /w."Les  deux  racines  x^  et  x^^jc  ne  diffèrent,  en  effet, 
que  par  le  signe  de  e,  et  leur  produit,  carré  de  leur  module 
commun,  est  égal  à  Tunité. 

1413.  Le  produit  ou  le  quotient  de  deux  racines  de  V équa- 
tion x"*  =:  I,  OM  toute  puissance  entière  d'une  racine  de  cette 
équation,  représente  ou  reproduit  une  de  ses  racines, 

i^  Soient  les  deux  racines 

2/4-7:         .  .     2A'7: 

xi-  rzi  cos -t- 1  sin ) 

m  m 

2Â:,7r       .  .    2A',7r 

Xf^,  =1:  cos h  i  sin 

•  m  m 

Il  en  résulte  (841) 

2(A---Âi)7T         .    .     2(X-hX-,)7r 

Xi,xji.  --  cos  -^      -^—  -h  i  sm  — ^ -^—  =  Xi.+k,' 

*  m  m 

2»  On  trouve  de  même  (842) 

3<»  Élevons  la  racine  Xk^  la  puissance  entière  et  positive/?. 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  628 

Nous  aurons  (i^) 

Si  p  est  négatif  et  égal  à  —  ^,  on  a 


(...).^(..)-.==^,  =  -i-, 


c'est-à-dire  (2") 


t3?Q 


**^qk 


Des  racines  primitiTes  de  réqnation  x"^  ~  i  et  de  lenr  nombre. 

1414-.  I.  Si  V indice  k  est  premier  avec  V exposant  m,  la  ra^ 
ci  ne  xj^f  par  ses  puissances  successives,  reproduit  indéfiniment 
et  périodiquement,  dans  un  certain  ordre  y  les  m  racines  de 
r équation  binôme. 

On  sait  {Arithm.,  159, 160)  que,  lorsqu'on  divise  par  m  les 
multiples  successifs  d'un  nombre  k  premier  avec  m,  on  ob- 
tient seulement  m  restes  différents 

o,     I,     2,     3,     ...,     m  —  I, 

qui  se  reproduisent  indéfiniment  et  périodiquement,  dans  un 
certain  ordre. 
D'après  cela,  élevons  d'abord  la  racine  x^  aux  puissances 

o,     ï,     2,     3,     • .  • ,     m  —  I. 
Nous  obtiendrons,  comme  résultats,  les  racines  (1413,  3°) 

(1)  »^oA»       *^ik9       *^ikf       '^Zkf       •••»       ^{nt—\)k 

ou,  dans  un  certain  ordre,  les  racines 

(2)  Xqj       .37}  I       ^Tj,       X^y        •  •  'i       «^/w— !• 

En  effet,  soit  Xnk  une  des  racines  de  la  suite  (i)-  Pour  ré- 
duire la  valeur  de  l'argument  de  cette  racine  à  être  comprise 

entre  o  et  271,  il  faut,  de  l'arc  correspondant ?  retran- 
cher 27t  autant  de  fois  que  possible,  ou  diviser  ^nkiz  par  2m7r 
et  remplacer  le  dividende  par  le  reste  correspondant.  Si  l'on 
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a,  par  exemple, 

nk=zmq'+-r        ou         2/2^:71  =  2m^7r-t- 2/'7r, 

il  en  résulte 

9.nk7r  2r7r 


z=z  2<77r  4- 


in  m 

2  /*7r 
L'argument  de  la  racine  devenant  ainsi  — -t  son  indice  est 

égal  au  reste  r  obtenu  en  divisant  le  multiple  nk  par  m,  c'est- 
à-dire  qu'elle  se  confond,  d'après  la  propriété  arithmétique 
rappelée  ci-dessus,  avec  l'une  des  racines  de  la  suite  (2). 

Si  l'on  prolonge  la  suite  (i)  ^^^  élevant  x/c  aux  puissances 
successives  w,  /»  -h  i ,  m  -4-  2,  . . . ,  on  obtient  les  racines 

dont  les  arguments  diiTèrent  de  ceux  des  racines  de  la  suite  (i) 
d'un  nombre  exact  de  circonférences.  On  reproduit  donc  in- 
définiment  et  périodiquement  les  racines  de  la  suite  (i),  ou 
celles  de  la  suite  (2)  dans  un  certain  ordre.  Ainsi  imkit  di- 
visé par  2  mTT  donne  un  quotient  k  et  un  reste  o  ;  donc  ^,«4-==  -To** 
De  môme,  2{m-hi)k'K  divisé  par  2/717:  donne  le  même  reste 
que  2A-7r  divisé  par  2/w7r;  donc  j:^i,«-M)A-  =  »r,jt,  etc. 

14-15.  II.  Si  l'indice  k  n'est  pas  premier  avec  V exposant  m 
et  a  avec  lui  un  plus  grand  commun  diviseur  d,  la  racine  x*, 
par  ses  puissances  successives,  ne  reproduit  indéfiniment  et  pé- 
riodiquement,  dans  un  certain  ordrCy  parmi  les  racines  de 
l'équation  binôme  .r'"  =  i,  que  celles  de  l'équation  binôme  de 


m 


degré  inférieur  x''  =  i . 

Désignons  par  m'  et  k'  les  quotients  respectifs  de  m  et  de  A- 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur  d^  d'où 

tn  ^^dni*         et         k  =1  dk\ 

La  racine  xj^  considérée  appartenant  à  l'équation 
(i)  j:'"~i, 

nous  aurons 

2A'7:        .  .    2A-7r  'idk'iz       .  .    2dk'7, 

Xk  =  cos h  i  sm =  cos  — ; — -, — h  i  sm     ,   , 

m  m  dm  dm 
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OU 

m'  m' 

Xk  est  donc  aussi  racine  de  l'équation  binôme 

m. 
(2)  X"»' rz  I  OU  JT^^zil. 

D'ailleurs,  comme  m'  et  k'  sont  premiers  entre  eux(^/«7/i/n., 
117),  les  puissances  successives  de  ia  racine  œ^f^'Oûk  repro- 
duiront ÎDdéflnîmenl  et  périodiquement,  dans  un  certain 


m 


ordre,  les  racines  de  Téquation  »r"»'  =  i  ou  ^''  —  i  (1414),  et 
n'en  reproduiront  pas  d'autres.  Toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (â)  appartenant  évidemment  à  l'équation  (i),  la  proposi- 
tion est  établie. 

Les  deux  théorèmes  précédents  (1414,  1415)  établissent 
une  distinction  bien  tranchée  entre  les  racines  de  l'équation 
binôme  x^^=i.  Selon  que  leur  indice  est  ou  non  premier  avec 
l'exposant  //i,  elles  peuvent  ou  non  reproduire,  par  leurs 
puissances  successives,  toutes  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée. 

1416.  On  appelle  raciinte  primitive  de  l'équation  or"»  m  toute 
racine  dont  l'indice  A:  est  premier  avec  m  ou  toute  racine  dont 
les  puissances  successives  peuvent  reproduire  les  racines  de 
l'équation  donnée  (1414). 

D'après  cette  définition  et  d'après  les  substitutions  qu'on 
peut  adopter  pour  former  toutes  les  racines  de  Téqua- 
lion  x'^^^i  (1411),  le  nombre  des  racines  primitives  de  cette 
équation  est  précisément  égal  au  nombre  des  entiers  pre- 
miers et  non  supérieurs  à  m  {Arithm.,  164,  166). 

Si  m  est  premier ,  toutes  les  racines  de  l'équation  x'"-=i 
sont  primitives,  sauf  la  première  ^r^  {Arithm.,  167). 

Toute  racine  non  primitive  de  Téquation  x"^=n  est  racine 

primitive  d'une  autre  équation  binôme  x   =  i,  dont  le  degré 

-T  est  un  sous-multiple  ou  un  diviseur  de  m  (1415),  et  dont 
d 

les  racines  appartiennent  à  l'équation  x"^=zi. 

Toute  racine  primitive  de  V équation  ^"•=  i,  et  c'est  là  une 
propriété  caractéristique,  ne  peut  être  racine  (primitive  ou 
non)  d'aucune  équation  binôme  de  degré  moindre  que  m, 

Db  C.  —  Cours.  IV.  4o 


626  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

telle  que  xPz=zj,  En  effet,  s'il  en  était  ainsi,  les  puissances 
successives  de  cette  racine  ne  pourraient  reproduire  au  plus 
(1415)  que  les  p  racines  de  la  seconde  équation  et,  par  con- 
séquent, ne  reproduiraient  pas  les  m  racines  de  la  première 
équation. 

1417.  III.  La  somme  des  puissances  semblables  des  racines 
de  l'équation  binôme  J7"*  =  i  est,  en  général,  égale  à  zéro. 

Nous  avons  déjà  indiqué  ce  résultat  (1403),  en  nous  ap- 
puyant sur  la  propriété  fondamentale  du  n^  851. 

Il  est  clair,  en  effet,  que,  lorsqu'on  multiplie  Tune  des  ra- 
cines a  de  l'équation  jc"^=zi  par  ses  m  racines 

I,     a,     (3,     y,     ...,     l, 

on  obtient  a*  comme  Tune  des  racines  de  l'équation;  que, 
lorsqu'on  multiplie  j3  par  toutes  les  racines,  on  obtient  p* 
comme  l'une  des  racines  de  l'équation;  etc.  Il  en  résulte 
qu'on  peut  représenter  encore  ses  m  racines  par  la  suite 

I,    «S     (3«,    y«,     ...,    X*; 

et,  en  poursuivant  le  môme  raisonnement,  par  la  suite 

I,     a»,     ;3«,     y«,      ...,     X«; 

puis,  l'équation  x'*^z=zi  étant  privée  de  son  second  terme, 
en  déduire  (  1036)  le  théorème  énoncé. 

On  peut  aussi,  pour  l'établir,  avoir  recours  au\  notions 
précédentes. 

jTj^  étant  une  racine  primitive  de  l'équation  binôme  x'^nri, 
les  puissances 

yO  «.I  yî  /«.s  y./W  — 1 

■^  A>       **^A>       "^A>       **'<t>        •••!       **  A- 

sont  les  m  racines  de  l'équation  (1414).  En  élevant  chacune 
d'elles  à  la  puissance  /i,  on  forme  une  progression  géomé- 
trique 

[il  ^on         ^in         ^tn        ^za  y^{m-i)n 

dont  la  somme  des  termes  est  la  somme  des  /i'^'^*' puissances 
des  racines.  La  raison  de  la  progression  étant  x%y  cette 
somme  a  pour  expression  {Alg.  élém.,  341) 

C  ^k     —  ^k 

Xfç —  l 
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Mais,  xic  étant  racine,  on  a  ^^2*=^  i  ou 

aussi  bien  que  a:J"z=i.  On  a  donc  S„r=o. 

Il  y  a  un  cas  évident  d'exception.  Comme  toute  racine 
élevée  à  la  puissance  m  doit  reproduire  Tunité,  si  n  est  un 
multiple  de  m,  on  a  S;,—  m. 

Propriétés  des  équations  binômes  de  degrés  différents. 

1418.  I.  Lorsque  les  degrés  m  et  n  <  m  de  deux  équations 
binômes,  x"*=zi  et  x'^^n.iy  ne  sont  pas  premiers  entre  eux  et 
ont  un  plus  grand  commun  diviseur  d,  les  racines  communes 
aux  deux  équations  sont  les  racines  de  l'équation  binôme 

En  effet)  si  Ton  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
binômes  x^—  i  et  a:'»  — i,  le  terme  —  i  persiste  dans  les  dif- 
férents dividendes  jusqu'à  la  dernière  division,  tandis  que  les 
exposants  de  x  dans  les  diviseurs  successifs  sont  n  et  les  restes 
obtenus  en  cherchant  à  part  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  m  et  de  /i.  Si  Ton  a  d'abord,  par  exemple, 

m^iz  nq  -\-  r, 
la  première  division  effectuée  se  présente  comme  ci-dessous  : 


^"» — I 


j^ffi—n 


yf^fn — î/i 


X'' 


X"  —  I 


j.m-n  _|_  ^/«-2«  4-  ...  4-  j^m-nq=r 


Si  l'on  a  n^=  rqi-h r^,  le  diviseur  de  la  seconde  division 
est  J7''— I,  et  le  reste  de  cette  division  est  j?'*!  — i;  si  l'on  a 
r  =:  ri^2-+-  'if  le  diviseur  de  la  troisième  division  est  j?''t  —  i, 
et  le  reste  de  cette  division  est  x^^—i;  ....  Lorsqu'on  par- 
vient au  plus  grand  commun  diviseur  r^^.,  ou  d  de  m  et  de  /i, 
ce  plus  grand  commun  diviseur  divise  exactement  le  reste 
précédent  r^,  de  sorte  qu'on  a  simplement  r/,=z  rk+x(]k-^f  Le 
reste  correspondant  rk+i  étant  nul,  la  dernière  division  a 
pour  diviseur  j?*'—  i  et  pour  reste  x^—\zizo. 
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Le  plus  grand  commun  diviseur  des  binômes  j?'"— i  et 
j?*»— I  étant  x^—if  les  racines  communes  aux.  deux  équa- 
tions x"»=i  et  x'^^^i  sont  les  racines  de  l'équation  a?<'=i. 
Le  théorème  est  donc  démontré,  et  Ton  voit  qu'il  concorde 
avec  celui  du  n^  I&'IS. 

lit  19.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  deux  équations 
binômes  dont  les  degrés  ni  et  n  sont  premiers  entre  eux  (c'est- 
à-dire  pour  lesquels  on  a  <ii=  i)  ne  peuvent  avoir  d'autre  ra- 
cine commune  que  l'unité. 

Si  l'équation  x"^z=:i  est  de  degré  premier,  elle  ne  peut 
donc  avoir  aucune  racine  commune  autre  que  Tunité,  avec 
toute  équation  binôme  de  même  forme  et  de  degré  moindre. 

1420.  IL  Lorsque  les  degrés  m  et  n  <.  m  de  deux  équations 
binômes,  x"^-=zi  et  x^=iï,  sont  premiers  entre  eux,  on  ob- 
tient les  mn  racines  de  l'équation  binôme  x'^'*=z  i,  en  multi- 
pliant deux  à  deux  les  m  racines  de  l'équation  J7'"=z  i  par  les 
n  racines  de  l'équation  x'^=i. 

En  effet,  Tun  quelconque  de  ces  produits  a  pour  argument 
une  expression  de  la  forme  (841) 

aÂTTi    _    aX, TT 3(A7H- A, m):r 

j 


m  n  mn 

de  sorte  que  ce  produit  est  nécessairement  racine  de  Téqua- 
tion  ^"*'*  =  i.  Il  reste  seulement  à  prouver  que  les  mn  pro- 
duits ainsi  obtenus  sont  tous  différents. 

Si  deux  de  ces  produits  étaient  égaux  ou  donnaient  la  même 
racine  de  l'équation  x"^'*=iif  leurs  arguments  devraient  dif- 
férer d'un  nombre  exact  de  circonférences.  On  aurait  ainsi, 
par  exemple, 

2 ( Arn  -h  /:«  '^  ) TT       2(k' n-h  k\m)Tz 

— — -—  —q.27: 

mn  mn  ^ 

ou 

(k  —  k')n-h  {kl  —  k\  ) m  =z  mnq, 

égalité  impossible  ;  car  m,  divisant  son  second  membre  et  un 
des  deux  termes  du  premier  membre,  devrait  diviser  l'autre 
terme.  Or,  m  est  premier  avec  n  et  ne  peut  diviser  la  diffé- 
rence k  —  k*  dont  les  deux  parties  sont  moindres  que  m  par 
hypothèse. Tous  les  produits  obtenus  sont  donc  bien  différents. 


r' 
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1421.  III.  Lorsque  les  degrés  m  et  n  <C  m  de  deux  équations 
binâmes,  x'^:=.i  et  x'^-=i\^  sont  premiers  entre  eux,  on  obtient 
les  racines  primitives  de  V équation  binôme  j?'"'»m,  en  mul- 
tipliant deux  à  deux  les  racines  primitives  de  V équation 
x"^z=:  I  par  les  racines  primitives  de  l'équation  a?'*  =  i. 

En  effet,  Tun  quelconque  de  ces  produits  est  l'une  des  mn 
racines  de  Téqualion  x"^^  =  i  [1420],  et  a  pour  argument  une 
expression  de  la  forme  (841) 

ikiz       2A*,  TT       2(A:/i -h  A:,  m)7r 


m  n  mn 

avec  cette  condition  que  k  et  m,  ^,  et  /i,  sont  premiers  entre 
eux  (1416). 

Pour  que  la  racine  ainsi  obtenue  soit  une  racine  primitive 
de  réquation  x'^^  nr  i ,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre 
kn  H-  kl  m  soit  premier  avec  mn.  C'est  ce  qui  a  lieu;  car  tout 
facteur  premier  de  mn  n'entrant  que  dans  m  ou  dans  n, 
puisque  m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  ne  peut  diviser 
qu'une  partie  de  la  somme  kn  4-  A*,  m.  Soit,  par  exemple,  un 
facteur  premier  a  de  m  :  ce  facteur  premier  divisera  Ari/n, 
mais  ne  pourra  pas  diviser  Arn,  puisque  k  ci  n  sont  tous  deux 
premiers  avec  m. 

D'ailleurs,  si  les  deux  racines  multipliées  ou  Tune  d'elles, 
par  exemple  la  première,  n'étaient  pas  primitives,  k  aurait  un 
facteur  commun  avec  m,  et  ce  facteur  diviserait  les  deux  par- 
lies  du  nombre  kn-hk^m.  Ce  nombre  ne  serait  donc  plus 
premier  avec  mn,  et  le  produit  obtenu  ne  serait  pas  une  ra- 
cine primitive  de  l'équation  j?""*  =  i.  Ce  qui  achève  d'établir 
le  théorème. 

1422.  IV.  En  raisonnant  de  même  de  proche  en  proche, 
les  deux  théorèmes  précédents  sont  applicables  à  un  nombre 
quelconque  d'équations  binômes,  pourvu  que  leurs  degrés 
soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux  ou  dans  leur  ensemble 
{Arithm.,  120). 

1423.  V.  II  résulte  de  ce  qui  précède  (1421,  1422)  que,  si 
m,  ny  p,  /*,  . . .  ,  sont  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux 
dans  leur  ensemble,  le  nombre  des  racines  primitives  de  V équa- 
tion j?"»"'"'---  m  I  est  égal  au  produit  des  nombres  respectifs 
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de  racines  primitives  des  équations  x'^  :=:  i ,  a?"  =  i ,  a:''  =z  i , 

Le  nombre  des  racines  primitives  d*unc  équation  binôme 
étant  (1416)  le  nombre  des  entiers  premiers  et  non  supé- 
rieurs à  son  degré,  on  est  ainsi  ramené  à  un  théorème  connu 
{Arithni,,  164),  et  Ton  peut  poser  l'expression  suivante: 

(^{mnpr  , .  .)  =  cp(m)  ^{n)(i^{p)(^{r), . ., 

où  le  symbole  9(m)  correspond,  soit  au  nombre  des  racines 
primitives  de  l'équation  ^"'^  i,  soit  au  nombre  des  entiers 
premiers  et  non  supérieurs  à  m. 

Résolution  de  Téquation  binôme,  lorsque  son  degré  est  un  nombre 

composé  quelconque. 

142'*.  Les  théorèmes  démontrés  dans  le  dernier  paragraphe 
sont  d'une  grande  importance.  Ils  permettent  de  ramener  la 
résolution  d'une  équation  binôme  de  degré  composé  quel- 
conque à  la  résolution  de  plusieurs  équations  binômes  plus 
simples,  dont  les  degrés,  premiers  entre  eux  dans  leur  en- 
semble, soient  respectivement  des  puissances  de  nombres 
premiers. 

Prenons  l'équation 

(i)  ;r"»=ii, 

et  supposons  que  l'exposant  m  décomposé  en  facteurs  pre- 
miers ait  pour  expression 

Les  exposants  a^y  ^P,  cY,  . . . ,  /^,  étant  premiers  entre  eux 
dans  leur  ensemble,  on  obtiendra  les  racines  primitives  de 
l'équation  (i)  en  multipliant  entre  elles  (1421,  1422)  les  ra- 
cines primitives  des  équations 

(a)     jr«*=i,         ar*^r=i,         j7<^ï=i,     ...,         ;r'*=i. 

Il  sufQra  donc  de  chercher  une  racine  primitive  de  chacune 
des  équations  (2).  En  les  multipliant  entre  elles,  on  aura  une 
racine  primitive  de  l'équation  (i);  et,  en  élevant  cette  racine 
primitive  aux  m  puissances  o,  i,  2,  3,  . . .,  /«  —  i ,  on  obtien- 
dra toutes  les  racines  de  l'équation  (1)  [1414,  1416]. 
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1^25.  Avant  d'aller  plus  loin,  cherchons  directement  Tex- 
pression  du  nombre  des  racines  primitives  de  Téquation 

(i)  a:'«=i. 

Il  suffira  pour  cela  (1^23)  de  chercher  d'abord  cette  expres- 
sion pour  l'une  quelconque  des  équations  (2),  par  exemple 
pour  l'équation 

où  a  est  un  nombre  premier. 

Toute  racine  non  primitive  de  Téqualion  considérée  appar- 
tient également  à  une  équation  j?^  =:  i,  dont  le  degré  0  est  un 
sous-multiple  ou  un  diviseur  de  l'exposant  a*[l-*l5,  1416]. 
Or,  en  laissant  de  côté  a*  lui-même,  Q  ne  peut  avoir  pour  va- 
leurs que 

Les  racines  non  primitives  de  l'équation  x'^*  —.  i  sont  donc 
toutes  celles  des  équations 

«yC  i     I  ,  %*■  I  ,  X  ^—     I  y  «    •    •    f  X  •  •     I  ■ 

D'ailleurs,  toutes  ces  racines  ne  sont  autres  (1418)  que  les 
racines  de  la  dernière  équation 

11  en  résulte  que  le  nombre  des  racines  non  primitives  de 
réquation 

x<**—  i 

est  précisément  a^-K  El,  comme  cette  équation  a  en  tout  a* 
racines,  le  nombre  de  ses  racines  primitives  est  nécessaire- 
ment (U23) 

<p(a*)  =  ««  —  «*-*  =  or*  /  I—  ~  )• 

En  revenant  à  l'équation  j?"*  =  i ,  pour  laquelle  on  a 
m=za^b?cy , . .  P",  on  voit  (1423)  que  le  nombre  de  ses  ra- 
cines primitives  a  pour  expression 


m 


C'est  la  formule  connue  {Arithm.,  164) 

(p(/w)r=a«-»6?-'cY-».../>-»(a  — i)(^-i)(c-i)...  (/-i). 
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Résolntion  de  réqnation  binôme,  lorsque  son  degré  est  an  nombre 

impair. 

1426.  Soil  l'équation 
(i)  a7'"ini         ou        X"*  —  i=o, 

où  m  est  un  nombre  impair.  Cette  équation  admet  alors  une 
racine  égaie  à  i  et  m  —  i  racines  imaginaires,  conjuguées 
deux  à  deux  et  réciproques  (8W,  1412).  Si  Ton  supprime  la 
racine  i ,  en  divisant  le  premier  membre  .r'" —  i  par  a:  —  i,  on 
obtient  une  équation  de  degré  pair 

(  2  )         x"^-^  ■+-  x"*-*  -+-  a?'»-'  4-  ...  H-a;--|-J7H-i=o, 

qui  est  réciproque  (  1070)  et  qu'on  peut,  par  conséquent  (1073), 
abaisser  au  degré en  posant 

X  -\ —  z=i  z         OU         j?*  —  5jr  4-  I  =  o. 

X 


Mais  les racines  de  l'équation  en  z  sont  alors  les 

2  ^ 

doubles  des  parties  réelles  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion (i),  conjuguées  deux  à  deux  et  réciproques.  La  forme 
de  ces  racines  conjuguées  étant  (1412)  xjt  et  x^-kf  c'est- 
à-dire 

2A-7r    ,    .  .    2Â:7r 

cos ±:  i  sin > 

m  m 

on  aura  donc,  d'une  manière  générale, 

I  2Ar7r 

X/i  -+-  X^  _jt=J74 z=zz=z2  COS  > 

X  m 

et  il  suffira  de  donner  à  Ar,  dans  cette  formule,  les  valeurs  i, 

2,  3,  . . . , ,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  z.  On  aura 

ensuite  toutes  les  valeurs  de  j?,  autres  que  l'unité,  à  l'aide  de 

la  relation 

z±\/z^^^ 

x= • 

2 
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liST.  Ce  qu'on  vient  de  dire  s'applique  au  cas  où  le  degré 
de  l'équation  binôme  est  un  nombre  premier,  puisque  tout 
nombre  premier  est  impair.  Mais,  dans  ce  cas,  on  peut  ré- 
soudre algébriquement  l'équation  binôme,  qui  est  alors  de  la 
classe  des  équations  dites  Abéliennes,  et,  par  suite,  résoluble 
algébriquement  par  radicaux  (liii.08).  Nous  renverrons  sur  ce 
point  à  la  Note  XIV  du  Traité  de  la  résolution  des  équations 
numériques. 


Application  de  la  théorie  des  équations  binômes  à  la  division 
de  la  circonférence  en  parties  égales. 

IfâS.  Supposons  {Géom,,  203)  la  circonférence  divisée  en 
m  parties  égaies  à  a.  £n  joignant  les  points  de  division  dans 
leur  ordre  naturel,  on  obtient  un  polygone  régulier  ordinaire 
de  m  côtés. 

Admettons  maintenant  qu'on  joigne  ces  points  de  division 
de  k  en  ky  h  partir  de  l'un  d'eux. 

Si  k  est  premier  avec  m,  la  circonférence  représentée  par 
ma  et  l'arc  ka  sous-tendu  par  chacune  des  cordes  successives 
ont  mka  pour  plus  petit  multiple  commun  {Arithm.,  131),  et 
Ton  revient  nécessairement  au  point  de  départ  après  avoir 
parcouru  m  fois  Tare  ka  ou  k  fois  la  circonférence  ma.  On 
forme  donc  ainsi  un  nouveau  polygone  régulier  de  m  côtés. 
Seulement  ses  côtés  s'entre-coupent,  et  on  lui  donne  le  nom 
de  polygone  régulier  étoile. 

Si  m  et  A:  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  d,  le  plus 

petit  multiple  commun  de  la  circonférence  ma  et  de  l'arc  ka 

m,Ka         ,,  ,  .       i      1  »•  »  ■ 

est  -— y— »  et  1  on  revient  au  pomt  de  départ  après  avoir  par- 

m  k 

couru  -T  fois  l'arc  ka  ou   ,  fois  la  circonférence  ma.  On  forme 
a  a 

donc  ainsi  un  polygone  régulier  de  -j  côtés  et  non  plus  de 

m  côtés. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  nombre  des  polygones 
réguliers,  convexes  ou  étoiles,  de  m  côtés,  est  égal  au  nombre 
des  entiers  premiers  et  inférieurs  à  m,  c'est-à-dire  au  nombre 
des  entiers  premiers  à  m  renfermés  dans  la  suite  i,  2,  3,  . . ., 
m  —  I.  Mais,  si  Ton  remarque  {Arithm.,  168)  que  les  nombres 
premiers  et  inférieurs  à  m  se  répondent  deux  à  deux,  à  égale 
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distance  du  plus  petit  et  du  plus  grand  de  ces  nombres  qui 
sont  I  et  m  — I,  en  étant  complémentaires  à  /w,  il  est  clair 
qu'on  obtient  le  même  polygone  étoile  de  m  côtés  en  joignant 
les  points  de  division  de  k  en  A-  {k  étant  premier  à  m)  ou  de 
m  —  k  en  m-—  k.  En  réalité,  le  nombre  des  polygones  régu- 
liers de  m  côtés  est  donc  égal  au  nombre  des  entiers  premiers 

h  m  renfermés  dans  la  suite  i,  2,  3,  . . ., 

D'après  cela,  si  Ton  donne  à  m  les  valeurs  entières  consé- 
cutives depuis  3  jusqu'à  17  par  exemple,  on  a  les  résultats 
suivants.  Il  y  a  un  seul  triangle  équilaléral,  un  seul  carré  et 
un  seul  hexagone  régulier  répondant  à  A  =  i.  Il  y  a  deux 
pentagones  réguliers,  pour  k=ii  et  k=:2;  trois  heptagones 
réguliers,  pour  k=zi,  Â'=2,  A— 3;  deux  octogones  régu- 
liers, pour  k^zzi  et  A:z=3;  trois  cnnéagones  réguliers,  pour 
A=  f ,  A  zn  2,  A  —  4  ;  deux  décagones  réguliers,  pour  A*  =  i  et 
A  =  3;  cinq  hendécagones  réguliers,  pour  A  =  i,  2,  3,  4»  5; 
deux  dodécagones  réguliers,  pour  A=:i  et  A  =5;  six  poly- 
gones réguliers  de  treize  côtés,  pour  A  =  i,  2,  3,  4»  5,6;  trois 
polygones  réguliers  de  quatorze  côtés,  pour  A=:j,  A  =  3, 
A  1=5;  quatre  pcnlédécagones  réguliers,  pour  A:=i,  A  =  2, 
A  z=i  4,  ^=7  ;  quatre  polygones  réguliers  de  seize  côtés,  pour 
Ami,  A  =  3,  A  =  5,  A  =  7  ;  enfin,  huit  polygones  réguliers  de 
dix-sept  côtés,  pour  Am:  i,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8. 

Tout  revient,  pour  obtenir  les  polygones  réguliers  de  chaque 
espèce,  à  trouver  le  côté  du  premier  d'entre  eux. 

1^29.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  chaque  racine  primitive 
de  l'équation  binôme  a:?"'=i  (1414,  14-16)  correspond  préci- 
sément à  un  polygone  régulier  de  m  côtés,  de  sorte  que  le 
problème  de  la  division  de  la  circonférence  en  parties  égales 
revient  à  la  résolution  de  l'équation  binôme  x"*:=li  ou  à  la 
détermination  de  ses  racines  primitives. 

Prenons  le  rayon  de  la  circonférence  pour  unité,  et  dési- 
gnons par  u\^^^  la  longueur  du  côté  du  polygone  réguher  de 
m  côtés,  obtenu  en  joignant  les  m  points  de  division  de  la 
circonférence  de  A  en  A,  l'entier  A  étant  premier  et  inférieur 

2  TT 

à  m.  Ce  côté  ?/■,^^  étant  la  corde  de  l'arc  A  —  ?  équivaut  au 
double  du  sinus  de  l'arc  moitié  A On  a  ainsi  cette  formule 

2/W 
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générale  {Trigon,,  66) 

.  ^     /   I  —  cos / '• ;— 


«5^^  —  2  Sin =31/      ^-::  i  /  2  —  2  COS 


-^- 


2//Z  1/  2  V  fil 


Or,  en  se  reportant  au  n*  1426,  on  vail  que,  quel  que  soit  w, 

2  COS est  toujours  le  double  (s)  de  la  partie  réelle  de  la 

racine  primitive  x^  de  Féqualion  a?"* m.  La  détermination 
des  racines  primitives  entraîne  donc  celle  des  côtés  des  poly- 
gones réguliers. 
Nous  allons  parcourir  quelques  exemples. 


Polygones  réguliers,  convexes  et  étoiles. 

1430.  Triangle  équiUitéral  (w  =  3,  A-  =  i).  —  11  faut  partir  de  Téqua- 
lion  X» — 1  =  0.  En  supprimant  la  racine  i,  il  vient  x'^ -\- x  -^  i  —  o  e\^ 

en  posant  xn —  =3,  ona3=  —  i.  Par  suite, 

X 


2Tt 

z  =  2  COS  ~  —  —  I         et 


U^^  '  =  4  /  2  —  2  COS  -^   =  /i  5 


ce  qui  est  bien  le  côté  du  triangle  cquilatéral  inscrit  dans  la  circonfé- 
rence de  rayon  i  {Géom.,  203). 

Les  deux  racines  primitives  do  l'équation  x»  —  i  —  o  sont  d'ailleurs 

les  racines  de  Téqualion  x*  -h  x  -m  =  o  ou ^ — —  • 

Hexagone  régulier  (/;/  =  6,  A  =  i).  —  On  a  (1429) 

//'j>>=  2  sin^r  =  I, 

ce  qui  est  bien  lo  côté  de  l'hexagone  régulier  {Géom,,  203). 

1131.  Pentagone  régulier  (m  ~  j^  k  =  i  ou  A  =  2).  —  11  faut  partir 
de  réquation  0:^— (  =  0.  En  supprimant  la  racine  i,  on  a  l'équation 
réciproque 

X^ -^  X^ -i- X^ -\-  X  -h  l  —  Oj 

qui,  en  posant  x  -  -  _-  z,  devient  (1073) 

z'  -+-  z  —  1  =  o,  a  ou         z  = ^~~  ' 
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Les  valeurs  de  z  sont  celles  de  2  cos  -^  et  de  2  cos  ^  •  D'après  les 
signes  des  cosinus,  on  a  donc 

211       1/5  —  I  ,  4^  1/5  H- I 

2  cos  -=-  = et        2  cos  -V  =  — 


5  2  5  2 

U  vient  alors  (1429) 


Ce  sont  bien  les  valeurs  des  côtés  du  pentagone  régulier  ordinaire  et 
du  pentagone  régulier  étoile  (Géom,,  207). 

Décagone  régulier,  —  (m  =  10,  k  =  i  on  k  =  3).  —  Il  faut  partir 
de  l'équation  x^^=z  i  et  trouver  ses  racines  primitives.  Pour  cela,  on 
peut  chercher  les  racines  primitives  des  deux  équations  x>  =  i  et 
x5=i  (1421). 

L'équation  a:^=  i  n'a  qu'une  racine  primitive  qui  est  —  i. 

L'équation  jt^  =  i  a  quatre  racines  primitives  imaginaires,  conjuguées 
deux  à  deux  et  réciproques.  Leurs  sommes  respectives  ou  les  doubles 
de  leurs  parties  réelles  sont  précisément  les  valeurs  trouvées  pour  2 
dans  la  question  précédente.  En  posant 

,      y/S—i  v/5h-i 

z    =    y  3    = y 

2  2 

on  les  obtiendra  donc  par  les  deux  équations  du  second  degré 

x^  —  3'x-hi  =  o,        x^ — z'x  -hi  =  o. 
La  première  a  pour  racines 

La  seconde  a  pour  racines 

v/5-+-i    .   -  /6-f-2v/5  rr  /r  ,  y Tfl 

x  =  -  1-,-  ±y/ -^^ i=--L/5-hiqr/\/io-2/5j. 

En  multipliant  ces  résultats  par  —  i,  on  aura  les  quatre  racines  pri- 
mitives de  l'équation  x^o=  1.  Les  doubles  des  parties  réelles  de  ces 
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racines  conjuguées  deux  à  deux  ou  leurs  sommes  ont  pour  valeurs 


1-/5       .      i-h/5 
L_     et     ï^ 


Il  en  résulte,  en  raison  des  signes, 


271 


7C  I  -j-/5 


a  cos  —  =  a  cos  ^  = 
et 


67c  3?:        I  — v/ 


) 


2  cos =2  cos  -?-  = 


10  5  2 

La  formule  générale  du  n^  1429  donne  ensuite 


"^■^V'-^'V-r 


— /5        i/5  — I 


2 


Ce  sont  bien  les  valeurs  des  côtés  du  décagone  régulier  ordinaire  et 
du  décagone  régulier  étoile  (Géom.,  â06). 

1432.  Pentédécagone  régulier  (m  =  i5,  A- =  i,  2,  4,  7).  —  H  faut 
partir  de  l'équation  x»8=:i,  et  trouver  ses  racines  primitives.  On  les 
obtient  (1421)  en  multipliant  deux  à  deux  les  quatre  racines  primitives 
de  l'équation  x^=i  et  les  deux  racines  primitives  de  l'équation  x^  —  i. 
On  a  ainsi  les  huit  racines  primitives  de  l'équation  x^^=i,  qui  sont, 
d'après  les  calculs  précédents  (1430,  li3i  ), 

o  o 

i(i-v/5-t-v'io^^^)-|(/3    -/TS-v/io  +  av/s), 
3(i-(-v/5-v/3o-6/5)±  j(v/T5-f-/3    -+-V^io  — ay^s). 

O  O 

j(i-hv/3-f-v/3o-6/5)dti(v/r5H-/3    -v/io  — 2/5). 
8  o 

On  aura  les  quatre  valeurs  de  2  =  2  cos ^(1426, 1429),  en  dou- 
blant les  quatre  parties  réelles  de  ces  huit  racines  imaginaires,  conju- 
guées deux  à  deux.  Ces  valeurs  de  z  représentent,  dans  un  certain  ordre 

27:  4tî  87t  i47t 

(pour  A:  =  I,  2,  4,  7),  2C0S-T->  2C0S-r^>  2  COS -^  J   2C0S-V>  OtloU 
^'^  /     I     '  #  l»J  J^  1^  J^ 
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a  évidemment,  d'après  les  signes  des  cosinus  et  les  relations  de  gran- 
deur des  arcs, 

i  (  I  - v/5-v/3o  -+-  6v/5)  =  2  cos  i^, 
i  ^  i5 

7(1— V^54-v/3Ô~4-6v/5)  =  2C0S^, 

-,(»-+-  V^5  — V  3o  —  61/5)  —  2  COS  -t:  î 
.{  '^  '  ij 

-(i-+-v/5  +-v/3o  — 6/5)  =  acos-^  • 

On  obtient  ainsi,  pour  les  côtés  des  quatre  pentédécagones  réguliers 
et  par  ordre,  les  valeurs  suivantes  : 


V  I  2 

/■ " 

/»i       1  /         I  —  v/5 -4- V' 3o -I- 6 t/S       I  ./         7^      J~^~7T^ 


Ces  valeurs  sont  indiquées  en  Géométrie  sous  une  autre  forme.  Koas 
avons  trouvé  {Géom,^  208) 

«W  =  7  (N/io-+-a/5-/^-h/3)  , 
4 

««j»,)  =  I  (/75  4-  /3  -  v^io-2v/5), 
«W  =  7  (v/io-4-9V5  -h  /l5  -  v^3), 

4 

wfj^g)  =  7  ( /îô  -h  v/3  -+-  y/io  — -iv/s) . 

4 

11  est  facile  de  passer  dos  valeurs  précédentes  à  celles-ci  par  la 
transformation  connue  {^^Ig*  dém,,  264  et  suiv.))  exprimée  par  la  re- 
lation 

1433.  On  a  cru  pendant  longtemps  que  les  polygones  réguliers  dont 
nous  venons  de  nous  occuper  étaient  les  seuls  qu'on  pût  inscrire  dans 
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la  circonférence  par  les  procédés  do  la  Géométrie  élémontairo,  c'est- 
à-dire  à  Taido  do  la  règle  et  du  compas,  ou,  ce  qui  rcviont  au  même, 
en  s'appuyant  sur  la  résolution  dos  équations  du  premier  et  du  second 
degré.  La  considération  des  équations  binômes  a  complètement  généra- 
lisé le  problème,  puisque  tout  revient  (1429)  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion j:'»  =  i . 

Gauss,  le  premier,  a  prouvé  dans  ses  Recherches  arithmétiques  (  »  ) , 
qu*on  pouvait  inscrire  par  de  semblables  moyens  tout  polygone  ayant 
un  nombre  de  côtés  exprimé  par  un  nombre  premier  de  la  forme 

Plus  généralement,  Gauss,  le  premier,  a  montré  qu'on  pouvait  ré- 
duire la  résolution  de  l'équation  x^  =  i^  où  p.  est  un  nombro  premier, 
à  la  résolution  dos  équations  plus  simples,  qui  ont  pour  degrés  res- 
pectifs les  facteurs  premiers,  égaux  ou  inégaux,  du  nombro  |ji — i. 

Ainsi,  l'équation  x>'  =  i  ne  demandera  que  la  résolution  de  deux 
équations  du  second  degré  et  d'une  équation  du  troisième,  puisqu'on 
a  i3 —  I  =  2.  2.  3.  L'équation  x*^  =  i  n'exigera  que  la  résolution  de 
quatre  équations  du  second  degré,  puisqu'on  a  17  —  i  =  2.2. 2.2. 

Pour  terminer  ces  exemples,  nous  allons  indiquer,  d'après  Gauss, 
comment  on  peut,  de  cette  manière,  inscrire  le  polygone  régulier  de 
dix-sept  côtés. 

Polygone  régulier  de  dix-sept  côtés. 
143i.  On  a  ici,  d'après  la  relation  générale  (1429), 


et  tout  revient  à  la  détermination  géométrique  de  l'arc 


•?.  COS j 

17 


(1)  "^"^f^        (i7?  =  '^)- 

Une  formule  connue  (  Trigon.,  90)  donne,  pour  la  somme  des  cosinus 
des  multiples  impairs  de  9  depuis  1  jusqu'à  i5  [on  a  m  =  8,  le  premier 
arc  a  est  cp,  et  la  raison  //  est  2'f  ], 

ICOS9  -+-  COS3(p-4-COS5(p  -H...-hC03l3<p  -+-  C0Sl5(p 
_  sin8ç>cos8cp  _  sini6cp  _  sin(ir  — o)  _  i 
~~         sincp         ~  2sin<p  ""      2siDç      ~~  2 

Séparons  alors  en  deux  parties  la  somme  des  termes  qui  composent 


(*)  Disquisitiones  arithmeticœ,  Lipsiae,  1801.  Ce  remarquable  Ouvrage 
a  été  traduit  en  français  par  Poullet-Delisle.  Gourcier,  1807. 


n 
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le  premier  membre  de  la  relation  (a),  et  posons 

X  =  cos  3  cp  -h  cos  5  cp  -h  cos  7  ?  -h  cos  i  i  ?, 

J=C0S9     -4- C0S9«p -hCOSlS© -h  cosiSo. 

On  aura  d'abord,  d'après  (2), 

(a)  x-hr  =  ^- 

Si  l'on  multiplie  maintenant  x  par  y  et  si  l'on  change  les  produits  de 
cosinus  obtenus  en  cosinus  d'arcs  simples  {Trigon.,  81)  [en  réduisant 
ensuite  et  en  tenant  compte  de  la  relation 

C08(i7  —  A:}o  =  C03(ir  — Ao)  =  —  cos^cp], 
il  vient  (7>/^o/2.,  90) 
j:j=2(coS2cp-i-cos4o  4-cos6<p-hcos8oH-cosioo  -+-  cosiao  -h  cos  14!?-+- cos  160): 

__     8in8©cos9îp  __     sin8©cos(ir  —  ^?)  _         sinSy  COS89 
~^  siiio        "  sinç  ~~  8in<p 

__      sini6'f  __      siri(Tr  —  tp)  __ 
"~        siuîp    ~  sinîp        "" 

On  a  donc  la  seconde  équation 

(?)  .rj=-i. 

Les  relations  (a)  et  (P)  donnent  alors,  par  une  première  équation  du 
second  degré, 

[x  est  positif  et 7  est  négatif.] 
Séparons  de  nouveau  les  sommes  x  et  x  en  deux  parties,  et  posons 

s  =  cos3©-4-cos  5cp, 
x=  f  -h  t  {  ' 

/  =  cos7ïp  -hcosiicp; 

if  =  cos    çp4-C0Sl3ï), 

ç;  =  cosgf +  cosi5çp. 

[s  est  positif  et  t  négatif;  u  est  positif  et  v  négatif.] 

On  trouve,  en  multipliant  respectivement  ^  et  /,  «  et  p,  et  en  opé- 
rant comme  pour  le  produit  x/, 

I  I 

4  4 

Deux  nouvelles  équations  du  second  degré  détermineront  donc  les  nom- 
bres s  ^i  t  (puisqu'on  connaît  j?  =  j H-  /)  et  les  nombres  w  et  (»  (puis- 
qu'on connaît  j^  =  a  -+-  p). 
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Enfin,  en  remarquant  qu'on  a,  d'une  part, 

COS©  -hCOSiSïp  =  u 

et,  de  l'autre  {Trigon,,  81), 

1  I  ç 
COS«p  COSiScp  =  -(C0Sl4«P  -HC08I2Ç))  = (COSScp  -r  C085<p)  =  — -,. 

2  2  2 

on  voit  que  coscp  sera  la  racine  positive  de  cette  quatrième  équation  du 
second  degré 

COS*«  —  u  C08«p  —  -  =  O, 

dont  la  racine  négative  représente  cosiSop. 
On  a  donc  finalement 

C0S9  = , 

*  2 

et,  par  des  constructions  géométriques  convenablement  enchaînées,  on 
peut  déterminer  l'arc  «p,  c'est-à-dire  effectuer,  à  l'aide  de  la  règle  et  du 
compas,  la  division  de  la  demi-circonférence  en  dix-sept  parties  égales 
ou  de  la  circonférence  entière  en  trente-quatre  parties  égales.  Le  poly- 
gone régulier  de  trente-quatre  côtés  étant  inscrit,  le  polygone  régulier 
de  dix-sept  côtés  s'en  déduira  immédiatement  (<). 

Résolution  des  équations  trinômes. 

1435.  Soit  l'équation  trinôme,  où  les  coefficients  p  et  q 
sont  donnés  et  où  les  exposants  de  œ  sont  doubles  Tun  de 
l'autre  {Alg.  élém.,  269), 

En  prenant  x'^  pour  inconnue,  on  en  déduit 


2 


Vt-^' 


et  la  résolution  de  l'équation  trinôme  est  ramenée  à  celle  de 
deux  équations  binômes  générales  (1410,  1411). 


(*)  Pourplas  de  détails  sur  cette  solution,  consulter  TOuvrage  de  Gauss, 
ainsi  que  VEssai  sur  la  théorie  des  nombres,  de  Leqendre  (deuxième 
édition  ). 

De  C.  —  Cours.  IV.  ^i 
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1436.  Considérons  le  cas  où,  />  el  ^  étant  des  nombres  réels, 
on  a 

Les  valeurs  de  j7"*  devenant  des  imaginaires  conjuguées, 
on  peut  alors  poser 

-— --+-t /^ —  q  =:/(cosa  4-  fsina), 

—  —  —  i/^ ^=:/(cosa  —  ^*sina), 

et  Ton  a,  en  ajoutant  et  en  multipliant, 

p=z — arcosa,         ç=:r*. 

L'équation  trinôme  prend  donc  la  forme 

(i)  ^*'" — 2r^"»cos«-f- r'm  o, 

et  Ton  a,  en  même  temps, 

(2)  ir'"=  r(cosa  ±:  2  sina). 

Les  racines  de  la  double  équation  (2)  sont  d'ailleurs  don- 
nées (14-11)  par  la  formule 

.^.  ^(         (x-^iki:  ,     a-4-2Xr7r\ 

(  3  )  ûT  =  /•'"    cos ±:  i  sin  — ? 

^   ^  \  m  /w       / 

où  il  suffira  d'attribuer  à  k  les  m  valeurs  o,  i ,  2,  3, . . . ,  m  —  i, 
ou,  plus  généralement,  m  valeurs  entières  consécutives,  pour 
obtenir  les  im  racines  distinctes  de  l'équation  (i). 

1437.  On  voit  (1017)  que  les  diviseurs  du  premier  degré  du 
premier  membre  de  l'équation  (i)  [1436]  sont  de  la  forme 

—  /        a -h  2^-7:       .   .     a4-2X•7r^ 
X  —  r'"    cos h  i  sm 


) 


ni  m 

^/        (x.-\-ik'K       .   .     aH-2A-7r 

X  —  r"    cos I  sin 

\  m  m 

Si  l'on  donne  dans  ces  deux  expressions  la  même  valeur  à 
l'entier  indéterminé  k,  le  produit  des  deux  diviseurs  du  pre- 
mier degré  correspondants  représente  un  diviseur  réel  du  se- 
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cond  degré  du  premier  membre  de  Téquation  (i),  et  ce  divi- 
seur réel  du  second  degré  revêt  à  son  tour  la  forme 


(: 


X  —  /*"*  cos 
c'est-à-dire 


-f-  /•'"  sm* 

771       y  m 


x^ —  2  r""  a:  cos 


an-  2Âr7r 


m 


Le  produit  de  tous  les  diviseurs  réels  du  second  degré  ob- 
tenus en  donnant  à  l'entier  k  les  m  valeurs  o,  i ,  2, 3, . . . ,  m  —  i , 
reproduira  (1017)  le  premier  membre  de  l'équation  (i). 

On  a  ainsi  l'identité 

a  H-  2  Â:  7: 


(4)     ar*'"— 2ra7'"cosa-+- r'i3  1  I   (a?*— 2/^ 

A=0 


arcos 


m 


1 

m 


Théorème  de  Moirre  et  de  Côtes. 

1438.  Les  théorèmes  de  Moiyre  et  de  Côtes  permettent  de 
représenter  géométriquement  les  diviseurs  réels  du  second 
degré  du  premier  membre  d'une  équation  trinôme  ou  ce  pre- 
mier membre  lui-même,  ainsi  que  le  premier  membre  d'une 
équation  binôme. 

Soit  {fig,  71)  un  polygone  régulier  de  m  côtés,  inscrit  dans 

\_ 
un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  r'",  et  dont  les  sommets 

Fig.  71. 


soient  Ao,  Ai,  Aj, . . .,  A,„_i.  A  partir  de  Ao,  portons  sur  la  cir- 


■i  a 


conférence  un  arc  AqB  égal  à /"»  —  (répondant,  par  consé- 

»  /  c 
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quent,  à  Tare  —  dans  le  cercle  de  rayon  i  V  Si  a  est  positif, 

AqB  sera  porté  dans  le  sens  AoA,„_i  el,  si  a  est  négatif,  dans 
le  sens  contraire  AoAi-  Prenons  sur  le  rayon  OB  une  lon- 
gueur OM  représentant  a:,  et  joignons  M  à  tous  les  sommets 
du  polygone  régulier  inscrit.  On  formera  ainsi  des  triangles 
successifs  MOAo,  MOAi,  MOAi,  . . .,  MOA,„-i. 

Soit  Tun  de  ces  triangles  MOAa-.   Il  donne  évidemment 
{Trigon.,  U8) 

M  Al-  =  j:*  —  2  /•'"  ^  cos h  /•"*. 

m 

L'identité  (4)  [H37]  devient  donc 


(5)  X*'"— 2rx'»cosa4-/'=MAo  .MAj  .MA,  ...MA;„_,  . 

Le  produit  des  diviseurs  réels  du  second  degré  du  trinôme 
jpïm —  2  rx"*^  COS  a  H-  r*  est  donc  figuré  géométriquement  par 
le  carré  du  produit  des  distances  du  point  M  aux  différents 
sommets  du  polygone  Aq  Ai  As . . .  A,„_|. 

1W9.  Changeons  a  en  tt  -h  a  dans  Tidentité  (4)  [1437].  Elle 
deviendra 

^,î/n  _,_  2  /\r'«  cos  a-^  r^ 

\  A  =  m— I    .  , 

'       —    Il    l -^  —  2r'"j:cos ^^ \-r^ 


k-Q 


Considérons  le  même  polygone  AqAiAj.  . .  A;„_j  ijig»']i); 
prenons  les  milieux  A'o,  Aj,  A',,  ...,  A';„.,  des  arcs  sous-tendus 
par  ses  côtés,  et  joignons  le  point  M  à  ces  points  milieux.  On 
forme  ainsi  des  triangles  MOA^,  MOA',,  MOAj,  . .  .,M0A;„-,. 
L'un  quelconque  de  ces  triangles,  MOA^t,  donne  évidemment 

lîïT^*         5         Ji  a -h(a  A"H-i)7:         ^ 

MAi,   =zx^—2r^xcos ^ ' hr"*, 

*  m 

et  la  relation  (4  l^is)  devient 


(5  6i:s)x»'"-h2ra"«cosa-i-r^=MA;  .MA',  .MA;  ...MA^.,  . 

Le  produit  des  diviseurs  réels  du  second  degré  du  trinôme 
a:*'"-h  arar*"  cosa  H-  r*  est  donc  Jiguré  géométriquement  par 
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le  carré  du  produit  des  distances  du  point  M  aux  différents 
points  milieux  des  arcs  souS'tendus  par  les  côtés  du  polygone 

Aq A}  Aj  •  .  •  A/^_|« 

1440.  On  peut  réunir  les  deux  énoncés  des  numéros  précé- 
dents (1438,  1439)  en  un  seul. 

i_ 

Inscrivons  dans  la  circonférence  de  centre  0  et  de  rayon  r'" 
unpolygonerégulierc^e2/wcd/^^,AoAo  A|A',  A,A',...  A,«_,A';„_,, 
en  déterminant  toujours  le  point  B  et  le  point  M  comme  il  a 
été  indiqué  (1438).  On  peut  dire  alors  que 

Le  trinôme  x-"^ —  ar^"*  cosa  H-  r^  est  figuré  géométrique- 
ment par  le  carré  du  produit  des  distances  du  point  M  aux 
sommets  de  rangs  impairs  du  polygone,  tandis  que  le  trinôme 
j:*'"-f-  irx^  cosa  4-  r*  est  figuré  par  le  carré  du  produit  des 
distances  du  point  M  aux  sommets  de  rangs  pairs. 

C'est  dans  cette  double  proposition  que  consiste  le  théo- 
rème de  MoiTRE. 

1 

1441 .  Supposons  a  =  o  ou  cos  a  =  i .  L*arc  A©  B  =  r'"  —  sera 

nul,  et  le  point  M  sera  {fig.  72)  situé  sur  le  rayon  OAq. 

Fig.  72. 


Le  premier  membre  de  l'identité  (5)  [1438]  devient  en 
même  temps  un  carré.  On  peut  donc  extraire  la  racine  carrée 
des  deux  membres,  et  Ton  a 


(6) 


^m_  r^±:  MAo.MA, .MAj ...  MA 


m— 1> 


suivant  que  le  point  M  est  extérieur  ou  intérieur  à  la  circon- 
férence 0,  c'est-à-dire  suivant  que  x  est  plus  grand  ou  plus 

petit  que  r*". 
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Le  premier  membre  de  ridenlilé  (5  ^w)  [IWO]  devient  éga- 
lement un  carré,  on  peut  extraire  la  racine  carrée  des  deux 
membres,  et  Ton  a 

(6  bis)  X"'  -h  r  =  MA;  .MA;  .MA', . . .  MA;„.,. 

C'est  dans  cette  double  proposition,  facile  à  énoncer  en 
langage  ordinaire  (1&'38,  1&39),  et  qui  s'applique  alors  aux 
équations  binômes,  que  consiste  le  -théorème  de  Côtes.  La 
construction  indiquée'au  n«  884-,  combinée  avec  la  règle  de 
la  soustraction  des  quantités  imaginaires  (877),  y  conduit  di- 
rectement et  immédiatement. 


LIVRE  ONZIÈME. 

THÉORIE   DES   ÉQUATIONS 

.  (suite  et  fi>). 
QUESTIONS    COMPLÉMENTAIRES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  SUR  LA  THÉORIE  DES  DIFFÉRENCES. 


Définitions. 
1442.  Considérons  une  suite  de  nombres 

(l)  Vo,      Jl,      /î.      /O.        -••»      fm-U      y 


/«' 


Si  Ton  retranche  chacun  d'eux  de  celui  qui  le  suit,  on  ob- 
tient une  nouvelle  suite 

Les  termes  de  cette  nouvelle  suile  s'appellent  les  diffé- 
rences des  lermes  de  la  première  :  /i  — /o  est  la  différence 
tle  /o;  Vi— /i,  la  différence  de  /i;  . . .;  /,«— jm-i,  la  diffé- 
rence dey,rt-i. 

Pour  indiquer  les  différences,  on  se  sert  du  signe  A  :  ainsi, 
A//»»-i  indique  la  différence  de  /m-i.  Par  conséquent,  les  dif- 
férences des  termes  de  la  suite  (r)  forment  la  suite 

(2)  A/o,    Aji,     A/2,     ...,     A/„,_,. 

Comme  l'opération  peut  se  renouveler,  les  termes  de  la 
suite  (2)  sont  les  différences  premières  ou  du  premier  ordre 
des  termes  de  la  suite  (i). 
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La  suite  (2)  «  un  terme  de  moins  que  la  suite  (i). 

On  peut  faire,  pour  les  termes  de  la  suite  (2),  ce  qu*0D 
vient  de  faire  pour  les  termes  de  la  suite  (i).  On  forme  ainsi 
les  différences  des  différences  premières  ou  les  différences 
secondes  ou  du  second  ordre  des  termes  de  la  suite  (i).  Les 
différences  secondes  sont 

^/i  —  AXo,     Ay,— Aj„     ...,  -A/^n-,  — A7,;,_i; 

on  les  désigne  par  le  signe  A*,  et  elles  forment  la  suite 

(3)  A«jo,     A*j,,     ...,     A*7,«_j. 

La  suite  (3)  contient  un  terme  de  moins  que  la  suite  (2). 

En  prenant  les  différences  premières  des  différences  se- 
condes, on  obtient  les  dijférences  troisièmes  ou  du  troisième 
ordre  des  termes  de  la  première  suite,  et  ces  différences  sont 
indiquées  par  le  signe  A^. 

On  peut  continuer  de  même  et  former  les  différences  qua- 
trièmes ou  du  quatrième  ordrCy  les  différences  cinquièmes  ou 
du  cinquième  ordre,  . . . ,  indiquées  par  les  signes  A*,  A*, 

A  chaque  nou{>elle  suite,  le  nombre  des  termes  diminue  né- 
cessairement d'une  unité,  de  sorte  que,  si  la  première  suite 
renferme  m  4-  i  quantités,  la  (ni  H-  i )'*"»«  en  renferme  une 
seule  et  ne  donne  lieu  à  aucune  différence. 

Certains  principes  sont  communs  au  Calcul  des  différences 
et  au  Calcul  différentiel. 
Uy  r,  Zy  étant  des  quantités  variables,  on  a 

A(«o-h^o— -o)  =  («i-^î'i  — 5i)  — (Mo-+-^o—-o) 

=^  ( '^  —  "0 )  -»-  ( «^  --  t'o )  —  ( -1  —  -0) 
=  Awo-h  A('o— Aso. 

Par  suite,  la  différence  d'une  somme  algébrique  est  égale 

à  la  somme  algébrique  des  différences  de  ses  parties  (568). 

La  différence  d'une  constante  a  étant  nulle,  on  a  donc 

(538,  549) 

A(//  -h  a)  =  Am. 

a  étant  un  facteur  constant,  on  a 

Aa«o=«Wi—  a«o==a(wt—  tfo)=aAwo. 


ALGEBRE    SUPÉRIEURE.  649 

La  différence  du  produit  d' une  fonction  par  une  constante 
est  donc  égale  au  produit  de  cette  même  constante  par  la  dif- 
férence de  la  fonction,  etc. 

1443.  On  peut  écrire  les  suites  formées  par  les  quantités 
proposées  et  leurs  difTérences  des  divers  ordres,  en  les  dispo- 
sant en  colonnes  verticales,  comme  dans  le  Tableau  ci-des- 
sous : 


^0 

•i/o 

A'j, 

A'ro 

A'jo 

AV, 

J\ 

•i/1 

A'ri 

•^Vi 

i'rl 

Jt 

Vf 

^^jt 

i'.r» 

73 

V> 

AVs 

J* 

Ar» 

•« 

« 
• 
• 
• 

; 

\ 

; 

; 

Pour  l'obtenir  y  il  fauty  ^diV  ûé^\m\\oiiy  retrancher  chaque 
nombre  d'une  colonne  de  celui  qui  le  suit  verticalement,  et 
écrire  le  résultat  trouvé  à  droite  du  nombre  soustrait  et  sur 
la  même  ligne  horizontale. 

Réciproquement,  chaque  nombre  du  Tableau  est  égal  à 
celui  qui  le  précède  verticalement,  augmenté  du  nombre 
placé  à  la  droite  de  ce  dernier.  Par  exemple,  la  relation 

Ayi—  ^/i  =  A'/i        donne        A/,  =  Aj,  -+-  A^/j. 

On  a,  pour  la  première  colonne  verticale,  en  particulier, 


ym—ym-x-^^y 


/«— 1> 


c'est-à-dire,  en  ajoutant  et  en  réduisant, 

7m  =  Vo  -h  A/o  H-  A/i  -h  A/s  -h  ...  -h  A7,„_i, 

formule  facile  à  traduire  en  langage  ordinaire  et  qu'on  peut 
appliquer  à  chaque  colonne  verticale. 
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On  peut  dire  encore  que  chaque  nombre  du  Tableau  est 
égal  à  celui  qui  le  suit  verticalement,  diminué  du  nombre  placé 
à  la  droite  du  nombre  considéré.  Par  exemple,  la  relation 

^73  —  Vs  =  A*72        donn  e        Aj,  =  Aj^  —  A«/,. 

1W4..  Supposons  qu'on  veuille,  d'après  ce  qui  précède,  in- 
diquer le  Tableau  des  différences  des  sept  nombres 

lo,   i4,  21,  33,  4i,  57,  63; 
on  aura 


A. 

A*. 

A3. 

A*. 

A». 

A«. 

1 

10 

4 

3 

2 

—  1 1 

3. 

—83 

lî 

7 

) 

9 

21 

-5i 

21 

12 

-  4 

12 

-3o 

33 

8 

8 

—  18 

41 

16 

— 10 

( 

'>7 

6 

63 

1 

Si  Ton  donne,  au  contraire,  le  nombre  10  et  les  six  diffé- 
rences successives  4,  3,  2,  —  1 1,  32,  —  83,  et  qu'on  veuille  re- 
trouver la  première  colonne  verticale,  on  opérera  par  addition 
sur  la  première  ligne  horizontale,  en  disant  :  — 83-h32  =— 5i, 

32— Iï=:2f,    — 11-1-2=:- 9,    24-3=:5,    34-4  =  7»    4-HIO  =  l4, 

et  l'on  reformera  ainsi  la  seconde  ligne  horizontale  du  Ta- 
bleau. Pour  reconstituer  la  troisième  ligne  horizontale,  on 
opérera  de  la  même  manière  sur  la  seconde  ligne  horizon- 
tale, etc.  Toutes  les  lignes  horizontales  étant  connues,  il  en 
est  de  même  de  la  première  colonne  verticale. 

\kk^.  Si  l'on  a  à  considérer,  au  point  de  vue  des  différences, 
des  suites  qui  soient  illimitées  dans  les  deux  sens,  telles  que 
la  suite 

...,    7_3,    j-„    7-1,    7o>    7i,    Ji,    y%y    /*»     .-., 

rien  n'est  changé  aux  défmitions  précédentes,  et  Ton  a  tou- 
jours,, d'une  manière  générale,  quel  que  soit  n  (positif,  né 
gatifou  nul), 


w^ 
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Formules  symboliques. 

ikkS,  I.  On  donne  les  w  -h  i  nombres  Uq,  Mj,  m,,  z/s,  . . .,  //,„ 
[c'est-à-dire  la  première  colonne  verticale  du  Tableau  indiqué 
au  n®  144^],  et  l*on  demande  de  trou^^er  V expression  générale 
d'une  différence  d'ordre  quelconque  relative  à  Uqj  telle  que 
A'*wo  [c'est-à-dire  d'un  terme  quelconque  de  la  première 
ligne  horizontale  du  môme  Tableau]. 

On  a,  par  déQnition  et  par  substitution, 


Awo  —  "i 


u 


09 


Awi  =  Uf 


u 


i) 


AW,=  M3—  Mj, 


1^  Uo-=:  Amj  —  A//o—  Wj—  a/Zj-i-  Wo, 

A*  Ui  :=:z  A//,  —  AWi  =  ^3  —  2  Wj  -f-  «1,  .  .  . , 

A'  //o  m  A'  Wi  —  A'  Uq  ==  «/,  —  3  w,  -H  3  Wi  —  Wq»         

Dans  les  seconds  membres  des  égalités  obtenues,  on  recon- 
naît les  coeffîcients  du  développement  de  la  puissance  (qui 
correspond  à  l'indice  de  A)  d'un  binôme  x  —  a.  Pour  A*Wo> 
on  a  les  coefficients  d'un  carré;  pour  A'mq»  les  coefficients 
d'un  cube.  Les  indices  de  u  sont  les  exposants  de  x  dans  les 
mêmes  développements.  Pour  prouver  que  cette  loi  est. géné- 
rale, il  suffit  de  vérifier  que,  si  elle  est  vraie  pour  A^'Wo,  elle 
l'est  encore  pour  A''-^^  Wq. 

D'après  Thypothèse,  on  a  (261) 

(i)    A''«o-"=  w^;  — Cjl, Wp_i -}-CJw^_2-- ..•  H=Cj;" *  Uj,^n^iztCpUp^„zç... ±:  «o 

Cette  relation  étant  admise  pour  les  /?  -h  i  nombres  quel- 
conques Uq,  Uiy  Mj,  . . .,  Ujjy  est  égalenient  applicable  à  la  suite 
UiyUijUz,  ...,Wp4.i.  On  a  donc,  en  forçant  tous  les  indices 
de  u  d'une  unité, 

(2)    A^//i=z:w^^i  — C^Wp-hCJw;,-!  — ...±G2wp_,n-i=p...±//i. 

Mais,  par  définition, 

En  retranchant  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2), 
on  a  donc 


(3) 


Lp^^U.z=zU 


l>^\ 


^p 


—  I 


Up  -+-  C  J 


^p 


Up^i  —  ...  Il:  Lip 


^p . 


^P—n-i-l  -+- 


Uq' 
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On  a,  d'ailleurs,  d'une  manière  générale  (267), 

Cn      nn  _t_  p/f-l 

et  la  relation  (3)  devient 

Ainsi,  lorsque  la  loi  indiquée  existe  pour  A'' «o»  elle  existe 
encore  nécessairement  pour  A^'-^'i/o.  Comme  elle  a  été  véri- 
fiée directement  pour  A*Mo  et  A'wo,  elle  est  donc  complète- 
ment générale. 

On  peut  écrire  la  formule  qu'on  vient  de  démontrer,  savoir 

(D)       A«Wo="/i—  -«/,-1-H  -—— — w„-,  — ...±:«o, 

sous  la  forme  symbolique 

A««o  =  ("  — 0"» 

en  convenant  de  remplacer,  dans  le  développement  du  se- 
cond membre,  les  exposants  de  u  par  les  indices  correspon- 
dants et  le  dernier  terme  i  par  w©. 

Si  l'on  donne,  comme  précédemment  (HW),  les  sept 
nombres 

//()=:  10,  M,r=.l4,  M, =  21,  «3^=33, 

a4=:4i,         ^5=5;,         W6=63, 
on  a  directement 

A*IO=:(w  —  l)*=:57  —  5.4l  4-  I0.33 —  10.21  -+-5.  I  4 —  10=32. 

1W7.  II.  On  donne  le  nombre  it^y  ainsi  que  ses  m  diffé- 
rences successives  Amq»  A*Wo,  A^Mq,  . . .,  A'"«o  (c'est-à-dire  la 
première  ligne  horizontale  du  Tableau  indiqué  au  n*  1444), 
et  Von  demande  de  trouver  V expression  générale  de  l*un 
quelconque  des  m  -h  i  nombres  correspondants,  tel  que  «« 
(c'est-à-dire  d'un  terme  quelconque  de  la  première  colonne 
verticale  du  même  Tableau). 

On  a,  par  définition  et  par  substitution, 

£/,:=  «o-H  AWo»  Aai=  AMo-H  ^*"o>  A*Mi=r  A*ao^-^'«o» 

^3=  w,4-  A«j=  «0-*-  3Awo"+-  3  A*  I/o -h  A' Wo»         •  •  •• 
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Dans  les  seconds  membres  des  égalités  obtenues,  on  recon- 
naît les  coefficients  du  développement  de  la  puissance  (qui 
correspond  à  Tindice  de  u)  d'un  binôme  a-\-x.  Pour  «,,  on  a 
les  coefficients  d'un  carré;  pour  ut»  les  coefficients  d'un  cube. 
Les  indices  de  A  sont  les  exposants  de  a:  dans  les  mêmes  dé- 
veloppements. Pour  prouver  que  cette  loi  est  générale,  il 
suffit  de  vérifier  que,  si  elle  est  vraie  pour  Up,  elle  Test  encore 
pour  Up^i. 

D'après  l'hypothèse,  on  a 

Cette  relation  étant  admise  pour  ^o  ^t  les  p  différences  suc- 
cessives Ac/o»  A'uo>  A'//o,  . . .,  A'' {^09  est  également  applicable 
à  la  suite  Ai/o*  A*Wo>  A*Wo>  A*Wo,  . . .,  A'*-*-*  Wq-  On  a  donc,  en 
forçant  d'une  unité  tous  les  indices  du  signe  A, 

(2)    A«p=Aao-HC*A«Mo-+-CJA»«o-h...-+-Cj-»A»£/oH-...-hA''-»->«o- 
Mais,  par  définition, 

Up^l=Up-hâLUp. 

£n  ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (i)  et  (2),  on  a 
donc 


(3) 


"p-è-i  =  "0  -^  c* 

-+- 1 


Kjp 


A»Wo ■+-•.. -H  C^ 


A»  Wo  -T-   •  •  -H  A'»-^'  ^0. 


En  tenant  compte,  comme  précédemment  (liii>{^6),  de  la  re- 
lation générale 

nn      —  P'* -u  P'*-* 
^/j+i  —  ^p  T^  ^/»     9 

la  relation  (3)  devient 

w^^.,— Wo-^-Cj,^.lAwo-hC*+l  A*Wo-+-.  •  .-+-Cp+i  A^Mo-h. .  .-h  A''-^*Wo- 

Ainsi,  lorsque  la  loi  indiquée  existe  pour  Up,  elle  existe 
encore  nécessairement  pour  Up^i.  Comme  elle  a  été  vérifiée 
directement  pour  m,  et  wj,  elle  est  donc  complètement  géné- 
rale. 

On  peut  écrire  la  formule  qu'on  vient  de  démontrer,  savoir 

/■kTv  ^    K  ^{^   ^)a«  a.. 

(N)         Un=  Uq-t-  -  Awq-i ^^ A««o-+-.  .  .-h  A^tto» 

I  ^ 
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sous  Ja  forme  symbolique  (*) 

en  convenaiU  d'effectuer  le  développement  comme  si  le  signe 
A  était  une  quantité,  et  en  regardant  les  exposants  trouvés 
pour  A  comme  les  indices  de  ce  signe  par  rapport  à  Wq. 

Si  l'on  donne,  par  exemple,  comme  précédemment  (l^-H), 
le  nombre  Mo=  io  et  ses  cinq  différences  successives 

AWo=4j        A'i/q— 3,        A5«(,zz:2,        A*Mo  =  — II,        A*l/o=:32, 

on  a  directement 

i/5T=z(i-i-A)'*io  =  io  H-  5.4  -f-io.3  -hio.2-i-5( — 11)4-32  =  57. 

Différences  des  fonctions. 

1448.  Soit  une  fonction  quelconque  de  ^,  u  =  F(j?).  Dési- 
gnons par  œ  et  par  a?  -+-  A  deux  des  valeurs  consécutives  attri- 
buées à  X.  L'expression 

ùku  •=! HY {x)  —  Y i,x  +  h)  —  ¥ i,œ) 

est  la  différence  première  de  F(^). 

De  môme,  si  l'on  change  x  en  x-{-h  dans  A  F(x),  l'expres- 
sion 

A'  u  =  A»F(^)=  A F(.x  -h  /i)—  A F(^) 

est  la  différence  seconde  de  F(^);  et  ainsi  de  suite. 
On  aura,  d'une  manière  générale,  pour  la  différence  d'ordre 

n  -hi  (1445), 

A«-»-»«i=iA''-^'F(^)  =  A»F(^-i-/0— A'*F(^). 

Soit,  par  exemple,  u  =  a^.  Nous  aurons,  d'après  ce  qui 
précède, 

Aw=:«^-^'^— fl*=a*(rt''— i). 

La  différence  première  s'obtient  donc  ici  en  multipliant  la 
valeur  initiale  de  la  fonction  par  la  constante  a'*  —  i  relative  à 
l'accroissement  donné  à  x. 


(^)  Il  est  utile  de  remarquer  ces  curieuses  analogies  des  puissances  avec 
les  dififéreDces  (144C,  1447)  et  avec  les  différentielles  (Ci2  et  suiv.,  658  cl 
suiv.). 


j 
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Il  en  résulte  évidemment 

Différences  des  fonctions  entières. 

1449.  Soit 

(i)    j— /(j?)=  Ao^"*-H  AïO^^'-^-h  A,a:'»-*-h. .  .-h  A,„_ia7-h  A,„ 

une  fonction  entière  de  ^.  Donnons  à  ^  des  valeurs  en  pro- 
gression arithmétique,  telles  que 

(La  raison  de  cette  progression  est  la  constante  h,  et  la 
quantité  a:^  est  complètement  arbitraire.)  Désignons  par 

(3)  .    .    7-2,    /-i,    Vo,    /i,    jî,    ys,     ..., 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction.   Nous  aurons, 
d'une  manière  générale,  d'après  la  formule  (D)  [1446], 

Aj-/(^  +  A)-/(^), 
A'7  =/(^  -H  3A)-  3/(a:  +  2/?)4-  3/(0:  -^  /i)-/(^), 

11  suffira  de  substituer  à  ^,  dans  ces  relations  (4),  les 
termes  de  la  progression  par  différence  (2),  pour  obtenir  les 
valeurs  successives  de  la  fonction  et  celles  de  ses  diff'érences 
des  divers  ordres. 

Cela  posé,  nous  démontrerons  le  théorème  suivant,  qui  est 
très  important  au  point  de  vue  des  applications. 

1450.  Lorsqu'on  substitue,  dans  une  fonction  entière  de  Xy 
de  degré  m,  telle  que 

^=r/(a:)i=Ao^'"-+-Ai^"*-*-i-Aj^'«-2-h -i-A^i_,a:-hA,„, 

une  suite  de  nombres  en  progression  arithmétique,  la  dijfé- 
renée  d'ordre  m  de  la  fonction  est  une  quantité  constante, 
qu'on  peut  déterminer  immédiatement  d'après  la  fonction 
même. 


^^ 


-ta 
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On  a,  en  effet,  d'une  manière  générale,  d'après  la  seconde 
des  égalités  (4)  [14W]  et  d'après  la  série  de  Taylor  (324), 

Av=/(^-h/0— /(^) 

i''^'        1.2-'^'  1.2. 3. ..m'' 

La  valeur  de  Aj  est  donc  une  fonction  entière  de  x,  de 
degré  m  —  i,  et  ayant  pour  premier  terme  mAoAx"*-*, 
On  peut  poser,  par  conséquent, 


m— 1 


Ainsi,  dans  l'hypothèse  adoptée,  la  différence  Aj  (ou  du  pre- 
mier ordre)  d'une  fonction  entière  de  j?,  y—f{x)j  de  degré 
m,  est  une  fonction  entière  de  degré  m  —  i,  dont  le  premier 
terme  est  le  produit  de  la  dérivée  du  premier  terme  de  y  par 
la  raison  h  de  la  progression  formée  par  les  nombres  substi- 
tués à  la  place  de  x. 

La  même  propriété  existe  nécessairement  pour  la  différence 
A*/  (ou  du  second  ordre)  de  la  fonction  j^,  puisque  celte  dif- 
férence A'/  est  la  différence  du  premier  ordre  de  la  fonctioD 
A/;  et  l'on  peut  écrire  immédiatement  cette  suite  de  ré- 
sultats : 

A*/  z=m(m  —  i)  AoA*^'""'  -h  . . ., 
A*^  =  m(m  —  i)(m—  2)AoA'^"*~' 


•  t 


A'"j=  m{m  —  \){tn  —  2)  ...  2.1.  Aq/i'^. 

Comme  le  degré  de  la  fonction  qui  représente  chaque  dif- 
férence est  égal  à  m  diminué  de  l'indice  de  la  différence,  ce 
degré  s'abaisse  d'une  unité  à  chaque  opération,  de  sorte  que 
la  différence  ^^y  {ou  d'ordre  m)  est  indépendante  de  x. 
Elle  s'obtient  d'ailleurs  en  multipliant  par  h"*^  (m**™«  puissance 
de  la  raison  de  la  progression  choisie)  la  m**"**  dérivée  de  la 
fonction  /  (324). 

Le  théorème  énoncé  est  donc  établi,  et  l'on  voit  en  même 
temps  que  les  différences  de  la  fonction  y,  qui  sont  d'ordre 
supérieur  à  m,   sont  toutes  nulles 

[  A'«-^>/o  =  A'«7i  -  A'Vo  =  o]. 


r 
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14.51.  Ce  théorème  inonlre  que,  si  l'on  doit  substituer  à  Xy 
dans  une  fonction  entière  de  x,  y=if{x)f  de  degré  m,  une 
suite  illimitée  de  nombres  équidistants 

...,    JTq — 2/î,    Xq  —  /j,    O^r,    ^0 -h  A,    ^o4-2/l,    Xç^-\-Zhy     ..., 

il  suffit  de  calculer  directement  les  résultats  fournis  par  m 
substitutions  consécutives,  pour  pouvoir  ensuite,  par  de  sim- 
ples additions,  obtenir  les  résultats  de  toutes  les  autres  substi^ 
tutions. 

C'est  ce  qui  résulte  des  indications  et  du  Tableau  du 
n*>  \kkW,  Ayant  m  valeurs  de  /,  on  en  aura  m  —  i  de  A/,  m  —  a 
de  A*/, . . . ,  une  seule  de  A"*"*/;  mais  on  connaît  directe- 
ment (  14-50)  la  différence  A"*/.  Gomme  la  dernière  colonne 
verticale  qui  renferme  cette  différence  constante  A'^y  peut 
être  continuée  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  un  seul  terme 
déterminé  dans  la  colonne  précédente  permet  d*en  écrin» 
dans  celle-ci  autant  qu'on  veut  ;  et  ainsi  de  suite,  de  proche 
en  proche  (144.3).  On  formera  donc  rapidement  les  lignes  ho- 
rizontales successives  du  Tableau,  et  Ton  continuera  en  même 
temps,  aussi  loin  qu'on  voudra,  la  première  colonne  verticale 
qui  renferme  les  valeurs  consécutives  de  la  fonction. 

liSt52.  On  utilise  ces  considérations  dans  toutes  les  branches 
des  Sciences  mathématiques,  pour  dresser  des  Tables  abré- 
geant ou  remplaçant  les  calculs  directs,  aussi  bien  que  pour 
obtenir  certaines  formules  numériques. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples. 


Applications. 

1453.  Carrés  des  nombres  entiers.  —  La  fonction  est  ici^  —  x^.  On 
doit  substituer  à  la  place  de  x  les  valeurs  i,  2,  3,  4?  •  •  •  »  de  sorte  que 
la  raison  h  est  Tunité.  La  différencs  seconde  de  la  fonclion  est  con- 
stante (1450)  et  égale  à  a.  11  sufQt  donc  d'écrire  dans  une  première 
colonne  verticale  les  deux  premiers  carrés  i  et  4,  dans  une  deuxième 
colonne  leur  différence  3  et,  dans  une  troisième,  la  différence  seconde 
constante  2,  pour  prolonger  ensuite  indéfiniment  le  Tableau  (1451),  en 
appliquant  les  formules 

A«/o  H-  A/u  =  A/, ,  A/i  H-/1  =  jj. 

Db  C.  —  Cours,  IV.  /|a 
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CARRÉS. 

A. 
3 

A». 

I 

2 

4 

5 

2 

9 

7 

2 

i6 

9 

2 

at5 

II 

2 

36 

i3 

2          1 

49 

i5 

64 

• 

>• 

•• 
• 

1454-.  Cubes  des  nombres  entiers,  —  La  fbnetioa  est  ici  j^  =  jr*.  La 
raison  h  est  toujours  Tuai  té.  La-  différence  troisième  de  la  fonction  est 
constante  et  égale  à  6.  Il  sufGi  donc  d'écrire  dans  la  première  colonne 
verticale  du  Tableau  les  trois  premiers  cubes  i,  8,  27;  dans  une 
deuxième  colonne,  leurs  deux  différences  7  et  19;  dans  une  tFoisième 
colonne,  la  différence  seconde  correspondante  qui  est  12;  et  enfin»  dans 
une  quatrième  colonne,  la  différence  troisième  constante  6.  On  poul 
prolonger  ensuite  le  Tableau  indéfiniment,  en  appliquant  les  formules 


r 
8 

27 
64 

125 

216 

343 

5l2 


7 

12               < 

J 

'9 

18                ( 

37 

M                ( 

3 

61 

3t)               ( 

> 

9» 

36               < 

« 
3 

127 

4» 

169 

• 
• 

I 

• 
• 

1 

1       ; 

i  l^M.  Somme  des  carre's  des  n  premiers  nombres.  —  Considérons  la 
suite 


jo=o«,  ji  =  o*-l-  1',  j'i  =  o*+  i*H-2«,  rs=o*^-ï'-+-a*-H3«, ... 
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Les  différencos  premières  de  cette  suite  étant  les  carrés  consécutifs 
i',  2*,  3»,  . . . ,  il  résulte  de  ce  qui  précède  (14o3)  que  les  différences 
secondes  des  différences  premières  de  la  suite  considérée  ou  ses  diffé- 
rences troisièmes  sont  constantes  et  égales  k  i^  de  sorte  que  ses  diffé- 
rences  d'ordre  supérieur  n'existent  pas.  On  a  donc  ici 


y- 

Aj. 

o> 

I 

o»-hi* 

4 

G*  H-  I  «  -h  2* 

9 

O*  -h  l2  -H 

• 

a« 

-h 

3» 

• 
■ 
■ 

• 

Pour  résoudre  la  question,  il  faut  trouver  le  terme  général  Xh  de  la 
première  colonne  du  Tableau,  terme  général  qui  est  égal  à 

o«  -f-  1»  -4-  2*  -+-  3*  H-  . . .  +  /i*. 

On  n'a  donc  qu'à  employer  la  formule  (N)  [14i7],  puisqu'on  connaît 
Jq  et  ses  n  différences  successives,  qui  se  réduisent  aux  trois  premières. 
On  a,  par  conséquent, 

n  ^  n(n  —  i)  ..  n(n  —  i)(n  —  a)  ., 

I  l    m  JL  liXaO 


c'est-à-dire 


Xn=  n-h 


3;/(/2  —  i)    ^    n{n  —  r)(/2  —  o.)  _  n{n -\-i)(in -hi) 

3  -  (i  ' 


comme  on  l'a  déjà  trouvé  (274,  278). 

On  pourrait  calculer  d'une  manière  analogue  la  somme  des  cubes, 
celle  des  quatrièmes  puissances,. etc.,  des  n  premiers  nombres  entiers. 

1456.  Somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  impairs.  —  Un 
nombre  impair  quelconque  peut  être  représenté  par  a,rH-i,  x  rece- 
vant successivement  les  valeurs  o,  i,  2,  3, Si  l'on  considère  alors 

la  fonction  7  =  (  2x  -m)*  =  4«a?*-+-  4'2?  -+- 1 ,  on  voit  que  les  différences 
secondes  en  sont  constantes  et  égales  (1430)  à  1.2.A0/1',  c'est-à-dire 
égales  à  8,  puisque  la  raison  /i  est  encore  égale  à  l'unité. 

Gela  posé,  prenons  la  suite 

J^o=o*,    7,  =  o»H-i«,    j',  =  oa-M*4-3«,    j',  =  o«-hi*H-3*-+-5«,     .... 
Les  différences  premières  de  cette  suite  étant  les  carrés  i*,  3*,  5*, ..., 
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des  nombres  impairs  consécutifs,  il  résulte  de  ce  qu*on  vient  de  dire 
que  les  différences  secondes  des  différences  premières  ou  les  diffé- 
rences troisièmes  de  la  suite  considérée  sont  constantes  et  égales  à  8, 
de  sorte  que  ses  différences  d'ordre  supérieur  n'existent  pas.  On  a 
donc  ici 


y- 

^y- 

AV. 

A»). 

—      — 

— 

G» 

I 

8 

8 

0«-4-I« 

9 

i6 

'    o«-Hi*-f-3» 

25 

o*-M*-+-3«-4-5« 

• 
• 
* 

1 
1 

* 

1 

Pour  résoudre  la  question,  il  faut  trouver  le  terme  général j„  de  la 
première  colonne  du  Tableau,  terme  général  qui  est  égal  à 

o« -f- i«4- 3« -f- 5»-+- ...-+- (2// —  i)'. 

On  n'a  donc  qu'à  employer  encore  la  formule  (N)  [i4i7],  puisqu'on 
connaît  jo  <3t  ses  n  différences  successives,  qui  se  réduisent  aux  troi* 
premières.  On  a,  par  conséquent. 


^  A  - 


n(n--i) 
I .  '2 


n{n  —  i)  (n  —  2) 

1.2.3 


AVo. 


c'est-à-dire 
Yn  —  n  -h  in{n  —  i)  -h 


^n(n  —  i){n  —  2'»  _  n(în  —  i)(in  -hi) 
3  ~  "^  3 


Si  l'on  pose,  pour  plus  do  simplicité,  2//  —  1  =  /,  on  obtient 


j„  —  o- 4- I *4-  3* -h  5* -4- . . 


i,_i(i^i)(.i+^)  (,, 


On  pourrait  calculer  d'une  manière  analogue  la  somme  des  cubes, 
celle  des  quatrièmes  puissances,  etc.,  des  n  premiers  nombres  impairs. 


(')  Les  dernières  formules  établies  (  1455,  1456)  sont  utiles,  entre  autres 
applications,  dans  la  théorie  des  Ponts  suspendus  :  elles  servent  à  cal- 
culer la  somme  des  longueurs  des  tiges  qui  relient  les  chaînes  au  tablier, 
quand  ces  tiges  sont  équidistantes. 
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Résolution  des  équations  numériques. 

1&57.  La  séparation  des  racines  réelles  d'une  équation 
(1209)  s'obtient,  le  plus  souvent,  en  substituant  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  une  série  de  nombres,  en  gé- 
néral,  équidistants.  Lorsque  le  nombre  des  substitutions 
nécessaires  s'accroît,  le  calcul  des  résultats  correspondants 
devient  pénible,  et  l'on  doit  chercher  à  le  simplifier  en  le  di- 
rigeant d'une  manière  méthodique.  L'algorithme  qui  résulte 
de  la  théorie  des  différences  peut,  dans  ce  cas,  intervenir 
utilement.  Nous  allons  insister  sur  ce  point. 

1458.  L'équation  proposée  y  =:/{ûc)  =  o  étant  de  degré  /n, 
la  différence  /?*'*"*•  de  son  premier  membre  est  constante 
(1450)  et  égale  à  1.2. 3. .  .m A© A"*  [Ao  est  le  coefficient  du 
premier  terme  de  l'équation,  et  h  la  raison  de  la  progression 
arithmétique  formée  par  les  nombres  substitués  à  la  place 
de  a:]. 

Ordinairement,  on  commence  par  substituer  des  nombres 
entiers  consécutifs,  tels  que 

de  sorte  que  la  raison  h  est  alors  égale  à  l'unité.  Après  avoir 
obtenu  directement  les  résultats  de  m  substitutions,  on  peut 
former  le  tableau  indiqué  précédemment  (1451),  et  le  pour- 
suivre rapidement,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  en  ayant 
soin  détenir  compte  des  limites  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion, pour  ne  pas  le  prolonger  inutilement. 

S'il  s'agit  d'une  équation  du  troisième  degré,  c'est  la  diffé- 
rence troisième  de  son  premier  membre  qui  est  constante, 
et  il  suffit  de  chercher  directement  les  valeurs  de  ce  premier 
membre  pour  trois  valeurs  de  a:,  qu'on  prendra  naturelle- 
ment égales  à  — 1,0,1. 

S'il  s'agit  d'une  équation  du  quatrième  degré,  c'est  la  diffé- 
rence quatrième  de  son  premier  membre  qui  est  constante, 
et  il  suffit  de  chercher  directement  les  valeurs  de  ce  premier 
membre  pour  quatre  valeurs  de  x  convenablement  choi- 
sies.... 

Le  Tableau  des  substitutions  effectuées  et  des  valeurs  cor- 
respondantes  du   premier  membre  de  l'équation   proposée 
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étant  formé  dans  les  limites  convenables,  on  examine  les 
changements  de  signes  qu'il  peut  présenter  d'une  substitu- 
tion à  l'autre.  Si  ces  changements  de  signes  répondent  au 
nombre  des  racines  réelles  possibles  ou  certaines  (d'après 
Tétude  complète  faite  au  Livre  IX),  les  racines  réelles  de 
l'équation  sont  séparées^  et  il  ne  reste  qu'à  en  approcher  da- 
vantage. 

£n  général,  le  nombre  des  intervalles  marqués  par  les 
changements  de  signes  sera  inférieur  au  nombre  des  racines 
réelles,  possibles  ou  certaines.  Il  pourra  même  ne  pas  y  avoir 
de  changement  de  signes.  Il  faut  alors  recourir  à  de  nou- 
velles substitutions  plus  resserrées  et,  pour  ne  pas  en  faire  de 
tout  à  fait  inutiles,  il  est  bon  de  s'aider  d'un  tracé  graphique. 

Pour  cela,  on  n'a  qu'à  tracer  deux  axes  rectangulaires  Ox 
et  0/,  puis,  à  porter  en  abscisses  les  valeurs  équidistantes 
de  X  et,  en  ordonnées,  les  valeurs  correspondantes  du  pre- 
mier membre  de  l'équation,  inscrites  au  Tableau.  En  joignant 
par  un  trait  continu  les  points  ainsi  déterminés,  on  a,  approxi- 
mativement, la  courbe  représentative  de  la  fonction  y  =/(J?) 
[1030],  et  les  points  où  cette  courbe  rencontre  l'axe  Ox  font 
connaître,  d'une  manière  également  approximative,  les  va- 
leurs de  X  qui  annulent  la  fonction,  ou  les  racines  de  l'équa- 
tion y  =zf{x)  =  G.  Par  conséquent,  ce  n'est  que  dans  les  in- 
tervalles qui  semblent  comprendre  ces  points  d'intersection 
que  l'on  peut  utilement  essayer  de  nouvelles  substitutions. 

Ces  nouvelles  substitutions  se  feront  en  prenant  la  raison  A 
de  la  nouvelle  progression  arithmétique  formée  par  les  va- 
leurs de  X,  égale  à  o,i.  En  général,  elles  suffisent  pour  dé- 
cider (en  reprenant  s'il  est  nécessaire  le  tracé  de  la  courbe 
représentative  dans  les  intervalles  considérés)  s'il  existe  ou 
non  des  racines  réelles  dans  ces  intervalles. 

Le  Tableau  relatif  aux  nouvelles  substitutions  peut  d'ail- 
leurs être  établi  suivant  les  mêmes  règles  que  le  premier 
Tableau  relatif  aux  substitutions  entières. 

En  continuant  à  opérer  ainsi,  on  pourra  non  seulement 
séparer  les  racines  réelles  de  l'équation,  mais  en  approcher 
régulièrement  à  moins  d'un  dixième,  d'un  centième,  d'un 
millième,  etc. 

Nous  allons  montrer  comment  cette  méthode  spéciale  peut 
s'appliquer  aux  équations  du  troisième  degré  et  aux  équa- 
tions de  degré  supérieur. 


r 
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Équations  dn  troisième  degré. 

14-69.  Avant  de  passer  aux  exemples,  nous  indiquerons 
comment  on  peut,  au  lieu  de  chercher  directement  les  nou- 
velles différences  qui  répondent  à  la  nouvelle  raison  0,1 
et  qui  doivent  servir  de  point  de  départ  pour  approcher  da- 
vantage des  racines,  les  déduire  des  premières  différences 
calculées  en  supposant  A=:  i. 

L'équation  considérée  étant  du  troisième  degré,  on  a  ici  (1W9) 

9(j7)  est  une  fonction  entière  du  second  degré,  puisque/^  (a?) 
est  une  constante  (  14.50). 
On  a  alors,  à  la  fois, 

La  valeur  de  A'j  devient  donc 

(2)  A»7=AV(^)r=:A«/'(^)-i-/iy-(x)  =  4.(^). 

^{x)  élant  à  son  tour  une  fonction  entière  du  premier  degré, 
il  vient 

(3)         A»7  =  AV(a:)  =  A  i^{x)  —  hdf'{x)  =  /ey^(ar). 
On  a  ainsi  les  relations  suivantes  : 

ÙL'y  —  h\r{x), 

Ces  formules  étant  complètement  générales,  elles  seront 
encore  vraies  lorsque  la  raison  deviendra  dix  fois  plus  petite. 
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En  désignanl  les  nouvelles  différences  par  le  symbole  d  el  en 
remplaçant  h  par  — >  on  aura  donc 

lO       -^  '  200     •'     ^      '  6000  ' 

100    "^     ^      ^  I0OO-'  ' 

On  voit  que  : 

i'»  La  nouvelle  différence  3'/ est  la  millième  partie  de  la 

différence  primitive  A'j; 

A*>' 
2''  0*/  est  composée  de  cette  môme  quantité — ^î  aug- 
mentée de  la  centième  partie  de  [éq.  (2)] 

Ay"(x)  —  A\r  —  h'^fix)  ~  A»  r  —  A»  v, 

c'est-à-dire  de  la  centième  partie  de  la  différence  qui  précède 
verticalement  A*  j  dans  la  colonne  des  A*  (ce  qui  tient  à  ce  que 
A\r  demeure  constant); 

3®  àv  est  composé  de  trois  termes  dont  les  deux  derniers 
sont  connus  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  et  égaux  respecti- 
vement à  la  deux-centième  partie  du  terme  qui  précède  ver- 
ticalement A?y  dans  la  colonne  des  A'  et  à  la  six-millième 
partie  de  A' r;  quant  au  premier  terme  de  ôv,  égal  au  dixième 
de  h/'{x)  [éq.  (i)],  il  est,  d'après  ce  qui  précède,  égal  au 

dixième  de 

A'  y  —  A'  r       A'  v 

Ar = ■ — - 

2  () 

En  résumé,  si  l'on  désigne  par  l'o  'a  valeur  de  la  fonction 
/(x),  qui  sert  de  point  de  départ,  et  par  j-j  la  valeur  qui  la 
précède  verticalement  dans  le  Tableau  déjà  formé  pour  les 
premières  substitutions  et  qui  correspond  au  symbole  A,  on  a 

Oooo  200  10  \  2  t)    / 

(A)     0*7*^  10- ■^"       "' 


3    y       - 


000  1 00 

AV. 

lOUO 
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Les  formules  (A),  complètement  générales,  permettent  de 
passer  des  différences  A  qui  répondent  à  une  valeur  quel- 
conque de  la  raison  h  aux  différences  à  qui  répondent  à  une 
raison  dix  fois  moindre. 

Exemple. 

1460.  Soit  Véquationx  =  /(-r)  =  .r' — 7  j:-+-  7  ~-  o.  déjà  résolue  (1344). 

Cette  équation  a  deux  racines  positives  et  une  racine  négative.  Ses 
racines  ont  pour  limites  3  et  —  4-  La  fonction  prend  les  valeurs  i3,  7,  1, 
pour  les  substitutions  —  1,0,  i. 

Les  deux  différences  premières  correspondantes  sont  donc  —  6  et  —  6. 
Quant  à  la  différence  seconde  constante,  elle  est  égale  à  6.  On  peut  donc 
établir  immédiatement  le  Tableau  suivant  pour  les  substitutions  entières. 


X. 

1 

/• 

A. 

A*. 

A». 

-  4 

-     '^Si 

3<> 

18 

6 

-    3 

I 

VK 

—    \i 

G 

--  1 

i3 

0 

G 

G 

—  I 

i3 

--     6 

0 

6 

0 

n 
/ 

-     6 

G 

G 

I 

I 

0 

r>. 

2 

I 

19, 

3 

■  3 

On  voit  qu*il  y  a  une  racine  négative  entre  —  3  et  —  4-  Quant  aux 
racines  positives,  elles  ne  sont  pas  encore  séparées,  de  sorte  qu'elles 
tombent  toutes  les  deux  entre  deux  substitutions  entières  consécutives. 

Pour  déterminer  Tintervalle  correspondant,  on  peut,  à  l'aide  du  Ta- 
bleau ci-dessus,  esquisser  {fig.  73)  la  courbe  représentative  de  la  fonc- 
tion entre  x  =  —  \  etj:=3,  en  prenant  une  échelle  convenable  pour 
les  abscisses  et  pour  les  ordonnées  (sur  la  figure,  l'échelle  des  ordon- 
nées est  moitié  de  celle  des  abscisses).  La  marche  de  la  courbe  obtenue 
indique  immédiatement  que  les  deux  racines  positives  sont  comprises 
entre  i  et  a.  Si  Ton  ne  savait  pas  d'avance  que  ces  racines  existent,  la 
conclusion  (dubitative  au  lieu  d'être  certaine)  serait  encore  la  môme. 
Car  une  droite  parallèle  à  Taxe  Ox  ne  pouvant  couper  la  courbe  en  plus 
de  trois  points  ('),  la  forme  indiquée  est  bien  approximativement  celle 


(')  En  effet,  soit  d  la  distance  d'une  droite  parallèle  à  O^,  à  cet  axe;  si 
celte  droite  coupait  la  courbe  en  plus  de  trois  points,  l'équation  jr'—  7  x-\-'  —  d 
aurait  plus  de  trois  racines. 
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de  la  courbe  représentative  de  la  fonction.  Dès  lors,  si  la  courbe  ren- 
contre effectivement  l'axe  des  abscisses  à  droite  de  l'origine  0,  ce  ne 
peut  être  qu'entre  les  points  i  et  a.  (La  courbe  a  un  point  maximum 
entre  a:  =  —  2  et  j-  =  —  i,  un  point  minimum  entre  x  =  i  et  x  =  2,  un 
point  d'inflexion  sur  l'axe  des  j^  au  point  7.) 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  partager  l'intervalle  dex  =  i  àx=2  en 
dix  parties  égales  pour  avoir  les  deux  racines  positives  à  0,1  près. 


Le  A»7  qui  correspond  à  x  =  o  étant  6,  les  formules  (A)  du  n*  li59 
donnent 

8«j  — 0,006;        3^7=0,066;        ?/~  — 0,369. 

Cil  peut  donc  former  ce  second  Tableau,  en  négligeant  la  virgule  dans 
l'expression  des  différences  pour  simplifier  l'écriture  : 


X. 

1 ,000 

S. 

8«. 
66 

a». 

6 

1 

-  369 

1 ,1 

o,63i 

-  3o3 

72 

6 

1  J'A 

0 ,  328 

-  X^l 

78 

6 

1,3 

0,097 

-  i53 

84 

6 

1,4 

—  o,o56 

~  69 

90 

6 

i,> 

—  0,125 

•21 

96 

1,6 

—  o,ïo4 

i'7 

1,7 

-1-  o,oi3 
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L'une  des  racines  cherchées  est  comprise  entre  i,3  et  i,4;  l'autre 
tombe  entre  i,6  et  1,7. 

En  suivant  le  même  procédé,  on  approchera  davantage  des  trois  ra- 
cines séparées. 

Si  Ton  veut,  par  exemple,  obtenir  la  première  racine  positive  à 
0,01  près,  on  substituera  à  x,  entre  i,3  et  1,4,  des  valeurs  variant 
d'un  centième. 

On  se  servira  encore  des  formules  (A)  (i459),  en  mettant  dans  leurs 
seconds  membres,  à  la  place  des  valeurs  des  A,  les  valeurs  des  3  qui 
répondent  au  nouveau  point  de  départ  et  qui  sont  fournies  par  le  Tableau 
ci-dessus. 

Pour  .r  =  i ,  3,  on  a,  d'après  ce  Tableau, 

jr  =  0,097,        8/-  =  — o,  i53,        8*^  =  0,084,        ^^x  — 0,006. 

Les  nouvelles  valeurs  à  employer  pour  les  différences  8  seront  donc 
(le  8*  qui  précède  celui  indiqué  étant  0,078), 

èjr  =  —  0,018909,        8*j  =  0,000786,        ^^y  =  0,000006. 
On  pourra  ainsi  former  ce  troisième  Tableau  : 


.r. 

1 

or. 

786 

8V. 
6 

1 

1,3 

0 , 097000 

—  18909 

i,3i 

0,078091 

~  18123 

79^ 

6 

1,32 

0,059968 

-  17331 

798 

6 

1,33 

0,042637 

-  i6533 

80  { 

6 

1,34 

0,026104 

-  15729 

810 

1,35 

0,010375 

'-   14919 

1,36 

0,00^544 

( 

1 

La  première  racine  positive  tombe,  par  suite,  entre  i ,  35  et  i ,  36,  et 
est  déterminée  à  0,01  près;  etc. 


Équations  de  degrés  supérieurs. 


14.61.  Le  procédé  que  nous  avons  suivi  relativement  aux 
équations  du  troisième  degré,  pour  déduire,  des  premières 
différences  obtenues  dans  chaque  cas  particulier,  celles  qui 
correspondent  à  une  raison  dix  fois  moindre,  s'applique  moins 
commodément  aux  équations  de  degré  supérieur.  Nous  indi- 
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queroiis  donc  ici  un  moyen  plus  expédilif  de  parvenir  au  ré- 
sultat cherché,  lorsqu'on  dépasse  le  troisième  degré. 

Supposons  qu'on  veuille  résoudre  par  les  différences  Téqua 
tion  du  quatrième  degré 


(0 

Nous  aurons  (liW) 

^y—Ax-\-h)—f{x) 


y—f{x)  —  o\ 


\f\^) 


I  .2 


/^(^•) 


1.2.3-^      ^      ' 


I .2.3.4 


y"(.r) 


On  peut,  par  suite,  en  parlant  des  deux  valeurs  jo^/C-^o) 
el.Ki=/(d?o-H /O,  poser  [Ako  =  7i— /o] 

ji  —  jo -J-  ah  4-  hli*' H-  c/i* 4-  dit". 

Les  coefficients  a,  b,  c,  sont  inconnus;  mais  le  coefficient  d 
de  li^  n'est  autre  chose  (324)  que  le  coefficient  de  x^  dans 
l'équation  (1). 

Pour  passer  de  j,  à  Vj  ou  à  Vj  (c'est-à-dire  du  résultat  qui 
correspond  à  x^-\-h  à  celui  qui  correspond  à  x^-\-'ih  ou  à 
./•o4-  3//),  il  suffit  de  remplacer  dans  la  valeur  de  j>',  l'accrois- 
sement h  par  2  A  ou  par  3//.  Nous  aurons  ainsi 

y\  -__  y^ _i-  2 OfA  -4-  4  ^/«'  -H    8  cli^  -f-  i6dh^, 
Vg-^  Jq-H  3a/i  4-  gb/t^-\-  27c/<'-h  Si  d/i^. 

Des  trois  relations  qu'on  vient  d'écrire,  on  tire,  d'après  la 
formule  fondamentale  (D)  (14-46), 

/  A>'o  =  a/i  -h  bli^'\-  ck^  -\-  dh^, 
(2)         <   A\yQz^y^-~2yi-\-yQ—2b/i^-j-Gch^H-i/\d/i\ 
{  A^jo  — J'3— ^J'2-+-  3ri  — .>o  — 6c/*'-h36ûf/<*. 

On  a  en  même  temps  (1450) 

A*/o  ==1.2.3 .4^/4*  ~  24^/i*. 

Ayant  calculé  directement  Ajo»  A-jo»  ^V'o»  '^^  *''ois  équa- 
tions (2)  serviront  d'abord  à  déterminer  les  trois  inconnues  a, 
b,  c,  de  la  manière  la  plus  simple;  car,  d  étant  le  coefficient 
(le  x^  dans  l'équation  (i),  la  troisième  des  équations  (2)  don- 
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nera  c,  la  seconde  fournira  alors  la  valeur  de  b  el,  la  prennière, 
celle  de  a. 

Cela  fait,  les  formules  ci-dessus,  qui  sont  complètement 
générales,  permettront  de  passer  aux  nouvelles  différences  5, 
qu'on  doit  employer  quand  la  raison  h  devient  dix  fois  moin- 
dre. En  remplaçant  le  symbole  A  par  le  symbole  <5  et  —  par  A', 
on  aura  donc  finalement  : 

^^^"^  ^  5'jo=   6c/i"-+-36t//i'S 

1462.  On  opérerait  d'une  manière  identique  au  delà  du 
quatrième  degré. 
Pour  le  cinquième  degré,  en  parlant  de  la  relation 

où  g  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  de  x^  dans  l'équa- 
tion proposée,  on  aura  d'abord 

j^2=jo-+- 2aA-i-  4^^'h-    8cA^4-    i6<^/i*-H     l'^gh^j 
J3  — VçH- 3rt/i  4-  9^>A'-f- 27cA'-+-    %}df^-\-   2^3gh^, 

On  en  déduira 

A  jKo  =  «^'  -H  bh^  4-  ch^  H-  dh''  ■+-  gh^, 
A*/o=Js— 2j, -h    7o  =  2  6/t*-i-6c/i*-i-  i^dh^-h  3o^/i*, 
^'/o  =73—  3/,  4-  3/1  —  ^'0  =  6c/i»  H-  36dh^  -h  ï5o^AS 
^*7o  =7*  —  l>'j  -+-  6/2  —  4j'i  -^  /o  =  24c^A*  4-  240 ^A\ 

On  a  en  même  temps 

A*/o  "=1.2.3.4.5.  gh^  =  1 10  gh^. 

Ayant  calculé  directement  les  différences  A,  elles  permet- 
tront de  déterminer  facilement  et  par  ordre  les  inconnues  d, 

h 
c,   by  a.  Cela  fait,  et  la  raison  h  devenant  h'=^  — ,  on  ob- 

'  '  10 
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tiendra  les  nouvelles  différences  $  par  les  formules 

ô«yo  ^  26/1'*-+-  6c/i'=»-h  i4rf/«'*-H  3o^A'S 
(A')  {  a=»yo  =  6cA''-h36e//i'*-hi5o^/i'% 

d\ro-^24^A'*-i-24o^A'S 


Exemple. 

1463.  ^b/V  l'équation  [y  =  /(-c)  =  o] 
(i)  8jc*— 4ojc3-i- 57x«— 40X-1- 49  =  o. 

Son  premier  membre  présente  quatre  variations.  Elle  a  donc  quatre 
racines  positives,  ou  deux,  ou  aucune  (1211).  Elle  ne  peut  avoir  aucune 
racine  négative  (1315),  et  l'on  voit  facilement  (1301)  que  5  est  une 
limite  supérieure  de  ses  racines  positives. 

L'équation  dérivée  est,  en  divisant  les  deux  membres  par  2, 

(2)  i6x* — 6ox*-f-57x  —  20  =  0. 

On  réduira  d'abord  le  coeflBcient  du  premier  terme  à  l'unité,  en  po- 
sant (1057,  1060)  z  =  i6x.  On  fera  disparaître  le  second  terme  de  la 
transformée  en  z  obtenue, 

3' —  6o3'-h  9123  —  5l20  =  o, 

en  posant  (1061)  z  =  «  +  20,  et  l'on  aura,  commo  transformée  en  //, 

«' —  2881/  —  2280  =  o. 

Cette  transformée  n'a  (1245)  qu'une  seule  racine  réelle,  positive.  11 
en  est  donc  de  même  de  l'équation  dérivée  (2).  11  en  résulte  que  Té- 
qualion  donnée  (1)  ne  peut  pas  avoir  quatre  racines  positives  (12 iâ). 
Elle  en  a  donc  deux  au  plus,  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Nous  commencerons  par  former  le  Tableau  des  substitutions  entières  : 


1 

JC, 

J-- 

^. 

-  14 

A». 

48 

A*. 

0 

49 

—   i5 

! 

192 

I 

34. 

—  29 

34 

240 

192 

2 

5 

5 

274 

432 

. 

3 

10 

279 

706 

4 

289 

985 

1 

> 

1274 

1 
1 

1 

1          1 

ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  6^1 

Comme  la  fonction  no  présente  dans  ce  Tableau  aucun  changement 
de  signe,  les  racines  positives,  si  elles  existent,  tombent  entre  deux 
entiers  consécutifs. 

Si  l'on  esquisse,  à  une  échelle  convenable,  la  courbe  représentative 
de  la  fonction  {fig,  74  ),  à  Taide  des  valeurs  inscrites  au  Tableau,  en 


10 


0 


Fig.  74. 


/  3 


prenant,  pour  plus  de  commodité,  une  unité  cinq  fois  plus  petite  pour 
les  ordonnées,  on  voit  immédiatement  que  c'est,  probablement,  entre 
les  entiers  2  et  3. 

C'est  donc  cet  intervalle  qu'on  partagera  en  dix  parties  égales. 

On  a  ici,  d'après  le  nouveau  point  de  départ, 

Aro  =  5,         AVo  =  274,         A»^'o  ^  4^2,         A*jo  =  19^. 

Comme  on  a  /i  =  i  et  rf  =  8,  on  a  d'abord' à  résoudre  les  équations 

(146!) 

5  =  a  -h  6»-4-c-h  8, 

274  =  a^  4-6c  -+-  112, 
432  =6<7-^  288, 


qui  donnent  immédiatement 


c=.24,        />=^^9, 


a  —  —  36. 


Les  équations  (.V)  [1461],  où  l'on  doit  faire  /i'  =  0,1,  conduisent  en- 
suite aux  valeurs 

Sjq  =  —  3,4852;     8*jo  =  o,3352;     8*^0  =  0^1728;     o\)'o  =  0,0192. 

Ces  résultats  permettent  d'établir  ce  second  Tableau,  od,.  pour  plus 
de  rapidité,  nous  laisserons  de  côté  la  virgule  dans  les  différences. 


6-2 


ALGEBRE    SUPERIEURE. 


JT. 

ï- 

a. 

IK 

2 

5,oooo 

—34852 

3352 

2,1 

1,51^48 

— 3i3oo 

5o8o 

2,2 

--  !,6352 

— 26420 

7000 

2,3 

4  ,2772 

—  19420 

91 12 

.^,4 

—  6,2192 

— io3o8 

11416 

2,5 

—  7,25oo 

1108 

13912 

2,6 

—  7,» 392 

1 5020 

16600 

2,7 

—  5,6372 

31620 

19480 

2,8 

—  2,4752 

5i  100 

22552 

2,9 

'"   2,6348 

73652 

1    ' 

3 

10,0000 

1 

1 

y  change  de  signe,  quand  x  passe  de  2,1  à  2,2  et  de  2,8  à  2,9. 
L'équation  proposée  a  donc  deux  racines  positives,  l'une  comprise  entre 
■2,1  et  2,2,  Tautre  entre  2,8  et  2,9.  Ces  racines  sont  séparées  et  déter- 
minées à  o,  ï  près.  On  pourra  en  approcher  davantage  en  renouvelant 
la  môme  opération. 

Gonstmction  de  Tables  namériqnes. 


1464..  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  faisant  remarquer 
Tulililé  de  la  théorie  des  différences,  pour  la  construction  des 
Tahles  numériques  de  toute  espèce. 

Il  arrive  très  souvent,  en  effet,  que,  lorsque  Ton  considère  des 
nombres  dont  la  formation  est  assujettie  à  une  loi  régulière 
et  qui  se  succèdent  d'une  manière  suffisamment  rapprochée, 
les  différences  correspondantes  tendent  à  devenir  constantes 
à  mesure  que  leur  ordre  s'élève.  On  peut,  dans  ce  cas,  en  né- 
gligeant les  quantités  qui  n'influent  pas  sur  le  degré  d'ap- 
proximation demandé  (et  en  concordance  avec  la  méthode 
infinitésimale),  regarder  les  différences  d'un  certain  ordre 
comme  invariables  dans  un  intervalle  plus  ou  moins  étendu; 
ce  qui  donne  la  possibilité  de  calculer  les  valeurs  de  la  fonc- 
tion dans  le  môme  intervalle,  comme  si  elle  était  devenue 
une  fonction  entière  (1451). 

Nous  allons  appliquer  ces  indications  à  un  exemple  Lien 
connu. 
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14'65.  Soit  la  fonction 

u  =  logj::. 
Nous  aurons  (1448) 

Aw  =  log(j:  -h/i)— logjj  — log(  iH )• 

Mais  nous  avons  obtenu  précédemment  (697)  le  dévelop- 
pement 

,/       _l\  _  J. \_      _J L_ 

Il  viendra  donc,  en  posant  ^ç-,  =  -  et  en  s'arrêtant  au  troi- 
sième  terme  du  second  membre, 

Nous  aurons  ensuite,  d'après  la  formule  fondamentale  (D) 
(1446)  et  l'accroissement  h  restant  constant  (1448), 

^} n  z=i\o^{x  -h  2^)  — 2lOg(j7  -H  A) -h  logj? 

=  [log(j?  4-  aA)  —  loga:]—  2  [log(a:  -h  h)—  logo*] 


-log( 


'■^t)-"^^^G-*-^'- 


Pour  obtenir  log  f  n U  il  suffira  de  remplacer  h  par 

2/1  dans  la  valeur  de  Am.  On  trouvera,  par  suite,  en  substi- 
tuant et  en  simpliflant, 

/A*        2  A' 


,r'         X* 


En  continuant  de  môme, 


A^  w  ^  log (  J?  -h  3  A)  —  3  log  (x  H-  2  A)  -+-  3  log  (ut-  -h  A)  —  log ^  . 

—  [log(wr-h3A)— log.r]— 3[log(j7-i-2A)— logx]-H3[log(j7-hA)— logo:] 

-log(.+  ^^^)-31og(.4-'j^')   h3log(i4-^). 

Dr  C.  —  Cours.  IV.  ^3 
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On  obtiendra  log  (  n J  en  mettant  3A  à  la  place  de  h 

dans  la  valeur  de  Au.  On  aura  doncfînalement,  en  substituant 
et  en  simplifiant, 

(3)  A'«  =  m(^^-.. 

On  a  d'ailleurs,  pour  le  module  relatif^  (506,  700), 

M  =  loge  -=  o , 43429448 1 90825 1 

Si  l'on  prend  pour  point  de  départ  j:  =  10000  ct/i=:i,  on 
trouve  alors 

A^/  r-.:        M  (-^^^  -  ^  -|--,  H-  3-^  -.  .  .ji=z  0,0000434^X7276868.  .  .  . 

A*  «  r=  —  M  (  -  g ^  -+-...)         .  -  —  o ,  000000004342076 .  .  . , 

A*^  a  —   M  (  — ^  —  • . .  )  =  o ,  000000000000868 .... 


Vio»«      •••) 


D'après  ces  valeurs,  on  voit  qu'il  est  permis,  si  l'on  ne  veut 
obtenir  les  logarithmes  des  nombres  entiers  à  partir  de  loooo 
qu'avec  dix  décimales  exactes^  de  négliger,  pendant  un  long 
intervalle,  les  différences  du  quatrième  ordre  en  regardant 
celles  du  troisième  ordre  comme  invariables  (H51).  On  for- 
mera donc,  suivant  la  règle  connue  (14W),  les  différentes 
lignes  horizontales  du  Tableau,  la  première  étant. complète 
et  commençant  par  4>  logarithme  de  loooo.  On  aura  ainsi, 
dans  la  première  colonne  verticale,  les  logarithmes  des 
nombres  consécutifs  loooi,  10002,  10008,  .... 

On  fera  les  calculs  avec  quinze  décimales,  en  raison  de  l'ac- 
cumulation des  quantités  négligées  qui  doivent  finir  par 
influer  sur  le  dernier  chiffre  décimal  qu'on  veut  conserver, 
c'est-à-dire  sur  celui  du  dixième  ordre.  Il  faudra  donc,  de 
distance  en  distance, /aère  la  preuve  des  calculs  effectués  ou 
comparer  les  résultats  obtenus  avec  les  logarithmes  des 
mêmes  nombres,  trouvés  directement.  Tant  qu'il  n'y  aura  pas, 
de  part  et  d'autre,  de  désaccord  dans  les  dix  premiers  chiffres 
décimaux,  on  contiuera  sans  changement;  mais,  dès  que  le 
dixième  chiffre  décimal  fourni  par  les  différences  cessera 
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d'être  exact,  il  sera  nécessaire  de  modifier  le  point  de  départ. 
En  d'autres  termes,  on  calculera  de  nouveau,  à  Taide  des  for- 
mules ci-dessus,  les  différences  A«,  A'«,  A^u,  relatives  au 
dernier  nombre  auquel  il  aura  fallu  s'arrêter,  et  Ton  s'en  ser- 
vira pour  constituer  un  second  Tableau  qui  renfermera  les 
logarithmes  des  nombres  entiers  suivants. 


►  •0»  » 
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CHAPITRE  II. 


DE    L'INTERPOLATION 


Définitions  et  obsenrations  préliminaires. 

I(k66.  D'une  manière  générale,  V Interpolation  consiste  à 
insérer,  entre  les  termes  d'une  suite  donnée,  de  nouveaux 
termes  assujettis  à  la  même  loi  avec  une  autre  échelle.  Par 
exemple,  quand  on  insère,  entre  les  termes  consécutifs  d'une 
progression  par  différence  ou  par  quotient,  un  même  nombre 
de  moyens  {Alg.  élém.,  327,  338),  on  résout  un  problème 
d'interpolation. 

Dans  ce  cas,  la  loi  de  succession  des  termes  est  connue  et 
très  facile  à  appliquer  aux  termes  intermédiaires  que  Ton 
cherche.  Mais,  le  plus  souvent,  c'est  l'expérience  qui  a  fourni 
des  nombres  dont  la  loi  de  succession  reste  alors  inaperçue, 
et  ce  n'est  (xu* approximativement  que  l'on  peut  calculer,  à 
défaut  d'expériences  directes,  les  nombres  intermédiaires.  On 
y  parvient  à  l'aide  de  la  théorie  des  différences,  en  imposant 
aux  termes  inconnus  la  condition  que  leurs  différences  soient 
nulles  à  partir  d'un  certain  ordre  ou  constantes  à  partir  de 
l'ordre  précédent.  Par  l'introduction  de  cette  condition,  l'in- 
détermination est  levée. 

C'est  ainsi  que,  pour  pouvoir  calculer  les  logarithmes  des 
nombres  non  inscrits  dans  la  Table,  on  admet  qu'il  y  di  pro- 
portionnalité entre  les  petits  accroissements  des  nombres  et 
les  accroissements  correspondants  des  logarithmes  {A  Ig.  élém,, 
364).  Dans  celle  hypothèse,  à  des  accroissements  égaux  des 
nombres  répondent  des  accroissements  égaux  des  logarithmes, 
c'est-à-dire  que  les  différences  premières  des  logarithmes  sont 
supposées  constantes  ou  que  leurs  différences  secondes  sont 
supposées  nulles.  L'examen  de  la  partie  élevée  d'une  Table  de 
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logarithmes  {Alg,  élém.,  369)  justifle  d'ailleurs  la  proportion- 
nalité adoptée,  eu  égard  au  degré  d'approximation  consenti. 

1&.67.  D'une  manière  plus  précise,  l'interpolation  a  pour  but 
{^exprimer  une  fonction  d'une  variable  (exactement  ou  ap- 
proximativement), lorsqu'on  connaît  les  valeurs  de  la  fonction 
qui  répondent  à  un  certain  nombre  de  valeurs  données  de  la 
variable,  afin  de  pouvoir  ensuite  facilement  trouver  les  va- 
leurs intermédiaires  de  la  fonction  pour  des  valeurs  intermé- 
diaires de  la  variable. 

Il  est  clair  que  le  problème  demeure  indéterminé,  tant  que 
la  forme  ou  la  nature  de  la  fonction  cherchée  n'est  pas  fixée. 
Il  existe,  en  effet,  une  infinité  de  fonctions  qui  peuvent,  pour 
les  valeurs  données  de  la  variable,  présenter  les  mêmes  va- 
leurs que  la  fonction  inconnue  ou  se  confondre  avec  elle,  en 
s'en  écartant  plus  ou  moins  dans  les  intervalles  limités  par  les 
valeurs  communes. 

C'est  ce  qu'un  tracé  graphique  {fig^  75)  met  complètement 

Fiff.  75. 


en  évidence.  Si  l'on  porte  en  abscisses  les  valeurs  de  la  va- 
riable et,  en  ordonnées,  les  valeurs  correspondantes  de  la 
fonction,  on  peut  réunir  les  différents  points  ainsi  obtenus 
par  une  infinité  de  courbes  qui,  toutes,  satisferont  aux  condi- 
tions imposées  ou  qui,  toutes,  représenteront  aussi  bien  la 
fonction  cherchée  si  l'on  s'en  tient  aux  seules  données  numé- 
riques de  la  question.  (Il  est  entendu  d'ailleurs,  au  point  de 
vue  physique,  que  la  continuité  qu'on  observe,  en  général, 
dans  les  phénomènes  naturels,  conduira  à  choisir,  entre  toutes 
les  courbes  possibles,  celle  qui  offre  le  moins  de  sinuosités 
ou  celle  qui,  dans  la  région  considérée,  se  rapproche  davan- 
tage de  la  marche  indiquée  d'une  manière  générale  par  l'en- 
semble des  points  construits.) 
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Pour  que  le  problème  énoncé  devienne  déterminé,  il  faut 
donc  que  la  fonction  cherchée  soit  donnée  de  forme  et  qu'elle 
renferme  autant  de  paramètres  distincts  qu'on  connaît  de  va- 
leurs de  la  fonction.  On  aura  alors  autant  d'équations  de  con- 
dition que  de  coefficients  inconnus,  et  Ton  pourra  trouver  la 
fonction  cherchée,  exactement  ou  approximativement. 

Nous  établirons  d'abord  la  formule  d'interpolation  de 
Newton,  qui  suppose  équidis tantes  les  valeurs  données  de  (a 
variable, 

Formnle  d'interpolation  de  Newton. 

1468.  Considérons  la  formule  fondamentale  (N)  [1447],  en 
récrivant  comme  il  suit  : 

u„  =  Uç-i-  -  A«oH ^ ^  A*  i/o  H — ^^ -^ A»Wo4-... 

1  1.2  1.2. 3 

n(n  —  i)  (n  —  2)...(/ï  —  n-hi)  . 

H ^^ ~ :r ^^ '  ^    «0- 

1  .2.0.  .  ./l 

On  connaît  n  -+- 1  valeurs  de  la  variable  a:,  en  progression 
par  différence  de  raison  A,  désignées  par 

^09     ^o-+-A>     a?o-+-a/«,     ^o-+-3/i,     ...,     x^-i-nhy 

ainsi  que  les  n  + 1  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  1/, 
désignées  par 

Mo,        Wj,        Wj,        «3,         .  .  .  ,        M„. 

[Puisqu'on  donne  seulement  /n-i  valeurs  de  la  fonction  u 
qu'il  s'agit  de  trouver,  elle  ne  doit  pas  contenir  plus  de  /i  +  i 
paramètres  distincts  (1467),  et  il  est  sous-entendu  que  ses 
différences  d'ordre  n  -+- 1  doivent  être  nulles  (1466).] 
Posons  ^;,=:^o4-  nh.  Nous  en  déduirons 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  n  dans  la  relation  fonda- 
mentale, il  viendra 


(I) 
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Remplaçons  maintenanl,  dans  le  second  membre  de  celte 
égalité,  Xn  par  la  variable  x.  Nous  formerons  ainsi  une  fonc- 
tion/(x),  qui  aura  pour  expression 


/(.)  =  «„-^^-£îA«,-h(^( 


I  )  '  H-  ... 

1.2 


/x  —  .rAfa-^Xo        \      (x  —  x^  \      tk!^  u^ 

-"'yrir-jXTï^ — n"\—h — "^VTT^xr;, 

C'est  \di  formule  d'interpolation  de  Nbwton. 

Il  est  facile  de  montrer  que  cette  fonction /(^)  répond  aux 
conditions  imposées  et  peut  représenter  la  fonction  cher- 
chée II. 

En  effet,  substituons  à  la  variable  Xj  dans  l'équation  (i), 
la  valeur  intermédiaire  XQ'\-ph[p<in^.  Il  viendra,  puisque 


X  ^~~  Xq 


j-  =  ^0  4-  ph  donne  — -. — -  =/?, 

I  1   •  ^ 

(2)     1 

,     P(P'-0{p—'^)-'ip—p-+-^)Ap„ 
1 ,2,ô. , .p 

Tous  les  autres  termes  du  second  membre  disparaissent,  à 
partir  du  terme  de  rang  /?  -H  a,  comme  contenant  le  facteur 
p — p  ou  zéro  parmi  les  facteurs  de  leur  numérateur.  Le  se- 
cond membre  de  Téquation  (2)  est  d'ailleurs  l'expression 
même  de  Up. 

Par  suite,  /{x)  qui,  d'après  l'équation  (i),  se  réduit  à  Uq 
pour  x=zxq  [ou  pour  /?  =  o]  et  à  w„  pour  xz=Xn  [ou  pour 
pz=  /i],  devient  Wi,  Wj,  «3, . . .,  ««-i,  pour/>=:i,  2, 3, . . .,  n  —  i. 
On  voit  de  plus  que  /{x)  est  un  polynôme  en  x  de  degré  n 
(puisque  son  dernier  terme  renferme  n  facteurs  du  premier 
degré  en  j?),  dont  la  différence  d'ordre  n  est  constante  (14.50). 
Le  problème  est,  par  conséquent,  résolu  dans  les  conditions 
indiquées  comme  nécessaires. 

D'ailleurs,  la  fonction  /(x)  est  le  seul  polynôme  en  x  qui 
puisse,  dans  ces  conditions,  répondre  à  la  question  ;  car,  sup- 
posons qu'il  en  existe  un  second,  (^{x).  Puisque  les  diffé- 
rences d'ordre  n  -\- 1  doivent  être  nulles,  le  degré  de  (^(x)  ne 
peut  dépasser  n.  En  outre,  (^{x)  prend,  par  hypothèse,  les 
mêmes  valeurs  quef(x)  pour  les  n-hi  valeurs  données  de 
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la  variable.  Il  en  résulte  que  réquation  9(0?)  —/(a?)  =  0,  au 
plus  de  degré  /i,  admet  n  h-  1  racines  et  se  réduit  à  une  iden- 
tité (1023).  On  a  donc  9(5?)  =:/(x). 

14.69.  L'avantage  de  la  formule  de  Newton,  dans  le  cas  où 
elle  n'est  qu'approchée,  c'est  que  cette  formule  renferme  les 
différences  successives  qu'on  déduit  des  valeurs  données  de 
la  fonction  cherchée.  Ces  différences  diminuant,  en  général, 
très  rapidement,  on  peut  alors,  dans  la  pratique,  ne  conserver 
que  les  premiers  termes  du  second  membre,  en  négligeant 
tous  ceux  qui  n'influent  pas  sur  le  degré  d'approximation 
adopté. 

1470.  Pour  simplifier  l'écriture,  on  pose  souvent 

30  — ■  «ï*ft 


et  la  formule  de  Newton  devient 

u—/{x)  =  Uo-hsAuo-h  — A*«o-^  -^ -\ ^A»Wo-f- 

1.2  I.2.0 

z(z^i){z  —  2  ) . . .  {z  —  n-h  I  )  .  „ 
1.2.0  ...  n 

Supposons  A'  très  petit.  Si  l'on  ne  tient  compte  alors  que 
de  la  différence  première  (supposée  constante),  on  a 

U^-  Uo-\-  Z  IlUfi  OU 


àiiQ  h 

L'accroissement  de  la  fonction  est  supposé  dans  ce  cas  pro- 
portionnel à  l'accroissement  de  la  variable.  C'est  ainsi  qu'on 
opère,  comme  nous  l'avons  déjà  rappelé,  lorsqu'on  cherche 
les  logarithmes  des  nombres  ou  des  rapports  trigonomé- 
triques  non  inscrits  dans  les  Tables. 

Supposons  A'  très  petit.  Si  l'on  ne  tient  compte  que  des 
deux  premières  différences,  en  regardant  A*  comme  une  con- 
stante, il  vient 

z{z-~i) 

U  -:  Uo-\-  Z  ^Uq  h û'  li^y 

1.2 

relation  très  usuelle;  etc. 
Quand  /i  =  i ,  :;  devient  x  —  œ^el  représente  directement 
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l'accroissement  donné  à  la  variable  à  partir  de  la  valeur  qui 
sert  de  point  de  départ. 

IWl.  C'est  dans  le  petit  Traité  intitulé  :  Methodus  differen- 
tialis..,,  publié  en  1711  avec  le  consentement  de  Newton,  que 
se  trouve  Texposé  de  sa  méthode  d'interpolation  : 

«  Newton  regarde  les  termes  donnés  comme  autant  d'or- 
données d'une  courbe  de  genre  parabolique  (1030),  et  il 
cherche  l'équation  d'une  courbe  de  cette  espèce  qui  passerait 
par  tous  les  points  donnés.  Ayant  cette  équation,  on  a  évi- 
demment la  loi  de  toute  la  courbe,  et  par  conséquent  la  va- 
leur de  toutes  les  ordonnées  intermédiaires,  qui  sont  les 
termes  à  interpoler  (*).  » 

Représentation  exacte  d'une  fonction  entière  par  la  formule 

d'interpolation  de  Newton. 

1472.  La  formule  d'interpolation  de  Newton  détermine 
exactement  toute  fonction  entière  de  a;,  de  degré  m,  dont 
on  connaît  m  -+- 1  valeurs  répondant  à  m  -h  i  valeurs  de  la  va- 
riable d?  en  progression  arithmétique.  Il  y  a  alors,  en  effet, 
identité  entre  la  fonction  /{x)  fournie  par  la  formule  de 
Newton  et  la  fonction  inconnue,  comme  cela  résulte  de  la 
remarque  présentée  à  la  fin  du  n<*  1468.  La  fonction  entière 
qu'on  veut  trouver  a  donc  pour  expression 


4-  I  ; — ^11  i— —  I  |...(         ,  '^"  —  m 


A"»  u, 


I  .2.3  .  .  .  /7l 


On  peut  alors  faire  la  remarque  suivante,  le  point  de  dé- 
part Uq  variant  à  volonté.  Si  les  quantités  Mq,  Aw©»  A'mo  •  •  •» 
A"»Wo,  sont  devenues  toutes  positives,  et  qu'on  donne  à  x  une 

valeur  telle  que  le  dernier  facteur  — 7 — -  —  m  -h  i  soit  nul  ou 

positif,  la  valeur  de/(^)  sera  positive  étira  toujours  en  crois- 
sant à  mesure  que  x  augmentera  (1444).  Par  conséquent, 
^oH-  ('w  — - 1)^  est  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  l'équation /(a?)  =  o. 

(  •  )  Lagrange,  Sur  les  interpolations.  Œuvres  complètes,  t.  VII. 
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De  môme,  si,  pour  une  certaine  valeur  de  x^,  les  quantités 
Uo,  Af/o,  A'//o9  "  '9  ^'"^0»  sont  alternativement  positives  et  né- 
gatives, il  est  clair  que,  pour  toute  valeur  de  a?  inférieure, 
/(x)  sera  toujours  positive  ou  toujours  négative  et  ne  pourra 
plus  devenir  nulle.  Par  conséquent,  la  valeur  de  ût^  dont  il 
s'agit  est,  à  son  tour,  une  limite  inférieure  des  racines  réelles 
de  réquation/(a:)  ==  o. 

Applications. 

1473.  i*  Trouver  la  fonction  entière  du  quatrième  degré  [j  =/(-r;]i 
qui,  pour  les  cinq  valeurs  — a,  — i,  o,  i,  2,  de  la  variable,  prend  les 
cinq  valeurs  67,  i4}  3,  4»  n- 

On  a  ici  jtq  =  —  2.  /i  =  I,  et  Ton  peut  former  le  Tableau 


X.  . 

/• 

— 2 

67 

—  I 

14 

0 

3 

I 

4 

2 

1 1 

Aj. 


53 

II 

I 

7 


AV'. 


24 


Il  suffît  alors  do  substituer  dans  la  formule  de  Newton  les  valeurs 
ro  =  67,        Ajo  =  —  53,        A>jo  =  42,       A»^  0  =  —  3o,       A*jo  =  24. 
On  obtient  ainsi 

^-  =zf(jc)  =  67  —  53(x-4-  2)  H-  2lfx+  2)(X  -{-  l) 

—  5(j:-h  2)(.r-h  i).r-+-  {x '^-  2)(jr -M).r(x  —  1), 

c'est-à-dire 

r  =  J7* —  3j7'-+-  5j:* —  20:  -+-  3. 

L'équation  correspondante  du  quatrième  degré  n'a  aucune  racine  né- 
gative, et  il  résulte  du  Tableau  précédent  [en  prenant  pour  nouveau 
point  do  départ  ^0  =  0,  et  en  remarquant  que  le  facteur 


X  —  Xq 


—  m-f- 1 


de  la  formule  générale  devient  alors  x  —  3  ]  que  3  est  une  limite  supé- 
rieure de  ses  racines  positives  (1472). 
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1474.  a**  Calculer  avec  sept  décimales  le  logarithme  cfe  sin  i*  i7'35*,  7. 

Prenons  la  Table  de  Schron,  décrite  précédemment  {Trigon.,  120). 
Nous  regarderons  les  logarithmes  contenus  dans  la  Table  trigonomé- 
trique  comme  les  valeurs  de  la  fonction  j,  et  les  valeurs  des  arcs  se- 
ront celles  de  x. 

La  Table  nous  donnera  immédiatement 

jTo  =  logsini*i7'3o''  =  2,3529910, 
A/o  =  0,0009328,        A*/o  =  —  0,0000020,        A*jo  =  0,0000001. 

On  a  d'ailleurs 

z  =  — j =  — ~  =  0,57. 

h  10  *  ^ 

On  aura,  par  suite  (1470), 

zAjo  ==  o,ooo53i7, A*jo  =  o,oooooo3, 

I  •  J& 

z(z  —  i)(z  —  2)  ,,  ^^,    ^^ 
-^ A^jo  =  o,oooooooo584i55. 

On  voit  que,  si  l'on  veut  seulement  sept  décimales  exactes,  on  peut 
négliger  ce  dernier  terme,  dont  la  valeur  ne  s'élève  pas  à  six  unités 
du  neuvième  ordre  décimal.  Il  restera  donc  simplement  (1470) 

.  z(z  —  \)  ^, 

c'est-à-dire 

^  =  logsini'i7'35',7  =  2,353523o. 

Ce  résultat  concorde,  comme  on  peut  s'en  assurer,  avec  celui  fourni 
par  la  Table  de  logarithmes-sinus  (où  les  arcs  varient  do  seconde  en 
seconde),  placée  au  commencement  des  Tables  trigonométriques  de 
Callet. 

Aire  d'une  courbe,  formule  de  Thomas  Simpson. 

1475.  En  exposant  (755  et  suiv.)  les  premiers  principes  du  Calcul  in- 
tégral, nous  avons  vu  que  l'aire  ACDB  d'une  courbe  AB  {Jîg,  76),  rap- 
portée aux  axes  rectangulaires  Ox  et  O7  et  ayant  pour  équation  j=/(x), 
n'est  autre  chose,  entre  les  limites  x  =  OC  et  x  =  OD,  que  l'intégrale 
définie 

,jr=OD 

jr  dx, 

'x=OC 


L 


Pour  arriver  à  l'évaluer  ou  à  effectuer  la  quadrature  correspondante 
(758),  on  peut  avoir  recours  à  la  formule  d'interpolation  de  Newton. 


•*  r 


'y .  • 


h»-'" 


sX 
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En  remplaçant  la  courbe  AB  par  une  parabole  du  «*^^  degré  ayant  n 
points  communs  avec  elle,  on  substituera  à/(x)  une  fonction  entière 
du  rV^*^  degré  (1471,  1030),  pour  laquelle  l'intégration  deviendra  facile 

(773). 

Fig.  76. 


0 


V 


On  peut  aussi,  comme  nous  allons  l'expliquer,  employer  une  suite  de 
paraboles  du  second  degré,  en  les  substituant  aux  parties  correspon- 
dantes de  la  courbe  donnée  ou  de  Faire  cherchée. 

Faisons  passer  Taxe  Oj  par  la  première  ordonnée  de  la  courbe  AB, 
dont  Taire  sera  alors  AODB  {fig.  77).  Partageons  la  base  OD  =  :r  en  un 

Fig.  77. 


m, 


Al-  — 


0 


1' 


P,        P. 


B 

^ 

!/«-. 

î/«-i 

y« 

nombre  pair  de  parties  égales,  et  désignons  par  h  l'une  des  divisions 

-•  Considérons  maintenant  les  trois  points  A,  mi,  m^,  qui,   sur  la 

courbe,  correspondent  aux  trois  premiers  points  de  division  0, />i,/>i, 
de  la  base  OD.  Par  ces  trois  points  A,  /wi,  /wj,  qui  ont  des  ordonnées 
équidistantes,  on  peut  toujours  faire  passer  une  parabole  du  second 
degré  ayant  son  axe  parallèle  à  Oy  (*).  L*équation  de  cette  parabole 
sera  de  la  forme  (*) 


a 


IJ7 


CX^ 


(»)  Voir  L.  V.  —  Voir  aussi  Traité  de  Géométrie,  par  Eugène  Rouché 
et  Ch.  de  Comberousse,  n«  1178,  5*  édition,  Gauthier-Villars,  i8S3. 
(*)  Lorsqu'une  parabole  est  rapportée  à  son  axe  comme  axe  des  a?  et  à 
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el  Ton  aura,  pour  les  trois  points  considérés. 
(A)  j?o=    o,       ro  =  «, 

[Il  en  résulte  (1442)  Ajo  =  à/t  -t-  ch^  et  A«jo  =  a^/'*,  de  sorte  que 
les  trois  constantes  a,  b^  c,  seront  connues  en  fonction  de  h  et  des  or- 
données des  points  donnés.] 

On  a  d'ailleurs  (773) 


I      jrdx=l       (a -^  bx'hca:^)djc  = 'la/i -h 'xb/i^ 


3 


=  ^(3a-+-3b/i-hic/t*)\ 


ce  qu'on  peut  encore  écrire 


I     ydx—  -z{a-\-lsa-\~l^bli-\-ich'^-\'a-^ibh-\~^  ch"^) 

=  3'(ro-t-4jri-+-jj). 

On  peut  opérer  de  même  pour  les  autres  parties  de  la  courbe  AB,  en 
tenant  compte  toutefois  d'une  remarque  faite  précédemment  {G^om,, 
fin  du  n^'âGI).  Ces  autres  parties  donneront,  à  leur  tour,  pour  les  aires 
correspondantes,  en  introduisant  chaque  fois  trois  ordonnées  consécu- 
tives, 

3(7*     -^-475     -i-Js), 


3(ji.-j-+-47/i-i-H7«) 


ou,  en  faisant  la  somme  de  tous  les  résultats  obtenus, 
airoAODB  =  ^  [jo-i- J«  -^  2(r,-r- j*-f-. .  .-hj«_j)  -h  4(ri-Hj34-.  ..  +  Yn-\  )\ 


la  tangente  au  sommet  comme  aie  des  y,  son  équation  est  [Géom,,  756] 
y*—  2px  ou  j?  =  ky^.  Par  suite,  si  l'on  permute  les  axes,  cette  équation 
devient  y  =  kx'K  Si  l'on  déplace  alors  ces  mêmes  axes  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  il  suffit  de  remplacer  x  par  x  -\-  i,  tt  y  par  y  -k-^i  d'où  la  forme 
indiquée. 
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C*est  la  formule  de  Thomas  Simpson  (Géom.,  263),  qui  donne  une 
grande  approximalion  lorsque  la  valeur  choisie  pour  //  est  suffisamment 
petite. 

Formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

liii'76.  La  formule  d interpolation  de  Làgrànge  (*)  suppose 
que  les  valeurs  données  à  la  variable  x  sont  quelconques. 

Cette  formule  est  donc  plus  générale  que  celle  de  Newtoh, 
mais  elle  est  moins  commode  à  appliquer. 

Il  s'agit  toujours  (lii^67)  de  trouver,  exactement  ou  approxi- 
mativement, les  valeurs  d'une  fonction  u  (que  nous  suppose- 
rons d'abord  entière  par  rapport  à  a?  et  de  degré  n)  ou  cette 
fonction  elle-même,  lorsqu'on  connaît  les  ai  -+- 1  valeurs  u^^ 
//i,  //„  . . . ,  Un,  qu'elle  prend,  pour  n  -h  i  valeurs  quelconques 
jcQy  X,,  Xif  . . . ,  Xn,  données  à  la  variable  x. 

Posons,  pour  la  fonction  cherchée, 

(i)      wr=  Ao^'*-l-  Aia:«-*-f- AjJ?'*-'4-. .  .-h  Art_,a: -h  A^. 

Cette  relation  doit  être  satisfaite  par  les  n  h-  i  couples  de  va- 
leurs {Xq,  Uo)y  {X^y  W,  ),  (  J?j,  W,),  .  .  . ,  (Xn,  Un)'  Ou  3  doUC 

Mq  :=  Ao»^Q  "H  A|  J?0      -H  Aj  J?0      -+-... -1- A;i_iJ?o  H- A;i« 

Wj  =  Ao^"-|- AiXj->-h  AjJ?'*"*-f-.  .  .-h  A„_,j:i  -h  Art, 
.....••••••..••.••••••.•••..•••..» 

Ces  n  -h  I  équations  de  condition  sont  du  premier  degré  par 
rapport  aux  n-{-i  coefflcients  inconnus  Ao,  A,,  A,,  ...,  A„. 
On  n'aura  donc  qu'à  en  tirer  ces  coefficients  et  à  substituer  les 
résultats  obtenus  dans  la  valeur  générale  de  la  fonction  i/, 
pour  que  la  question  soit  résolue.  Mais  la  marche  suivante, 
indiquée  par  Lagrance,  est  beaucoup  plus  rapide.  D'après  les 
formules  générales  relatives  aux  équations  du  premier  degré 
(80),  les  coefficients  inconnus  contiennent  les  quantités  «/o> 
«I,  M,,  . . . ,  w„  au  premier  degré.  On  peut  donc  écrire,  en  grou- 
pant les  termes  qui  renferment  ces  quantités, 

(2)  u=z  jjio «oH-  f^i  «1  +  fXj  Mj  H-  .  .  .-4-  fXn  U„y 


(*)  Leçons  de  Mathématiques  données  à  l'École  Normale  en  1796. 
Leçon  cinquième. 
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p-Oi  Pi)  f^tï  •  •  •  7  l^/t  étant  des  fonctions  de  .r  et  de  o^q,  Xi,  x^^ . . . , 
Xn  qui  doivent,  d'après  le  problème  énoncé,  satisfaire  aux 
conditions  ci-après. 

Pour  x^zzx^y  il  faut  qu'on  ait  tt=:  «o  :  ce  qui  exige  que  fx© 
se  réduise  à  Tunité,  et  que  (ii,  juls,  . . .,  jm»  deviennent  nulles 
(puisque  les  quantités  «o»  "d  «u  •  •  •»  "„  n'ont  entre  elles  au- 
cune relation  obligée); 

Pour  J7=:  Xu  il  faut  qu'on  ait  //  =  «t  •  ce  qui  exige  que  /Jti 
se  réduise  à  l'unité,  et  que  fXo?  [Aj>  •  •  •>  |Jt«  deviennent  nulles; 

• • , 

Pour  X  =  Xn,  il  faut  qu'on  ait  u^^^u^x  ce  qui  exige  que  |x„ 
se  réduise  à  l'unité,  et  que  jjlo,  [Xi,  . . .,  jx^-i  deviennent  nulles. 

D'après  cela,  prenons  la  fonction  (Xq.  Elle  doit  être  nulle 
pour  07  =  ^1,  ^j,  a?3,  ...,  a?rt,  et  son  degré  ne  peut  pas  dé- 
passer n.  On  peut  donc  poser 

|jig=z=  X'(^  —  x^^^x  —  a7j). .  .(x  —  jr„). 

De  plus,  [lo  devant  se  réduire  à  l'unité  pour  x  —  o^o»  on  en  dé- 
duit 

I 


Par  suite, 


(  d"o  —  «^1 }  \  «^0  —  «^î  /  •  •  ■  \  "^0  —  •^/»  ) 

(  .r  —  .r ,  )  (  a:  —  J^a  )  ■  •  -{x  —  .r„  ) 

V *^0         '^I  /  \ "^0         '^2  /  •  •  •  \ *^'o  —  *^«  ) 


On  trouvera,  de  la  même  manière, 

( X  —  X^  )\X  —  X^  )  ■  .  '\X  —  X^^ ) 

\X^         Xq  )\X\  —  X^  /  •  •  ■  \"^1  —  '^ n  ) 
) 

\X  —  .Z'o)  \X  —  x^) ,  .  .{x  —  x„_i  ) 


\^n 


{Xfi        ^0)  {^n        .Tj)  .  .  .  {X^ —  X„^i) 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  (2)  de  u,  on  a  la 
formule  d'interpolation  de  Lagràngk,  qui  est 

_  {x  —  Xi){x  —  Xi)..,{x  —  x„) 

Ce-    — ■  I       Ct 


u 


(  -^0  —  Xi  )  (  Xq  —  J?j  )  •  •  •  (  Xq  —  Xn  ) 

\ X  —  Xq )  \X  —  X^  )  m  .  ,  \X  "—  X fi  ) 

\  X\  —  Xq  )  y  X\  —  X^  j  ,  »  .  \  X^         Xff  f 


{x-'Xq)(x--x^).  .,{x  —  x„^i) 

(  Xf^  —  Xq  )  (  Xfi        Xi)  .  ,  ,\  Xf^        Xf^—i  ) 


■■J'J 
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Comme  on  l'a  déjà  fait  remarquer  (l&'GS),  toute  autre  fonc- 
tion du  n'^^^  degré  remplissant  les  mêmes  conditions  se  con- 
fond avec  celle  qu'on  vient  d'obtenir. 

Il  est  donc  évident  que,  si  les  valeurs  de  a:  sont  en  pro- 
gression arithmétique,  la  formule  de  Lagrange  reproduit  iden- 
tiquement celle  de  Newton.  On  peut  le  vérifier  facilement, 
en  appliquant  l'algorithme  de  Lagrange  à  la  question  du 
n«  1M3. 


1W7.  La  démonstration  précédente  prouve  d'elle-même 
que  le  problème  de  l'interpolation  est  complètement  indéter- 
miné. Car,  si  Ton  n'exigeait  pas  que  la  fonction  inconnue  fût 
entière,  on  pourrait  soumettre  les  différences  x  —  x^yX — ^,, 
X  —  J72, . . .,  «r  —  Xn  à  tels  signes  convenablement  choisis  qu'on 
voudrait. 

On  pourrait  poser,  par  exemple, 

_   sin(.r  —  a?,)  sin(ar  —  x^).  . .  sin(uc  —  x„) 
^^  ~~  sin(a7o —  ^i)  sin(jro —  ^'2)-  •  •  sin^j^o —  -p»)' 

sans  cesser  de  remplir  les  conditions  du  problème,  mais  en 
obtenant  une  fonction  bien  différente  de  celle  qu'on  vient  de 
trouver. 
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CHAPITRE  III. 

NOTIONS  SUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 

TRANSCENDANTES. 


Obsexrations  préliminaires. 

U78.  Toutes  les  fonctions  qui  ne  sont  pas  algébriques  (1393) 
sont  transcendantes.  Lorsque  le  premier  membre  d'une  équa- 
tion (le  second  étant  supposé  égal  à  zéro)  renferme  des  fonc- 
tions transcendantes»  l'équation  est  elle-même  transcendante. 

Nous  ne  considérerons  que  des  équations  transcendantes  à 
une  seule  variable  ou  à  une  seule  inconnue.  Le  premier 
membre  de  Téquation  renfermera  alors  une  fonction  expo- 
nentielle ou  logarithmique»  une  fonction  circulaire  directe 
ou  inverse,  une  fonction  hyperbolique,  ou  plusieurs  de  ces 
mêmes  fonctions  rapportées  à  Tinconnue. 

1W9.  Lorsque  Téquation  donnée  ne  renferme  que  des  rap- 
ports trigonométriques,  on  peut,  dans  certains  cas,  la  résoudre 
comme  une  équation  algébrique  (sauf  la  discussion  des  va- 
leurs obtenues). 

Par  exemple,  si  le  premier  membre  de  l'équation  peut  être 
exprimé  rationnellement  en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus 
de  Tare  inconnu  Xy  on  remplacera  cosj?  et  sinj?  par  les  va- 
leurs (1289) 

•  ^  oc 

I  —  tang*-  2  tang- 

2  2 

et j 

oc  oc 

I  4-  tang*  -  I  4-  tang*  - 

OC 

et  l'équation  deviendra  algébrique  par  rapport  à  tang  -  prise 

Ja 

pour  inconnue. 

Dr  C.  —  Cours,  IV.  44 
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De  même,  si  l'équation  est  homogène  et  de  degré  m  rela- 
tivement à  sin^  et  à  cos^,  on  la  transformera  en  une  équa- 
tion algébrique  où  l'inconnue  sera  tango?,  en  divisant  les 
deux  membres  de  l'équation  par  cos'^x. 

Habituellement,  quand  l'équation  transcendante  renferme 
plusieurs  rapports  trigonométriques  d'un  même  arc  inconnu, 
on  exprime  ces  rapports  en  fonction  d'un  seul  d'entre  eux. 

1&80.  Si  l'on  a  des  Tables  numériques  pour  la  fonction 
transcendante  T  qui  entre  dans  l'équation  proposée,  il  est 
clair  qu'on  résoudra  simplement  cette  équation  à  l'aide  des 
Tables,  toutes  les  fois  qu'on  pourra  la  ramener  à  la  forme 

T  =.  const. 

Nous  en  avons  déjà  donné  des  exemples  {Alg.  élém.,  374-, 
375). 

1481.  Il  est  d'ailleurs  impossible  d'exposer,  pour  les  équa- 
tions transcendantes,  une  méthode  de  résolution  uniforme  et 
certaine.  Il  n'y  a  plus  de  types  réguliers  comme  dans  les 
équations  algébriques,  plus  de  degré  qui  puisse  guider.  Le 
théorème  de  Descartes  n'est  plus  applicable,  non  plus  que 
celui  de  Sturm.  Chaque  équation  transcendante  exige,  pour 
ainsi  dire,  un  examen  spécial,  lorsqu'on  veut  reconnaître  si 
elle  a  un  nombre  fini  de  racines  réelles  ou  si  elle  en  admet 
une  infinité. 

Lorsque  la  nature  de  la  question  montre  qu'une  seule  solu- 
tion, renfermée  entre  certaines  limites,  est  admissible,  on 
peut,  au  surplus,  ne  s'occuper  que  de  la  détermination  de  la 
racine  correspondante. 

1W2.  Tous  les  procédés  indiqués  précédemment  pour  ré- 
soudre les  équations  algébriques  (dans  le  cas  des  racines  in- 
commensurables) reposent  directement  sur  la  continuité  de 
la  fonction  et  de  ses  dérivées  successives,  jusqu'à  un  certain 
ordre.  Ces  procédés  peuvent  donc  être  mis  en  œuvre,  sauf  les 
modifications  nécessaires,  lorsque  la  fonction  transcendante 
qui  constitue  le  premier  membre  de  l'équation  donnée  peut 
être  regardée  elle-même  comme  continue,  ainsi  que  ses  dé- 
rivées, au  moins  dans  un  certain  intervalle. 
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Nous  énoncerons,  par  conséquent,  les  propositions  ou  les 
remarques  suivantes  : 

I*»  Lorsque  deux  nombres  substitués  à  la  place  de  r inconnue 
donneront,  dans  l'intervalle  où  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion considérée  varie  d'une  manière  continue,  des  résultats  de 
signes  contraires,  il  existera  entre  ces  nombres  une  ou  plu- 
sieurs racines  de  l'équation  proposée;  lorsqu'il  n'y  aura  au- 
cune racine  de  l'équation  entre  les  deux  nombres  substitués , 
les  résultats  obtenus  seront  de  même  signe. 

2®  Le  théorème  de  Rolle  subsiste  pour  les  équations  trans- 
cendantes, et  l'étude  de  leur  équation  dérivée  peut  aider  à 
la  séparation  de  leurs  racines  réelles, 

3°  Une  fois  les  racines  réelles  séparées,  on  peut  en  appro- 
cher davantage  par  de  nouvelles  substitutions. 

4°  La  méthode  de  Newton  et  de  Fourier  est  applicable  aux 
équations  transcendantes,  de  sorte  qu'on  pourra  y  avoir  re- 
cours dès  que  les  racines  qu'on  doit  calculer  seront  obtenues 
avec  un  certain  degré  d* approximation. 

5"  U emploi  de  courbes  représentatives  déjà  connues  ou  fa- 
ciles à  construire  ne  devra  pas  être  négligé,  et  conduira,  dans 
certains  cas,  très  rapidement  au  résultat  cherché,  avec  une 
première  approximation. 

Application  de  la  théorie  des  différences  à  la  résolution 
des  équations  transcendantes. 

1^83.  On  opère  alors  absolument  comme  pour  les  équa- 
tions algébriques,  et  il  n'y  a  de  changement  que  dans  le  dé- 
tail des  calculs. 

On  substitue  dans  Téqualion  proposée,  à  la  place  de  Tin- 
connue  X,  des  nombres  équidistants.  Lorsque  deux  substitu- 
tions consécutives  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
on  en  conclut  (1482)  qu*elles  comprennent  une  racine  de 
réquation.  On  substitue  alors,  dans  l'intervalle  de  ces  deux 
substitutions,  des  nombres  équidistants  plus  resserrés,  de 
manière  à  renfermer  la  racine  entre  deux  limites  plus 
étroites.  On  forme  alors,  comme  précédemment  (HW)  et 
pour  Tintervalle  considéré,  le  Tableau  des  différences  succes- 
sives du  premier  membre  de  l'équation. 

Si  Ton  reconnaît  que  les  différences  d'un  certain  ordre  sont 
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négligeables,  on  peut  assimiler,  sans  erreur  sensible,  dans 
rinlervalle  qu'on  étudie,  le  premier  membre  de  Téqualion  à 
une  fonction  algébrique  d'un  degré  moindre  d'une  unité,  et 
toute  difficulté  disparaît. 

Par  exemple,  si  les  différences  troisièmes  sont  très  pelites, 
on  a  à  former  et  à  traiter  une  équation  du  second  degré;  si  ce 
sont  les  différences  secondes,  l'équation  donnée  est  ramenée 
à  une  équation  du  premier  degré. 

Quelques  exemples  vont  nous  permettre  de  préciser  la 
marche  à  suivre. 

Problèmes  et  exemples. 

1484.  I*  Par  un  point  A  pris  sur  une  circonférence  de  cercle 
{fig.  78),  mener  une  corde  AB  qui  détermine  un  segment  AwB  équiva- 
lent  au  quart  de  l'aire  de  cercle. 


Tout  revient  à  trouver  Tangle  AOB  et,  par  conséquent,  on  peut  sup- 
poser le  rayon  de  la  circonférence  donnée  égal  à  l'unité. 
Soit  z  l'arc  AmB.  On  doit  avoir  ( Grb/w.,  262) 


segm.AmB  =  -(z  —  sinz)  —  - 

•a  4 

Posons,  pour  simplifier, 


OU         z ==  sm 


jt 


2 =  .r. 

a 

Nous  aurons  à  la  fois  (Irigon,,  32) 

.r  =  8in3        et        z  =  — h  .r        ou        sins  =  cosx. 

L'équation  du  problème  est  donc 

(1)  X  =z  cosx        ou        .r  —  cos.r  =  o, 


r 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  6g'i 

et  la  question  est  ramenée  à  trouver  (  dans  la  circonférence  de  rayon  i  ) 
l'arc  dont  la  longueur  eu  égale  à  celle  de  son  cosinus  (^  ). 

La  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  est  la  quantité  toujours 
positive 


I 


smx. 


de  sorte  que  la  fonction  x  —  cosj:  croît  constamment  (722).  Lorsque  r 
varie  de  o  à  ->  la  fonction  croît  de  —  i  à  -  en  traversant  zéro.  L'é- 
quation  proposée  a  donc  une  racine  réelle  et  une  seule,  comprise  entre 
les  limites  o  et  -  • 

2 

En  examinant  la  Table  placée  à  la  fin  do  co  Volume,  qui  donne,  de 
degré  en  degré,  les  arcs  et  les  lignes  trigonométriques  naturelles  ex- 
primées en  parties  décimales  du  rayon  pris  pour  unité,  on  s'assure  im- 
médiatement que  Tare  cherché  est  nécessairement  compris  entre  4^°  et 
43\  On  a,  en  effet, 

arc4îi°=  o,733o4,        cos42"— 0,74314, 
arc43°  =  0,75049.        cos43^=  o,73i35. 

C'est  donc  bien  dans  l'intervalle  de  4^°  à  43*  que  la  fonction  .r  —  co8.r 
change  de  signe  (en  passant  du  négatif  au  positif),  en  traversant  zéro. 
Nous  allons,  par  conséquent,  en  posant 

u  =  X  —  eos  jc. 

chercher  les  valeurs  de  u  pour  les  arcs  4»"?  4a* ,  4^*'î  44*j  en  nous  ser- 
vant de  la  même  Table.  Nous  pourrons  ainsi  former  le  Tableau  sui- 
vant. 


X. 

U. 

1 

A.       i      A'. 

41" 

43» 
^4° 

—  0, 03913 

—  0,01010 
-1-0,01914 

0,04860 

0 , 02903 

0,02924 
0,02946 

0,00021 
0 . 00022 

En  regardant  la  différence  seconde  comme  constante,  on  assimilera  la 
fonction  considérée  à  une  fonction  algébrique  du  second  degré,  c'est- 
à-dire  qu'on  posera  (1470) 

Z(2— 1) 


U  —  Uq  -+•  z  A«o  -f- 


1.2 


A*tto  =  o. 


(')  EuLER,  Introduction  à  l'Analyse  infinitésimale,  Livre  IL  —  Tra- 
duction deJ.-B,  Labey,  1797* 
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On  a  ici  //  =  i*,  c'est-à-dire  c  =  x  —  -c©  (en  degrés),  jco  correspondant 
à  i9J*.  En  prenant  x^xq  pour  inconnue,  on  aura  à  résoudre  l'équation 
du  second  degré 

0,0001  i(jr  —  xq)(x  —  xq —  i)-i-  0,0:1924  (-C  —  -To)  —  0,01010  =  o 

ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  lo^, 

ii(x  — Xo)- -h  2913(0:  — Xo)  —  1010  =  o. 

On  a,  par  suite,  en  ne  prenant  que  la  racine  positive, 


c'est-à-dire 

x  =  Î2*'2o' 40^,68. 

EuLER  trouve,  par  la  règle  de  fausse  position  {Arithm.,  443)  et  en  cal- 
culant à  sept  décimales, 

X  =  42**2o'47*.  23. 

Noire  solution  comporte  donc  une  erreur  par  défaut  de  o',  55  ou  d'une 
demi-seconde  environ. 
En  revenant  au  problème  direct,  on  a,  pour  Tare  cherché, 

5  =r  ^  H-  X  =  1 32*  20'  46',  68, 

et  la  corde  qui  sous-tendra  ce  dernier  arc  sous-tendra  (sauf  Terreur 
indiquée)  un  segment  équivalent  au  quart  du  cercle.  Si  Ton  mène  un 
diamètre  parallèle  à  cette  corde,  elle  divisera  donc  en  deux  parties 
équivalentes  le  demi-cercle  correspondant. 

Une  construction  graphique  pourrait  intervenir  ici  efficacement  pour 
fournir  une  première  approximation.  L'équation 

.i'  —  cos.r  =  o 

étant  le  résultat  de  l'élimination  de  y  entre  les  deux  équations 

)  —  X       et       y  =  CO8X, 

il  suffira  {fig.  79)  de  construire  la  droite  y-=-  x,  qui  est  la  bissectrice 
de  l'angle  yOx^  et  la  cosinusolde y  =  cos.r  {lYigon,,  21).  Il  est  clair 
que  la  droite  OC  et  la  courbe  BID  ont  un  point  commun  et  un  seul  ;  ce 
qui  prouve  l'existence  d'une  seule  racine  réelle.  En  mesurant  ensuite 
avec  beaucoup  de  soin,  à  l'échelle  adoptée,  l'abscisse  OP  du  point  d'in- 
tersection  M  obtenu,  on  aura  la  valeur  de  la  racine  avec  une  première 
approximation  de  0,01  environ. 
L'arc  auxiliaire  étant  égal,  d'après  notre  solution,  à  0,78907  (*)  et, 


(')  Voir  la  Table  I,  à  la  fin  du  t.  Il  de  ce  Cours. 
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plus  exactement,  d'après  celle  d'Euler,  ù  o  7390847,  la  conslruction 
graphique  pourra  donner  0,74. 

Fîg-  79- 


1485.  a"  Diviser  par  une  corde  uti  cercle  en  moyenne  et  extrême 
raison  (*). 

Le  plus  grand  des  deux  segments  déterm  inés  par  la  corde  inconnue 
doit  être  moyenne  proportionnelle  entre  le  cercle  entier  et  le  plus  petit 
segment.  Nous  allons  chercher  Tare  qui  co  rrespoud  à  ce  plus  petit  seg- 
ment, en  supposant  (ce  qui  ne  modifie  pas  le  résultat  demandé)  que  le 
rayon  du  cercle  donné  est  égal  à  Tunité. 

Lorsqu'on  divise  une  quantité  quelconque  en  moyenne  et  extrême 
raison,  la  plus  petite  partie  de  cette  quantité  en  est  une  fraction  mar- 

Fîg.  80. 


3  -—1/5 
quée  par ^  {Géom.^  190).  On  doit  donc  avoir  (^.  80),  si  ABest 

la  corde  inconnue, 

AD      3-/5 
segmAmB  = ^—  7t. 

Soit  a: l'arc  qui  répond  à  Tangle  AOB.  On  aura  également  (Géom.,  262) 


segmA//iB  =  -  (  j;  —  slnx). 


(')  Question  proposée  au  Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique, 
en  iS5g. 
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L'équation  du  problème  est  donc 

X  —  sin.r  =  (3  —  /5)  -ir 

ou,  en  remplaçant  /5  et  ir  par  leurs  valeurs  en  décimales, 
(I)  X-- sinx— 2,399963»  =  o. 

Le  premier  membre  a  pour  dérivée  la  quantité  toujours  positive 

I  —  cosj:  ;  il  est  donc  constamment  croissant.  Pour  x  =  -  >  il  se  réduit 

2 

à  —1,8296669  et,  pour  x  =  'r,  à  -h  0,7416294.  L'équation  (i)  admet,  par 

suite,  une  seule  racine  réelle  comprise  entre  -  et  ir  ou  entre  90'  et  180**, 

mais  beaucoup  plus  près  de  cette  dernière  valeur. 

Nous  sommes  alors  conduit  à  faire  varier  d'abord  x,  de  lo**  en  io\  en 
remontant.  En  se  servant  toujours  de  la  Table  placée  à  la  fin  de  ce  Vo- 
lume et  en  représentant  par  u  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  on 
trouve  les  valeurs  suivantes 


.r  =  170^*, 
X  =  1 60°, 
X  =  160*, 


u~  0,39343, 
u=r=  o,o5o55, 
u  =    -0,28197. 


La  racine  cherchée  tombe,  par  conséquent,  entre  lôo"*  et  iSo"*,  mais 
beaucoup  plus  près  de  160°.  Nous  ferons  alors  varier  x,  de  degré  en 
degré,  toujours  en  remontant.  Nous  aurons 

j:— 159°,        u=      0,01673, 
07  =  158",        M  =   -0,01695. 

La  racine  cherchée  tombe  finalement  entre  i38°  et  159°,  à  peu  près  à 
égale  distance  de  ces  deux  limites.  Pour  en  approcher  davantage,  nous 
formerons  le  Tableau  suivant,  en  faisant  varier  x  de  i5'en  i5',  et  en 
effectuant  les  calculs  avec  sept  décimales  à  l'aide  des  grandes  Tables. 
Nous  serons  seulement  forcé  de  remonter  aux  nombres  pour  les  loga- 
rithmes sinus. 


X. 

u. 

A. 

A'. 

i58« 
158*»  1 5' 
iSS'^So' 
i58»45' 
159° 

—  0,0169483 

—  0,0085357 

—  0,0001160 
-t-  o,oo83io6 

0,01674  {2 

0,0084126 
0,0084197 
0,0084266 
0,0084336 

0 , 000007 1 

0,0000069 
0,0000070 
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On  peut  évidemment  regarder  À<  comme  une  constante,  et  remplacer 
réquation  (i)  par  cette  équation  du  second  degré  (1470) 

(2)  «o-h  z  A«oH ^^ A*//o=  o, 

où  Ton  a 


Z  = 


i5' 


le  point  de  départ  étant  a:o=i58*3o',  d'après  le  Tableau  ci-dessus. 
L'équation  (2)  est  donc 

o, 0000035  zi^z  —  i)  -f-  0,0084^66  z  —  0,0001 160  =  o. 

En  multipliant  ses  deux  membres  par  io~,  elle  devient 

35^*+  84^31  z  —  1160  =  o, 

et  Ton  en  déduit  (en  ne  conservant  que  la  racine  positive) 


—  84a3i-f- V8423I    -4-i6a4oo 

=0,01377. 
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11  en  résulte 

X  —  a:o=  0,013/7  X  i5'=  12", 393. 

La  racine  cherchée  est,  par  suite, 

.r  =  i58*'3o'ia',393; 

et  il  est  facile  de  s'assurer  que,  si  l'on  ne  dépasse  pas  les  millionièmes, 
elle  transforme  l'équation  (i)  en  une  identité. 

On  pourrait  avoir  recours  à  une  construction  graphique,  comme  dans 
le  problème  précédent. 

i486.  3®  Déterminer  les  racines  réelles  de  l'équation 
(1)  j7^=ioo         au        x^ — 100  =  0, 

considérée  par  Eulbr  (  *  ). 

Il  sera  plus  commode,  on  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 
de  la  mettre  sous  la  forme 

X  logX  =  log  100  =  2 

ou 

(i  hu)  /(•^)  =  -^logx  —  2  =  0. 

Nous  devrons  supposer  dans  cette  équation  x  positif  {^Wè^  911).  Les 


(*)  Instit.  Cale.  diff.  (Principes  de  Calcul  diiTérentiel ),  t.  H. 


Ps*: 


•u-. 


ri.  - 


'#.j» 


m 


'Jeux  premières  denrées  de  son  premier  membre  soot  <370,  585) 


X 


/>.x>  =!??-' 


r  variaot  de  o  à  —  x,  la  seconde  dérivée  est  loajoars  positÎTe,  et  la 

première  déri\ée  varie  de  — x  à  — x  ï496),  en  étant  eonstammeni 

croissante.  Elle  ne  traverse  donc  qu'une  fois  la  valeur  zéro.,  de  sorte 

que  lY'quation  dérivée 

logx  —  logtf  =  o 

n'a  qu'une  tieule  racine  réelle  répondant  à  logx  =  —  log^  et  qui  est, 

par  eori}»équenl, 

I 
X  =  -  • 
e 

Jusqu'à  celte  racine,  la  première  dérivée /'(x)  demeure  négative,  et  le 
premier  membre  de  l'équation  (i  hbs)^  allant  toujours  en  diminuant  (722) 
et  commençant  par  être  négatif  [puisqu'on  a  xlogx  =  o  pour  x  =  o 
<1\1)\^  reste  lui-même  négatif.  Ce  n'est  donc  qu'an  delà  de  la  va- 
leur x=  -  que,  /'(x)  devenant  positive  et  le  premier  membre  de 

l'équation  (i  bis)  croissant  alors  indéfiniment,  ce  premier  membre  peut 
lui-même  devenir  positif.  Ainsi  l'équation  (i  b'is)  ne  peut  avoir  égale- 
ment qu'une  seule  racine  réelle,  qui  sera  plus  grande  que  -• 

Une  construction  graphique  très  simple  conduit  au  même  résultat 

ifîg.  81). 

Fig.  81. 

y 
ic 


On  peut  motlro  réqualion  (i  bis)  sous  la  forme 


•>. 


logx=  -y 
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et  la  rogarder  comme  provenant  de  l'élimination  do  y  entre  les  doux 
équations 

^=Iog.       et      y=\. 

La  première  équation  représente  une  logarithmique  (AMB)  facile  à 
construire  (509).  La  seconde,  qui  revient  à  xjr='}.,  représente  une 
hyperbole  équilatère  (CMD,  CD')  ayant  les  axes  coordonnés  pour  asym- 
ptotes [Jlg,  élém.y  318;  Géom.,  727).  En  prenant,  pour  plus  de  commo- 
dité, une  échelle  moitié  moindre  pour  les  abscisses,  on  voit  facilement 
que  les  deux  courbes  ne  peuvent  avoir  qu'un  seul  point  M  commun  (ce 
qui  démontre  l'existence  d'une  seule  racine  réelle),  et  l'on  s'assure  sans 
peine  sur  l'épure  que  l'abscisse  de  ce  point  d'intersection  est  comprise 
entre  3  et  4-  La  racine  cherchée  est  donc  comprise  elle-même  entre  3  et  4- 

L'équation  (i)  conduit  au  même  résultat;  car,  si  l'on  pose 

n  =  x^ — loo, 

on  a  immédiatement  les  valeurs  correspondantes 

.r  =  3^         u  —  —  ^3  ;        a:  =  4î         w  =  H- 156. 

Proposons-nous  d'obtenir  à  o,oooooi  près  la  racine  que  nous  venons 
de  séparer.  Revenons  à  l'équation  (i  bif) 

f{,v)  =  X  logo:  —  2  =  o, 

et  essayons  d'abord  les  deux  substitutions  3,5  et  3,6.  Nous  aurons 

j:  =  3,5,         logx  —  0,54406804,         /(.r)  =  —  0,09576186, 
j==3,6,         logu  =  o,  5563o25o,        /(jc)  =4-0,00268900. 

La  racine  cherchée  tombe  donc  entre  3,5  et  3,6,  mais  beaucoup  plus 
près  de  3,6. 
Essayons  donc  3,59  en  remontant.  Nous  aurons 

j;=:3,59,        logx  =  0,55509445,       /(.r)  =  —  0,00721092. 

La  racine  cherchée  tombe  donc  entre  3,59  et  3, 60,  plus  près  de 
cette  dernière  valeur. 

Appliquons  maintenant,  pour  arriver  rapidement  à  l'approximation 
demandée,  la  méthode  de  Newton  et  de  Fourier. 

f{x)  et /'(jc)  devant  être  de  même  signe  (1345)^  nous  devrons  partir 
de  la  valeur  par  excès  et  prendre  pour  nouvelle  valeur  approchée 

3,60-^^^^  =3,60-0,00271452. 

Cette  nouvelle  valeur  approchée  (toujours  par  excès)  est  donc 

3,59728548. 


La  méibode  des  parties  proporlionnelles  donne  en  même  temps  la 
valeur  par  défaat 

3,rx)  — o,oi-^r-.  -     -r"^-^—  =  3,60  —  0,00271618, 

cesl-à-dire 

3,597J'«382. 

La  moyenne  arithmétique  des  deux  résultats  étant  8,59728465.  et 
leur  demi-différence  o,oooooo83,  la  valeur  de  la  racine  de  Téquation 
donnée  e:>t  à  un  millionième  près,  par  excès  ou  par  défaut. 

jc  =  3,597285. 

I  Comme  on  a  /H ,  597  28  5  )  —  —  o .  04  986  38 1 ,  Tapproximation  indiquée 
a  lieu  par  défaut].  Euler  trouve  .r  =  3,5972852. 

1487.  Trouver  tous  les  tires  qui  sont  é^aux  à  leur  tangente  (  '  ). 
L'équation  à  résoudre  est 

(i  »  JT  =  tangx        ou        .r  —  tangj"  =  o. 

Cette  équation  se  présente  en  Physique  mathématique;  elle  peut  aussi 
provenir  de  problèmes  de  Géométrie. 

Une  étude  sommaire  de  Téqualion  peut  être  faite  à  Taide  d'une  con- 
struction graphique  très  simple.  L'équation  (i)  résulte  de  l'élimination 
(lo.r  entre  les  deux  équations 

y  =  X        et       ^>  =  tangx. 

La  première  représente  {fig.  82)  la  droite  OB,  bissectrice  de  l'angle 
des  axes  coordonnés;  la  seconde  représente  une  tangentoîde. 

Nous  avons  vu  (Trigon.,  28)  que  cette  courbe  est  composée  d'une 

série  illimitée  de  branches  infinies,  à  droite  et  ù  gauche  de  l'origine.  Ces 

branches  infinies  . . . ,  C,  D', ,  CD,  C|  Dj,  . . . ,  se  succèdent  en  ayant  pour 

asymptotes  communes,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  les  parallèles  à 

Ox,  menées  par  les  points  ...,  Il',,  H',  H,  H,,  ...,  de  Taxe  Ox  qui  ont 

..  '5r  31:         itit37:5ir 

pour  abscisses  ..., y » ,->  — ,  —  ,   •.-.  Les  pomls 

222222 

....  O'i,  0,  Oi,  ...,  où  les  différentes  branches  coupent  Taxe  0.r,  sont 
à  la  fois  des  /joints  d* inflexion  et  des  centres, 

•  lies  points  d'intersection  de  la  droite  OB  avec  la  tangentoïde  corres- 
pondent aux  racines  de  l'équation  (i),  représentées  par  les  abscisses  de 
ces  points  d'intersection.  Or  la  droite  coupe  évidemment  toutes  los 
branches  do  la  courbe. 

Par  conséquent,  Inéquation  proposée  a  une  infinité  de  racines  réelles, 

('  )  EuLKR,  Introduction  à  l'Analyse  infinitésimale,  Livre  IL 


i 
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[Sur  la  figure,  les  points  d'intersection  . . . ,  M',  0,  M,  . . . ,  correspondent 
aux  racines  . . . ,  —  OP',  zéro,  OP,  . . . .]  De  plus,  les  points  d'intersec- 
tion, tels  que  M'  et  M,  sont  symétriques  par  rapport  à  l'origine  0,  do 
sorte  que  les  racines  sont  deux  et  deux  égales  et  de  signes  contraires 
(comme  le  montre  d'ailleurs  l'équation  donnée  clie-mèmc,  qui  ne  change 
pas  lorsqu'on  remplace  x  par  — .r).  On  peut  donc  se  borner  à  la  re- 
cherche des  racines  positives, 

Fig.  8j. 


Considérons  maintenant  directement  l'équation  (i). 

lorsque  x  est  positif,  il  faut  que  tangx  le  soit  aussi,  pour  que  l'équa- 
tion puisse  être  satisfaite.  Les  arcs  x  qui  sont  racines  ne  peuvent, 
d'après  cela,  avoir  leurs  extrémités  que  dans  les  quadrants  de  rang 
impair  (i,  3,  5,  7,  . . .,  a/<  + 1),  puisque  là  tangente  n'est  positive  que 
dans  ces  quadrants  {Trigon,,  26),  et  leurs  valeurs  sont  comprises, 

d'une  manière  générale,  entre  wtc  et  (n-h-jiz,  n  étant  un  entier  po- 
sitif quelconque. 
Les  arcs  dont  les  extrémités  se  succèdent  dans  un  quadrant  de  rang 

impair  variant  de  /iir  à  /iit  +  -9  tandis  que  leurs  tangentes  varient  de 

o  à  H- 00,  il  y  a  un  instant  et  un  seul  où,  dans  chaque  quadrant  de  rang 
impair,  l'arc  est  égal  à  sa  tangente.  Ce  qui  prouve  de  nouveau  que 
l'équation  (i)  admet  une  infinité  de  racines  réelles  positives  et,  par 
suite,  de  racines  réelles  négatives. 
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La  première  racine  positive,  qui  correspond  au  premier  quadrant,  est 
^  =  o. 

A  mesure  que  le  rang  du  quadrant  considère'  s'accroâ,  Vextrémite 
lie  l'firc  racine  qui  appartient  à  ce  quadrant  s'éloigne  aussi  de  son 
origine.  On  peut  le  montrer  comme  il  suit. 

La  /!''"•  racine  positive  correspond  au  /i^*"*  quadrant  de  rang  impair 
ou  au  ('ji/i —  !)'**■•  quadrant,  et  elle  est  égale  à  «itH-a,  l'arc  a  étant 

toujours  compris  entre  o  et  -.  La  (// -h/?)*^"'  racine  positive  est  de 

même  égale  à  (/«  -H/?)'ït  -h  P,  l'arc  p  étant  toujours  compris  entre  o  et 

-^*  Or  on  a  à  la  fois,  puisqu'il  s'agit  de  racines  de  l'équation  (i)  et 

d'après  la  période  de  la  tangente  (  Trigon.,  23  ), 

tang(/nr-4- a)  =       «ir-f-a        =  langa, 
tang[(«-f-/?)TH-  p]  =  (w  -i- /?)!:-+•  p  =  tangp. 

Il  est  clair  que  (/i  -+-  /?):t  h-  p  surpasse  «ir  -+-  «,  puisque  a  et  p  sont 
tous  deux  inférieurs  à  -  et  que  p  est  au  moins  égal  à  i.  On  a  donc  tou- 
jours (Trigon.,  22) 

tang  p  >  tang  a        ou        p  >  a. 

Enfin,  la  fonction  x —  tangx  commence  toujours  par  être  positive, 
relativement  à  chaque  quadrant  de  rang  impair,  puisque  l'on  a 

tang  x  =  o 

pour  l'origine  de  ce  quadrant.  Quand  la  racine  qui  lui  correspond  est 
dépassée,  le  premier  membre,  x  —  tangx,  de  l'équation  (i)  change  de 
signe  et  sa  valeur  devient  négative.  Par  conséquent,  lorsque  la  racine 
est  approchée  par  excès,  la  tattgente  surpasse  l'arc;  lorsque  la  racine 
est  approchée  par  défaut,  l'arc  surpasse  la  ta/igente. 

Après  ces  indications  générales,  proposons-nous  de  calculer  la  se- 
conde racine  positive,  celle  dont  l'exlrémilé  tombe  dans  le  troisième  qua- 
drant, et  posons 

(i)  fi'^')  =  A*—  langjr  —  o. 

[jà  Table  abrégée,  placée  à  la  fin  de  ce  Volume,  montre  qu'on  a  on 

même  temps 

arca570  =  arc77*-h  arci8o'*=  4,4^549, 

tang257*'=  lang77*  =  4,33i48, 

arc  258*=  arc78''H-arci8o*=  4,60295, 

tang258*  =  tang78^  =  4 ,70463. 

On  a  donc  arc257'>  tang257*',  arc258'<  tang258°,  et  la  racine  cher- 
chée tombe  entre  257**  et  258*. 

Pour  resserrer  ses  limites,  nous  allons  faire  croître  x  à  partir  de  257*, 
de  10'  en  10'.  [Pour  calculer  les  arcs  en  parties  du  rayon,  on  peut  se 
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servir  de  la  Table  I  placée  à  la  fin  du  Tome  II  ;  et,  pour  avoir  les  tangentes 
naturelles  correspondantes,  de  la  Table  II  placée  à  la  suite,  en  diminuant 
les  arcs  de  iSo**  ou  en  partant  de  77°.] 
On  trouve  ainsi 

a  =  257'»      =4,48549,  lang257^      =  4,33i48,  /'(x)  =  0,1 5401, 

x=  9.57''io'=  4,48840,  tang257°io'=  4,38969,  f{x)  =  0,09871, 

X  =  257'20'rr  4,49i3i,  tang257« 20'=  4,44942,  f{x)  =  0,04189, 

.r  =  257*3o'  =  4,49422,  tang257*3o'=  4,51071,  /(.r)  =  —  0,01649. 

La  racine  est  comprise,  par  suite,  entre  257° 20'  et  257'' 3o',  et  elle  est 
beaucoup  plus  voisine  de  cette  dernière  limite. 

Partons  donc  de  257*27',  en  faisant  croître  Tare  de  minute  en  mi- 
nute (»). 

X  =  257*27'--^  4,493350  )  ^,    • 

tanga?=  4,498323  j  -'^    '  '     ^ 

La  racine  cherchée  tombe  donc  entre  257°27' et  257^*28',  plus  près  de 
la  première  valeur.  Pour  en  approcher  davantage,  on  pourrait  continuer 
de  la  même  manière.  On  peut  aussi  employer,  comme  il  suit,  la  méthode 
de  Newton  et  de  Fourier. 

De  /(.r)  =  X—  tangx,  on  déduit  (601,  561) 

f'(x)  =  I  — (i  -h  tang*x)  =  —  lang*x, 
{"(x)  =  —  2  tangj:(i  -f-  tang^.r). 

H  faut  que/(.r)  et/''(.r)  soient  de  môme  signe  (13fô).  Comme  /"(.r) 
reste  négative,  il  faut  partir  de  la  valeur  par  excès 

.r  =  257°28'=  4,493641, 

pour  laquelle,  d'après  une  remarque  précédente,  Tare  est  plus  petit  que 
la  tangente.  On  aura  donc,  pour  le  terme  de  correction  (1315),  en  se 
reportant  aux  résultats  précédents, 

f(x)  _       jc—  langj:  _       tangx  — .^• 
/'(:^)  ""       —  lang*x  ""  tang^.r^ 

0,00^4687. 

~  y    — — O,0O023l4- 


20,234905 


(■)  Nous  devrons  ici  avoir  recours  aux  Tables  de  Gallet,  et  nous  servir 
notamment  de  la  Table  de  réduction  qui  précède  celle  des  logarithmes 
des  rapports  trigoiiométriques,  établie  suivant  la  division  centésimale. 
Cette  Table  de  réduction  est  intitulée  :  Rapports  des  longueurs  des  de- 
grés au  rayon  pris  pour  unité,  A  chaque  opération,  il  faudra,  pour  la 
tangente,  remonter  du  logarithme  au  nombre. 
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On  obtient  ainsi,  comme  nouvelle  valeur  de  l'arc  x, 

4,49^6408  —  o,ooo'i3i4  =  4)4934094* 

L'intervalle  considéré  étant  Tare  de  1'=  0,000290888,  si  Ton  avait 
appliqué  la  méthode  des  parties  proportionnelles  (1339),  on  aurait  eu 
comme  nouvelle  valeur  du  môme  arc,  d'après  les  calculs  ci-dessus, 

4 , 4986408  —  o , 000290888     o 1 004 


0,001197  -r- 0,004682 


*'^^    ^  0,006879 

=  4 1 4936408  —  0,00023 16  =  4  >  4934092. 

La  moyenne  arithmétique  des  nouvelles  valeurs  trouvéi^  par  les  deux 

méthodes  est  4,4984093,  et  leur  demi-différence  est  0,0000001.  On  a 

donc  finalement  (avec  une  erreur  par  défaut  qui  peut  s'élever  au  plus  à 

0,0000004) 

'^=  i,  493409. 

Comme  la  valeur  de  l'arc  d'un  dixième  de  seconde  est  0^00000048. . . , 
ce  résultat  est  certainement  obtenu  à  o',i  près.  On  a  d'ailleurs,  d'après 

la  Table  de  réduction, 

x  =  4,493409 
2J7°'>.7'  =  4,493350 

0,000069 
12'      ~o,oooo58 


0,000001 

o"    y'?.       —      O   ,  000000969 


Ainsi,  la  seconde  racine  de  l'équation  jr  —  tangx  =  o  est,  à  o',i  près 
par  défaut, 

'^'  =  4  ï  493409  —  257"  27' 12",  2. 

Nous  pourrions  calculer  de  môme  les  autres  racines  positives  de  l'équa- 
tion. 

EuLER,  en  résolvant  l'équation  d'une  manière  plus  générale  (nous  re- 
viendrons sur  la  marche  indiquée  par  lui,  dans  le  Chapitre  suivant), 
trouve,  pour  la  seconde  racine, 

270»—  (i2*32'48')  =  257*»  27' 12". 


Des  racines  imaginaires  des  éqnations  tranicendantes. 

1488.  De  même  que  les  équations  algébriques,  les  équa- 
tions transcendantes  peuvent  admettre  des  racines  imagi- 
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naires.  Seulement,  ces  racines  imaginaires  peuvent  être, 
comme  leurs  racines  réelles,  en  nombre  illimité.  Leur  déter- 
mination, pour  laquelle  il  ne  semble  pas  qu'il  puisse  exister 
une  méthode  générale,  est  une  question  très  délicate;  et  nous 
n'avons  pas  d'autre  but  que  d'appeler  l'attention  sur  ce  point, 
à  l'aide  d'exemples  très  simples  (^). 

1489.  Dans  certains  cas,  on  peut  s'assurer  qu'une  équation 
transcendante  n'a  que  des  racines  réelles.  Pour  le  montrer, 
prenons  l'équation 

(i)  sin«— o, 

traitée  pour  la  première  fois  par  Eulbr. 

Remplaçons  z  par  j?4-//,  xeiy  étant,  comme  à  l'ordi- 
naire, deux  variables  réelles. 

On  a  alors  (907) 

(2)  sin5  =  sin(j7  -h/0^^  sina?cos/£ -f-  cos^sin// =  0. 

Mais  (975) 

er-he-y  .      e-y  —  er       er—e-y  . 

11  vient,  par  suite, 

(3)  i{ey-h€-y)s\nx-h  ^iey— e'y)icosx  =  o. 

Cette  équation  se  partage  dans  les  deux  suivantes  (820)  : 

(4)  {ey-h  e-y)  sina:  =  o,         {ey—e^y)  cosj?=r^o. 

Tant  que  x  et/  sont  des  quantités  réelles,  la  première  de 
ces  équations  ne  peut  être  satisfaite  que  si  l'on  a 

sino?  — o        et,  par  conséquent,         cos^=:^dbi; 

la  seconde  donne  alors 

ey  —  e'y=i  o         ou         e^y—  I , 

c'est-à-dire  [y  étant  une  quantité  réelle  (911)] 

yz=z\Li—o, 


(•)  On  pourra  consulter,  en  particulier,  sur  ce  sujet  difficile  :  Kourikr, 
Théorie  analytique  de  la  cfialeur  et  Analyse  des  équations;  Poisson, 
Théorie  mathématique  de  la  chaleur:  Ca.uchy,  Anciens  Exercices  de  Ma- 
thématiques^  i8a6. 
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Il  faut  on  conclure  que  y  disparaît  dans  toutes  les  racines 
Imaf^inuircH  de  ré(|ualion  (i),  ou  que  cette  équation  n*adniet 
aucune  racine  imaginaire.  [Elle  a,  au  contraire,  une  infinité 
d(»  rarlnoH  r<'»clleH,  qui  correspondent  aux  points  d'intersec- 
\Um  de  Taxe  ().r,  représenté  par  réquation/  =  o,  avec  la  si- 
tiUMoïdo  représentée  par  l'équation  j  =sins —  sinjc,  et  dont 
rexproHsiori  générale  est  .r    -  /itt.] 

Ou  peut  appliquer  un  raisonnement  analogue  à  Téquation 

cosz  —  o, 
(|ui  n*a  aussi  ({uc  dos  racines  réelles. 

UOO,  Considérons  encore  l'équation 
(0  tangr   -  r, 

«léjh  éliuliéo  (1W71  [avec  une  notation  différente]. 

I.a  construction  graphique  que  nous  lui  avons  appliquée 
somblo  prouver  d*avance  que  cotte  équation  ne  peut  avoir 
nucuDo  racine  imaginaire.  Nous  allons  le  vérifier  par  le  calcul. 

Posons  5  -  »r  h  vi\  »r  et  y  étant  doux  variables  réelles. 
Nous  aurons  à  satisfaire  à  Téquation 

tangi^.r  -  vi^  -  X -»- vi'. 
Mais  [rni^on..  81  ;  .4^^-.  su/k.  907] 


sin  Kr  •  sin-ï  VI 


>  sin  V  «r    -  y  i^  cos  ■  r  —  *•  ;  i 


co>  >  ^    ■  cos  >  ^  I        i  cos  v««*  -*- .»  »•  ■  C3S  V  r  —  w 


1-  l».ni:  j  —  1  ' 


>îu  >,r 


V  _  **^*  ^ 


<în  î  r    -  ;    C--  —  t 


—  z-% 


\  . 


o>  *  :    -    .    .  '•     -  <r 


.«>>î.r    -  .    i-     -<r--- 


Cot;o  *\;rAt^>n  >o  ivjirîJi^o  .!,:.-  Io>  î  kv  >  .:^i:  :^^  : 


^  ^*    %    ^* 


«  k< 


_  «  » 


—  ;^ 


Cî 


î   1  . 


*■    - 
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Or,  tant  que  la  valeur  de  y  n*est  pas  nulle,  celte  dernière 
équation  est  impossible.  On  a,  en  effet  (974),  pour  son  pre- 
mier membre, 

4/  1.2.3  1.2.3.4         '**' 

quantité  supérieure  à  l'unité,  et,  a  fortiori,  au  second 
membre  de  Téquation. 

L'équation  (i)  ne  peut  donc  admettre  de  racines  imagi- 
naires complexes,  et  nous  allons  prouver  qu'elle  ne  peut  en 
avoir  de  simples  (803). 

Si  l'on  suppose  a?==o,  l'équation  (2),  qui  nous  a  servi  de 
point  de  départ,  devient 


\ -^  \{e^y -^  e-^y) 
ou 

^  "^  2  -H  e? *>" 4-  e-'^y  ~        {^ey-^-e-yy         ~  (?y 4-  e-y ' 

relation  qu'on  peut  écrire 

ey~^e-y      ey—e-y 

(o)  y ^ro. 

Mais  on  a  (974) 

ey  -h  e-y  y*  y*  y* 

2  '      1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 

ey —  e~y        y  y'  y*  v" 


2  I         1.2.3        1.2.3.4.5        1.2.3.4.5.6.7 

c'est-à-dire,  en  substituant  dans  l'équation  (5)  et  en  réduisant 
les  termes. 


(6)      y4y  4- 1  -t^  + 1  ^—y'- 

"    \3       5  1.2.3       71.2.3.4-5 


r=0. 


/  étant  une  quantité  réelle,  l'équation  (6)  ne  peut  ôtre  satis- 
faite que  par  la  solution  y  =  o.  Uéqiialion  (1)  n'admet  donc 
finalement  aucune  espèce  de  racine  imaginaire, 

1491.  Dans  d'autres  cas,  on  peut  distinguer  et  trouver,  sui- 
vant les  différentes  hypothèses,  les  racines  réelles  ou  les  ra- 
cines imaginaires  de  l'équation  proposée. 
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Soil  Téqualion 
(i)  sin5=:ia, 

où  a  est  une  quantité  réelle.  Posons  z^m  x  -\-yi,  x  et  y  étant 
deux  variables  réelles.  Nous  aurons,  comme  précédemment, 

sin:;  =1  sin.r  cos/f  H-  cos.r  sin  j/, 

.      ey-\-e-y             ,       .       er—e-y. 
cosjt= »         s\nyi=z i. 

L'équation  (i)  devient  ainsi 

(2)  sin5  =  -(e^+  e-y)s\nx-{ — (e^ —  ^"^)icosx  =^a. 

2  2 

Elle  se  partage  immédiatement  en  deux  autres 

(3)  -{ey-{-e-y)sinx  —  a, 

(4)  -  (ey  —  e^y)  cosx  =z  o . 

Premier  cas.  —  Supposons  la  valeur  absolue  de  a  supé- 
rieure à  l'unité. 

D'après  Téquation  (3),  la  valeur  de  y  ne  pourra  pas  être 
nulle.  L'équation  (4)  exige  alors  qu'on  ait  cosa7  =  o  et,  par 
suite,  sin^^idzi.  Introduisons  cette  dernière  condition  dans 
réqualion  (3). 

Si  a  est  positif,   on   ne  pourra  admettre  que  la  valeur 

sin œz:^-i-\  oua:i=^(2/i-f--}7:. 
On  a,  en  effet  (974), 

1  >•*  y^ 

-  {ey -he-y)  —  \-{-  -^ 1 ^  ~-  -+-..., 

2  1.2  1 .2.3.4 

quantité  positive  plus  grande  que  i.  Pour  sin  j?  =14- 1,  Téqua- 
tion  (3)  devient  d'ailleurs 

-(ey-i-  e-y)---rf         ou         e*^'— 2ae>'-f- 1  =::  o. 

2  ^ 

On  en  déduit 

e^'=i  a  it:  v/a*— 1         ou        y—zl(^a±:  ^a^—i). 
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On  a  donc  alors 

et  réquation  (i)  n'admet  que  des  racines  imaginaires. 

Si  a  est  négatif  f  il  faut  prendre  seulement  sin  a?  =— i,  c'est- 
à-dire  a:  =  l2n W,  et  Téquation  (3)  devient 

-(e^-H  c^)  = — a        ou        e*^'4- 2ae^'4- I  =  0. 

On  en  tire 
ey^= — aiz.\Ja} — i         ou         yz=il(^ — airisjo} — i). 

On  a,  par  conséquent, 

zz=:{in jTT-i-  //( —  a  -±L  v'a*  —  i  ), 

et  réquation  (i)  n'admet  encore  que  des  racines  imaginaires. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  la  valeur  absolue  de  a  infé- 
rieure à  l'unité. 

L'équation  (4)  peut  être  alors  satisfaite  par  y=:o  ou  par 
cos^  =  o.  Mais  cette  dernière  condition  entraîne  sin^  =  ±  i, 
de  sorte  que  l'équation  (3)  devient  impossible.  La  solution 
j  =  o  est  donc  seule  admissible.  L'équation  (i)  se  réduit  à 
sinj?  — a  et  n'admetque  des  racines  réelles.  Ces  racinesréelles, 
en  nombre  illimité,  sont  comprises  dans  les  deux  formules 
2 /ITT  4-  arcsina  et  (2/1-1-1)7:  —  arcsina. 

Ce  dernier  résultat  est  d'accord  avec  la  construction  gra- 
phique qu'on  peut  employer  pour  déterminer  les  racines  de 
l'équation  sin^  =  a,  qui  résulte  de  l'élimination  dej  entre  les 
deux  équations 

f=a,        jrzzsin^r. 

La  première  représente  la  parallèle  menée  à  l'axe  Oo;  à  la 
distance  a,  et  la  seconde  représente  la  sinusoïde  déduite  du 
cercle  trigonométrique.  Si  la  valeur  absolue  de  a  est,  comme 
on  le  suppose,  inférieure  à  l'unité,  la  droite  rencontrera  la 
courbe  en  une  infinité  dépeints  dont  les  abscisses  mesureront 
les  racines  de  l'équation  s\nxz=za. 
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Troisième  cas.  —  Supposons  la  valeur  absolue  de  a  égale  à 
l*  unité. 

L'équation  (4)  est  satisfaite  par/  =  o  ou  par  cos^  =  o.  Dans 
la  première  hypothèse,  l'équation  (3)  se  réduit  à  sina?  ==i=  i; 
ce  qui  entraîne  cosj7==o;  dans  la  seconde  hypothèse  on  a 

sinar=di  i,  et  l'équation  (3)  se  réduit  à  -(e>'-h  g-^)  =  i,  d'où 

l'on  tire  facilement/ =  o.  Les  deux  hypothèses  rentrent  donc 
l'une  dans  l'autre,  et  ce  troisième  cas  ne  diffère  du  second  que 
par  la  valeur  particulière  donnée  à  a.  Cette  valeur  particulière, 
introduite  dans  les  formules  de  résolution  du  premier  cas, 
permet  également  de  passer  de  ce  premier  cas  au  troisième. 
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CHAPITRE  IV. 


MÉTHODE  DES  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES. 


Principe  de  la  méthode  et  condition  de  son  emploi. 

1492.  La  méthode  la  plus  simple  qu'on  puisse  appliquer  à 
la  résolution  des  équations  numériques,  algébriques  ou  trans- 
cendantes, est  la  méthode  des  approximations  successives  par 
substitution.  C'est  même,  dans  certains  cas,  la  seule  méthode 
qu'on  puisse  réellement  employer. 

D'une  manière  générale,  elle  consiste  à  mettre  l'équation 
proposée  sous  la  forme  particulière 

(A)  00 -^/{x), 

c'est-à-dire  à  isoler  l'inconnue  dans  le  premier  membre, 
sans  se  préoccuper  de  la  laisser  engagée  dans  certains  termes 
du  second  membre.  En  négligeant  alors  ces  mêmes  termes, 
f{x)  prend  une  certaine  valeur  ç  et  l'on  obtient  pour  x  une 
première  valeur  approchée 

(i)  0:1^9. 

En  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  x  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (A),  on  a  une  seconde  valeur 

(a)  •3?,=/(j7,), 

qui  doit  être  plus  approchée  de  la  valeur  exacte.  En  substi- 
tuant encore  cette  seconde  valeur  à  la  place  de  x  dans  le  se- 
cond membre  de  l'équation  (A),  on  est  conduit  à  une  troi- 
sième valeur 

(3)  ^3— /(^î); 

puis,  en  substituant  toujours  la  nouvelle  valeur  obtenue  à  la 
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place  (le  x  dans  le  second  membre  de  Téquation  (A),  à  une 
quatrième  valeur 

(4)  •2:4=:/(x3); 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  Tapproximation  soit  jugée 
suffisante. 

Les  valeurs  o^i,  a?,,  j?„  ^4,  ainsi  obtenues,  convergent  sou- 
vent très  rapidement  vers  la  valeur  exacte  de  x  ou  vers  la  ra- 
cine de  Téquation  (A)  qu'on  veut  déterminer. 

Les  valeurs  approchées  peuvent  former  une  seule  série 
croissante  ou  décroissante.  Il  peut  arriver  aussi  que  ces  va- 
leurs approchées  soient  alternativement  plus  petites  et  plus 
grandes  que  la  racine  cherchée,  ou  qu'elles  forment  deux  sé- 
ries, Tune  croissante,  l'autre  décroissante.  Le  sens  et  le  de- 
gré de  l'approximation  sont  alors  parfaitement  fixés  à  chaque 
période  de  l'opération  (*)• 

Que  deux  valeurs  successives  soient  approchées  ou  non 
dans  le  même  sens,  les  chiffres  qui  leur  sont  communs  appar- 
tiennent nécessairement  au  résultat  exact. 

1^93.  Cherchons  la  condition  qui  doit  être  remplie  pour 
que  la  méthode  soit  applicable. 

Désignons  par  x^  et  par  x^  deux  valeurs  trouvées  successi- 
vement par  ce  procédé  dans  la  même  série  (IWâ),  et  soit  a  la 
racine  exacte. 

Le  module  d'une  quantité  réelle  étant  cette  quantité  prise 
positivement  (820),  il  faut,  pour  que  x^  approche  plus  que  x, 
de  la  racine  exacte,  qu'on  ait 

mod(j?|  —  a)  <  mod(j?i  —  a). 

Mais,  d'après  ce  qui  précède  (1W2),  on  a 

11  vient,  par  conséquent, 

mod[/(:r,)— /(a)]<mod(^i  — a), 
ou  (821,  84.2) 


(B)  mi 

Xy  —  a 


,od/L-^=/(^><.. 


(*)  Voir  à  ce  sujet  diiïérents  problèmes  relatifs  aux  Intérêts  composés 
et  aux  Annuités  {Alg.  élém.,  387,  394,  399). 
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D'aalre  part,  si  la  fonction  f{x)  admet  une  dérivée /'(^) 
pour  toutes  les  valeurs  de  oc  comprises  dans  Tintervalle  con- 
sidéré qui  renferme  ^r,  et  a,  on  aura,  pour  toute  valeur  x^ 
comprise  dans  cet  intervalle  entre  x^  et  a  (63ii^), 

(C)  n^.)-na) 

ou,  d'après  (B), 

mod/'(j7,)  <  I. 

Or  cette  condition  sera  évidemment  satisfaite  si,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  Tintervalle  considéré, 
on  a,  en  valeur  absolue, 

f'{x)<i. 

On  doit  avoir  soin  de  s'assurer,  dans  chaque  question  par- 
ticulière, que  cette  inégalité  est  vérifiée.  Dans  le  cas  contraire, 
on  pourrait,  en  appliquant  la  méthode,  s'éloigner  de  la  racine 
exacte  au  lieu  de  s'en  rapprocher. 

La  relation  (C)  pouvant  s'écrire 

la  valeur  de/'(x)  indique  à  peu  près  la  rapidité  de  la  con- 
vergence obtenue. 

Les  applications  de  cette  méthode  sont  nombreuses  dans 
toutes  les  branches  des  Mathématiques.  Nous  allons  trailer 
quelques  exemples. 

Application  aux  équations  du  second  degré. 

14.94.  Soit  l'équation  du  second  degré 

ûf  j7--h  6^7 -}- c  =  0. 
On  en  déduit 

c       ax^ 
(A).  x=-^--^-, 

et,  sous  cette  forme,  on  peut  lui  appliquer  la  méthode  des 
approximations  successives  (on  suppose  les  racines  réelles). 
On  a  ici 

*,    V  c       ax^  ,  _,,    .  '^ax 
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11  faut  qu'on  ail  dans  Tintervalle  considéré  (14.93)/'(^)<  i, 

c'est-à-dire 

'àax  b 
; — <i           ou         ^>-- 


aa 


Des  deux  racines  x'  et  x"  de  Téquation,  la  méthode  ne  s'ap- 
pliquera donc  qu'à  la  première 


—  b-^-Jb^  —  [\ac 

x'  zrz î . 

La  racine  x"  sera  ensuite  donnée  par  la  relation 

a 

Maintenant»  dans  quel  cas  le  procédé  peut-il  le  mieux  con- 
venir? C'est,  évidemment,  lorsque  le  produit  ac  est  très  petit 
par  rapport  à  6*.  Dans  celte  hypothèse,  la  racine  x^  est  elle- 
même  très  proche  de  zéro,  et  il  faut  poursuivre  plus  ou  moins 
loin  l'extraction  de  la  racine  carrée  \Jb^—  l^ac  pour  faire 
apparaître  les  chiffres  décimaux  nécessaires.  Bien  qu'il  n'y 
ail  là  aucune  difflculté  cl  qu'on  puisse  même  préférer  le  cal- 
cul direct,  comme  les  formules  d'approximation  qui  se  pré- 
sentent ici  peuvent  servir  de  type  dans  beaucoup  d'autres 
questions,  nous  allons  les  indiquer,  en  remarquant  que, 
lorsque  ac  est  très  petit,  c'est  la  racine  x'  qui  est  proche 

de  —  ^  {Alg,  élém,,  241),  tandis  que  la  racine  x'  est  proche 

de 

a 

Nous  aurons  d'abord,  en  négligeant  le  terme  en  x^  dans  le 

second  membre  de  l'équation  (A), 


En  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  x  dans  le  terme 

négligé,  il  vient 

c       ac* 

En  substituant  x,  à  la  place  de  x  dans  le  même  terme,  on  a 


c 


a/      c       ac'Y 


A.LG£BIIE    SUPÉRIEUR!':.  71S 

OU,  en  développant, 

c        ac^        2Gr*c"*        a^c^ 

*^*~  "^  b'"  ly*  Â»  ^  ' 

Nous  devrons  alors,  dans  l'expression  de  x^,  supprimer  le 

dernier  ternie  très  petit  par  rapport  au  précédent,  dont  il  re- 

cic 
présente  le  produit  par  -r^»  Nous  substituerons  donc 


ac'       2  rt*  c' 


:r,  =     -  -r 


^^       b         6»  6» 

à  la  place  de  x  dans  le  second  membre  de  Téquation  (A),  ei 
nous  aurons 

c       a  /      c       ac-       2a*c*\* 

^'""b'b  \      b'^'b^  ¥~ 

ouj  en  développant  et  en  réduisant, 

c       ac-        2«'r'        oa^c^       ^a^c^        ^a^c^ 

^*  —  —  7;  "-  "^  b^~  ^  b^  g»  »    * 

Nous  supprimerons  les  deux  derniers  termes  de  cette  ex- 
pression pour  la  même  raison  que  ci-dessus,  et  nous  pren- 
drons 

_       c       ac^       2«*c'       Sa^c^ 

11  sera  facile  de  continuer  indéfiniment. 
On  peut,  d'après  cela,  prendre  comme  formules  d'approxi- 
mation successives 

c 

•^l  —  —  T  ' 


c       ac* c        c  /ac\ 

^'~~'b~^l^~'^b'  b\T^) 


c       ac*       la-c^            c       ac* 

ac* 

^~       b        b""            b"^     '"       b         b^ 

c       ac*       2a*c'       5a'c* 
^'           b        b^           b^             b' 

c       ac*       ia*c^       2a'c'        5 
b        b''           b*              ô«      ^  2 

m- 

m 
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En  résumé,  comme  -vj  est  supposé  très  pelil,  la  formule 

générale  qu'on  obtient  permet  d'approcher  de  la  valeur  de  la 
racine  ^'  par  une  suite  d'approximations  dont  Vordre  est  de 
plus  en  plus  élevé  (520),  de  sorte  que  l'erreur  qui  persiste 
après  l'addition  de  chaque  terme  peut  être  regardée  comme 
très  petite  par  rapport  à  ce  terme  lui-môme.  Il  en  résulte 
que,  en  s'arrètant  à  un  certain  terme,  on  sait  toujours  si  la 
valeur  adoptée  est  approchée  par  défaut  ou  par  excès,  puis- 
qu'on n'a  qu'à  consulter  le  signe  du  premier  terme  de  cor- 
rection négligé.  Les  conditions  que  doit  remplir  autant  que 
possible  tout  procédé  d'approximations  successives  sont  donc 
satisfaites  d'une  manière  complète. 

1495.  On  peut  arriver  beaucoup  plus  rapidement  aux  rela- 
tions qu'on  vient  d'établir;  car  la  formule  du  binôme  (691) 
peut   être    ici    appliquée    à    la    transformation    du    radical 

\Jb^  —  4«c.  On  a,  en  effet. 


et  ac  est  supposé  très  petit  par  rapport  à  b^.  Il  vient,  par 
suite  (691), 

1.3     /^ac\^        1.3.5    (!\ac\^  1 

■"  2X6  \  ^/  ■"  2.4.6.8  \b^)  ~  ■  ■  *  J 


ou 


4-V^^* — ^ac b         c        ac^         à^c^       ^a^c^ 

la  la        b        b^  b''  b'' 

On  aura  donc  finalement 


}^  b~^  b^ 

comme  précédemment  (14.94-). 
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Application  aux  éqaatioiis  transcendantes. 

1496.   i*  Chercher  les  racines  réelles  de  l'équation 
(i)  e'  —  17,6439a:. 

e^  reste  positifi  quel  que  soit  x  [488].  Il  on  résulte  que  Téqualion 
donnée  ne  peut,  d'après  Texpression  du  second  membre,  admettre  au- 
cune racine  négative. 

Pour  trouver  ses  racines  positives,  nous  la  transformerons  en  prenant 
les  logarithmes  vulgaires  des  deux  membres.  Il  vient  ainsi 

(2)  orlogc  =  log  17,6439  -h  logr. 

On  a 

loge  =  0,4342944..  ,        log  1716439=  1,2465945. 

En  effectuant  la  division  de  ces  deux  derniers  nombres,  on  peut  donc 
mettre  Téquation  (2)  sous  la  forme 

(3)  X  =  2,8703887  4-      .^^f"^,,  . 

0,4342944 

C'est  celle  à  laquelle  Téquation  (1)  doit  être  ramenée,  pour  qu'on  puisse 
lui  appliquer  la  méthode  des  approximations  successives. 

Pour  abréger  les  calculs,  nous  aurons  recours  à  une  construction 
graphique  approchée,  en  posant 

lofir.r 
J  ='r,       J'=  2,87...-!- -,•     -. 

o,4>^  •  •  • 

L*équation  (3)  résultant  de  l'élimination  de  ^'  entre  ces  deux  équa- 
tions, les  abscisses  des  points  d'intersection  des  lieux  que  ces  équa- 
tions représentent  feront  connaître  approximativement  les  racines  posi- 
tives de  l'équation  (3)  ou  de  l'équation  (i). 

Le  premier  lieu  (Jîg.  83)  est  la  bissectrice  OC  de  l'angle  .rOj;  le 
second,  une  courbe  AIB,  d'espèce  logarithmique,  facile  à  construire  en 
se  reportant  au  n*  509. 

Pour  j:=  o,  on  aj  =  — «,  et  la  courbe  a  pour  asymptote  la  partie 
négative  de  l'axe  Of.  On  a  j  =  o,  pour 

logo:  =  —  (2,87. ..  X  0,43. ..)  =  —  1 ,2465945  =  2,7534035. 

On  en  déduit  jc  =  0,0566768.  Telle  est  l'abscisse  du  point  d'intersec- 
tion de  la  courbe  AIB  avec  l'axe  Oj*. 
Pour  x  =  I,  on  àj'  =  2,87. . . .  Enfin,  pour  a-  =  jo,  on  a 

_  I        _  2,2465945    _  ^ 

j.-2,87...-^^^3---  -o;43ÎÏ^44  '"^''••" 
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La  construction  de  la  courbe  AIB  indique,  comme  on  le  voit, 
deux  points  do  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  bissectrice  OC  et 
deux  racines  positives  de  l'équation  (3)  ou  (i)  :  Tune  est  très  petite  et 
très  peu  différente  de  01  =  0,0566768,  puisque  la  tangente  à  la  courbe 

Fig.  83. 


c 


/ 


/ 


v^- 


It 


1  Vh 


10 


AIB  au  point  I  fait  avec  Taxe  0.r  un  angle  dont  la  tangente  Irigonomc- 

Irique  est  [535,585]-  = r- —  =  17,6   environ,   c'est-à-dire   un 

angle  voisin  de  87*  ;  l'autre  racine  positive  OP  esl  comprise  entre  4  cl  î. 
C'est  à  la  recherche  de  cette  racine  que  nous  allons  appliquer  le  pro- 
cédé des  approximations  successives. 
On  a  ici 


/(x)  =  12,8703887 


log.r 


0,434-2944 


On  en  déduit 


/'(■O- 


\02e 


.tloge 


I 

.r 


La  racine  .r  cherchée  étant  comprise  entre  4  ^^  ^>  on  voit  i]\iej'(j:\ 

est  à  peu  près  -»  Par  suite  (1193),  chaque  nouvelle  valeur  sera  à  peu 

près  quatre  fois  plus  approchée  que  la  précédente,  et  l'approximation 
marchera  assez  lentement. 

D'après  l'épure  {Jîg.  83),  nous  commencerons  les  substitutions  à  4.3. 
Nous  aurons  ainsi,  comme  première  valeur, 


jci  —  2,8703887 


logi,3 
0,4342944 


=  4,3290038. 


En  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  .r  dans  le  second  membi'c 
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do  réquation  (3),  nous  obtiendrons,  comme  seconde  valeur  plus  appro- 
chée, 

r     -o    Q^^QQQ>.     ,     lOg  4»  3290038 

X,  -  2,8708887  nh     ^^^3.^^^^     =  4,3357034. 

En  opérant  toujours  de  la  même  manière,  nous  trouverons,  comme 
valeurs  successives, 

x.  =  .,870388;  ^'^51^=4,33771.6. 

Nous  nous  arrêterons  à  cette  dernière  valeur,  en  prenant 

x~  4,337743. 

11  est  facile  de  s^assuror  que  ce  résultat  est  exact  à  six  décimales; 
car  on  trouve  alors,  pour  le  second  membre  de  l'équation  (  3  ), 

o  «^^-ift».  .  10^4,337743  R,,,',oo„_^  «,6372638 

2,8703887  -! ^-7 -y-  —  2,8703887  H — 

0,434294  i  o,434'^.9i4 

=  2,8703887-4-  1,4673543  =  4,3377430. 

1497.  2**  Résolution  générale  de  Véquittion 
(\)  x  —  lang.r  =  o. 

Nous  suivrons  la  marche  indiquée  par  Euler  (*).  Cette  marche  est 
d'ailleurs  analogue  à  celle  que  nous  avons  exposée,  relativement  aux 
équations  du  second  de^Té  (1494). 

Nous  avons  vu  précédemment  (ii87)  que  l'équation  (i)  a  une  infi- 
nité de  racines  réelles,  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  et 
nous  avons  déterminé  sa  seconde  racine  positive.  Il  s'agit  maintenant 
d'établir  une  formule  qui  permette  d'obtenir  une  racine  positive  de 
rang  quelconque. 

L'extrémité  de  chaque  arc-racine  positif,  tel  que  x.  tombe  dans  un 
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quadrant  de  rang  impair,  de  sorte  que  la  (/i  +  ly*'"*  racine  est  moindre 
que  {in  -h  i  )  -  •  On  peut  donc  écrire 

(2)  (a/i -h  i)- =  a:-i- a, 

2 

%  étant  un  arc  positif  moindre  que  -^  >  qui  désigne  la  dislance  de  Tcfx- 

f rémite  de  la  racine  cherchée  à  l'extrémité  du  quadrant  correspondant. 
On  en  déduit  {Trigon,,  23) 

tang    (a/i-i-  i) a    =  cota  =  tangx. 

Il  en  résulte,  d'après  l'équation  (i), 

cota  =  a?        ou        tanea=— • 

L'équation  (2)  revient  donc  à 

(3)  {in-^\)  ^  =  X  -^dsc  tang  -  • 

Mais,  —  étant  moindre  que  l'unité  (à  partir  de  la  seconde  racine  posi- 
tive), on  peut  développer  arc  tang—  par  la  formule  connue  (701),  et  Ton  a 

ir  I  r  I  I  I 


Il  vient  donc,  en  posant  (2/i-hi)^  —  a, 

I  i  I  I  I 

^  X        ôx*        bx^        'jx^        \^x^ 

formule  qui  se  prête  parfaitement  au  calcul  par  approximations  succes- 
sives, et  qui  présente  les  mômes  caractères  que  la  formule  relative  aux 
équations  du  second  degré  (1494). 
On  a  ici  (i  493,  574) 

•^     ^      ^  X'^  X^  X^  X^  ' 

quantité  inférieure  ù  l'unité  (à  partir  de  la  seconde  racine  positive). 

La  première  valeur  approchée  de  x  sera  (1 492)  x  =  o. 

Nous  obtiendrons  la  seconde  valeur  approchée,  en  remplaçant  x  par  a 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (  5),  et  en  négligeant  tous  les  termes 
du  second  membre  à  partir  du  troisième. 

I^  seconde  valeur  sera  donc 

r 

X  z=  a • 

a 
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Pour  avoir  la  troisième,  nous  substituerons  la  seconde  valeur  à  la 
place  de  x  dans  le  second  membre  de  Féqualion  (  5  ),  en  négligeant  les 
termes  de  ce  second  membre  à  partir  du  quatrième.  Il  viendra 


a?  =  a H 


a—  -        3(  a ) 

a  \         a/ 


La  première  division  donne  (en  ne  conservant  que  les  troisièmes 
puissances  de  a) 


I  I         I 

-    —  =  -  -*-  -î 
I        a       a' 

a 

a 


La  seconde  division  donne  (sous  la  même  réserve) 


("-0'  ' 


I 


On  a  ainsi,  pour  la  troisième  valeur  approchée, 

/l  I  \  I  I  7. 

\a       a^J       3rt'  a        3  a* 

Pour  avoir  la  quatrième  valeur  approchée,  il  faut  de  même  substituer  la 
troisième  valeur  à  la  place  de  x  dans  le  second  membre  do  Féquation  (5), 
en  négligeant  tous  les  termes  qui  contiendraient  des  puissances  de  a 
supérieures  à  la  cinquième.  11  vieni 

__  I  I I 

.C  —  n  ^ •  -+-         .  r  j  .  \  5  *  ■  *• 

En  effectuant  les  divisions  (sous  la  réserve  indiquée),  on  a 


I  I         I 


«  ";  > 


I  '1         a        fi^        3«* 


a        3a* 


__     i  I 

^  3   ~"   3rt3  a^ 


I 

—  —  . 

3 


/  I  '2   \*        3  a 
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Par  suite,  la  quatrième  valeur  approchée  est 


I         a  i3 


x=^  a 


a       3rt*        i5rt* 

On  pourra  calculer  de  la  même  manière  et  de  proche  en  proche  les 
autres  valeurs  approchées.  On  trouvera,  pour  la  cinquième  et  Idisixièmey 

__  I         a  i3  146 

I  2  i3  146  781 


a       3rt*        i5rt»        io5a7       3i5«' 

Pour  avoir  les  différentes  racines  positives  à  partir  de  la  seconde,  il 
suffira  de  remplacer,  dans  la  dernière  formule,  a  par  sa  valeur  (aw  -m)  - 
et  de  substituer  les  nombres  i,  2,  3,  . . .,  à  la  place  de  n.  En  rempla- 
çant en  môme  temps  -  (*)  par  sa  valeur  1,570796326794896...,   on 

aura 

/«n  y.  ...  »   0,636619772367580 
x  =  (2/î  H- 0x1,570796326794896 ^^ '- 

2//  -4-  l 
0,1720081836    0,09062596 

{7,n  -+-  i)*  (2/1-hl)* 

__  t>, 05892837  _  Oj 01258543  _ 
(2/^-hI)'  (2/1 -h  i)' 

A  mesure  que  n  augmente,  le  nombre  des  termes  de  la  formule  qu'on 
doit  conserver  pour  le  même  degré  'd'exactitude  va  en  diminuant. 

En  convertissant  les  coefficients  du  second  membre,  qui  sont  expri- 
més en  parties  décimales  du  rayon  pris  pour  unité,  en  degrés,  minutes 
et  secondes,  à  l'exemple  d'Euler,  et  comme  il  est  facile  de  le  faire  à 
l'aide  de  la  Table  de  réduction  dont  nous  avons  déjà  parlé  (1487),  on  a 
la  formule  transformée 

i3i3i2',25       35479'.  9.4  18693' 


.7-  =  (2«  -i-  1)90°  — 


2  n  -h  i  (  2  //  -h  I  )^       (  2  //  -+- 1  )* 

12155"  878Î' 


Cherchons,  par  exemple,  la  seconde  racine  positive  en  faisant  //  =  1. 


(  ')  On  a,  avec  quinze  décimales  exactes, 


I 


7:  =  3,1^  i59  26535  89798    el    -  —  o,3i83o  98861  88790 

TZ 
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Nous  aurons,  d'une  part,  3  x  90*"=  270"*  et,  d'autre  part, 

^JMl^.-.-.    ,3,4',o46 

27 


18693*^ 

j2j55^ 
2187 

8784' 
19683 


=         5',  558 
o'/»i6 


45167',  726=  i2»32'47',726. 
On  a  donc,  pour  la  seconde  racine  positive, 

x=  270** — 12**32'47*,726  =  267*27' 12*,  274. 
Le  calcul  direct  nous  a  donné  (1487) 

257"27'l2",2. 

Nous  terminerons,  en  indiquant,  d'après  Euler  (loc.  cltJ)^  le  Tableau 
des  dix  premières  racines  de  l'équation  x  —  tango:  =  o. 

Xj    r=     3  X  90*»—  l'A*» 32' 48'=     257'»27'l2", 
X,     =      6X90"—      7'22'32'rr:      44'2«37'28% 

X4  =    7x90°--  5*»i4'22''^   624°45'38', 

.rs  --    9x90**—  4^   3' 59'=    8o5»56'   \\ 

.re   ^11x90*—  3"  19' 24"-.    986»  40' 36% 

^7  =13x90'»--  2''48'37''=  ii67''ii'23', 

Xg  =-  15x90''—  2*26'  5"=  i347^33'55', 

0:9  --  17  X  90" —  2«  8'5i'=  i527°5i'  9*, 

Xio=  19  X  90*'—  i*'55'i6''=  1708*»   4'44''' 
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CHAPITRE  V. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES  EN  FRACTIONS 
SIMPLES.  —  DES  SÉRIES  RÉCURRENTES. 


Définitions. 

ik98.  Toute  fonction  rationnelle  (1395)  de  la  variable  x 
peut,  en  effectuant  la  division  du  numérateur  par  le  dénomi- 
nateur, tous  deux  ordonnés  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X,  être  remplacée  par  une  fonction  entière  de  x 
(qui  peut  être  nulle),  augmentée  d*une  certaine  fraction  com- 
plémentaire (6).  C'est  à  cette  fraction  complémentaire,  dans 
laquelle  le  degré  du  numérateur  est  nécessairement  inférieur 
à  celui  du  dénominateur,  que  Ton  donne  spécialement  le  nom 
de  fraction  rationnelle.  Nous  nous  proposons  de  montrer 
comment  on  peut  toujours  décomposer  une  pareille  fraction 
en  d'autres  fractions  plus  simples  ou,  plus  exactement,  en 
fractions  simples. 

On  appelle  ainsi  les  fractions  de  la  forme 

A  ,  M.r4-N 

et 


n  étant  un  entier  quelconque. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  représenterons  la  fraction  ration- 
nelle considérée  par 

/(£). 

h\xy 

et,  F(^)  étant  du  degré  m,  f{x)  sera  au  plus  de  degré  m  —  i . 
On  peut  toujours  supposer  la  fraction  rationnelle  donnée 
irréductible,  c'est-à-dire  que  ses  deux  termes /(a:)  et  F(jr) 
ont  été  rendus  premiers  entre  eux  et  n'ont  plus  aucun  fac- 
teur premier  commun.  On  doit  admettre  aussi  qu'on  a  résolu 
à  part  l'équation 
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obtenue  en  égalant  son  dénominateur  à  zéro,  et  qu'on  con- 
naît les  racines  a,  b,  c,  d,  . . .,  /,  de  cette  équation. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  les  racines  de 
Féqnation  F{x)  =  o  sont  ou  non  toutes  inégales. 

Premier  cas  :  l^êquation  F(j:)  =  o  n'a  que  des  racines  inégales. 

1499.  L'équation  F(^)  =  o,  dont  les  coefficients  sont  expres- 
sément supposés  réels,  ayant  ses  m  racines  a,  b,  c,  d,  . . .,  /, 
inégales,  nous  allons  chercher  à  mettre  la  fraction  rationnelle 
considérée  sous  la  forme 

,  X       fi^)  ABC  L 


¥{x)       X  —  a       X  —  b       X  —  c      ''        x  —  / 

où  A,  6,  C,  . . .,  L  sont  des  constantes  qu'on  doit  déterminer 
(si  cela  est  possible)  de  manière  à  transformer  l'équation  (i) 
en  identité. 

L'idée  d'essayer  cette  transformation  est  toute  naturelle, 
puisque,  en  réduisant  les  fractions  du  second  membre  au 
môme  dénominateur,  on  obtiendra,  en  tout  état  de  cause, 
une  fraction  rationnelle  de  même  dénominateur  ¥(x)  et  qui 
aura  pour  numérateur  une  fonction  entière  de  x  de  degré 
moindre  que  F(x). 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  par  T{x); 
elle  deviendra 

•^  X  —  a         X — b         X  —  c  X  —  l 

Tous  les  termes  du  second  membre  sont  entiers,  puisque 
F{x)  a  pour  facteurs  premiers  les  différents  dénomina- 
teurs x  —  a,  X  —  bj  X  —  c,  ...,  X — /.  On  pourrait  donc 
obtenir  m  équations  pour  calculer  les  m  inconnues  A,  B, 
C,  ...,  L,  en  écrivant  que  l'équation  (a)  est  une  identité, 
c'est-à-dire  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  X  dans  les  deux  membres  (17).  Mais  on  parvient  plus  rapi- 
dement au  but,  à  l'aide  de  la  remarque  suivante. 

Remplaçons  x  par  a  dans  l'équation  (a);  a  étant  racine 
de  F(a?)=zo,  on  a  F(a)=ro.  Toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion F{x)=zo  étant  d'ailleurs  inégales,  on  voit  que  tous  les 
termes  du  second  membre  disparaîtront,  à  l'exception  du 
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premier  qui  se  présentera  sous  la  forme 

AF(a)       o 


a  —  a        o 


Mais  celte  indétermination  n'est  qu'apparente,  et  la  règle  de 
L'Hospital  (706)  donne  immédiatement  pour  la  vraie  valeur 

de  la  fraction — ^?  lorsqu'on  v  fait  x  =  a, 

^—^     ou     At'(a). 

I 

L'équalion  (2)  se  réduil  donc  en  réalité,  pour  o?  =  a,  à 

/(«):=-- A F(a).         d'où         A^^. 

Cette  valeur  de  A  est  d'ailleurs  parfaitement  déterminée  :  elle 
ne  peut  pas  être  infinie,  puisque  l'équation  F(j?)  =:o  n'ayant 
que  des  racines  inégales  ne  peut  avoir  aucune  racine  com- 
mune avec  l'équation  dérivée  F'(j?)  =  o  [1088];  elle  ne  peut 
pas  être  nulle,  puisque,  par  hypothèse  (1498),  f{x)  et  F(a:) 
n'ont  aucun  facteur  premier  commun. 

En  remplaçant  successivement  x  par  6,  c,  c?,  . . .,  /,  dans 
l'équation  (2),  on  trouvera  successivement,  de  la  même  ma- 
nière, 

Pour  avoir  les  différents  numérateurs  constants  des  frac- 
lions  simples  du  développement  (i),  on  n'a  donc  qu'à  former 
l'expression  générale 

/(.^) 

et  à  y  remplacer  successivement  x  par  les  m  racines  de 
l'équation  F(^)  =  o. 

Le  raisonnement  précédent  prouve  que  l'équation  (2),  et 
par  conséquent  l'équation  (i),  est  satisfaite  par  les  m  va- 
leurs a,  by  c,  dy  ...,  /de  x^  lorsqu'on  donne  aux  con- 
stantes A,  B,  C,  . . . ,  L  les  valeurs  indiquées  ci-dessus  et 
qui  sont  les  seules  possibles.  Comme  l'équation  (2)  est  au 
plus  du  degré  m  —  i  et  qu'elle  admet  ainsi  m  racines,  elle 
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se  réduit  nécessairement  à  une  identité  (1023),  et  il  en  est 
de  même  du  développement  (i). 

1500.  Au  défaut  de  la  règle  de  L'Hospital  (706),  la  formule 
de  Taylor  (324)  aurait  facilement  conduit  à  la  vraie  valeur  du 

quotient 

AF(^) 
j 

X  —  a 
pour  JT  =  a. 

En  effet,  on  peut  écrire  F(^)  =F(a-+-^  — a)  et  regarder 

X  —  a  comme  un  accroissement.  On  a  alors 

F(x)  r=  F(a)  +  ^^F'(a)  +  l^f-^'f»  +. . .. 

F(d7)  étant  une  fonction  entière  de  x  de  degré  /w,  le  dévelop- 
pement est  limité,  et  Ton  a,  en  divisant  les  deux  membres  par 
X  —  a^  puis  en  faisant  x^=ia^ 


lim  [11:^1       =FV). 

\_x  —  a\x^a 


Transformation  spéciale  relative  aux  racines  imaginaires  simples. 

1501.  Les  conclusions  précédentes  subsistent,  que  les  ra- 
cines inégales  de  Téquation  F(^)  =  o  soient  réelles  ou  ima- 
ginaires. Seulement,  les  fractions  simples  correspondantes 
sont  elles-mêmes  réelles  ou  imaginaires. 

Or,  si  l'équation  F(^)  — o  admet  des  racines  imaginaires 
inégales,  ces  racines  imaginaires  sont  du  moins  conjuguées 
deux  à  deux;  et,  alors,  les  deux  fractions  simples  imagi- 
naires qui  répondent  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées 
peuvent  être  remplacées  par  une  seule  fraction  simple  de 
seconde  espèce  (1498),  c'est-à-dire  réelle. 

Supposons,  en  effet,  que  les  constantes  A  et  B  répondent 
aux  deux  racines  imaginaires  conjuguées  a-i-^f  et  a—  ^i. 
On  aura  (1499) 

/(g  +  ^O  /(g -(30 

F(a4-|30'       .  F(a-PO' 

Ces  deux  quotients,  ne  différant  que  par  le  changement  de 
signe  de  <*,  sont  eux-mêmes  conjugués.  En  désignant  par  P 
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et  Q  deux  fondions  réelles  et  rationnelles  de  a  et  de  p,  on 
peut  donc  poser 

A=P4-Q/,        B=:P-Qi. 
Les  fractions  simples  correspondantes  seront,  par  suite, 

p+Qe  P-Qi 

X  —  a  —  ^i       X  —  oc-h^i 

et  leur  somme  aura  pour  expression 

2P(^  — g)  — aQp, 

c'est-à-dire  qu'elle  se  réduit  à  une  fraction  simple  réelle, 
dont  le  numérateur  est  du  premier  degré  en  a*,  et  le  déno- 
minateur, du  second  degré. 

1502.  En  résumé,  chaque  racine  simple  réelle  de  Téqua- 
lion  Y{x)'=zo  donne  lieu,  dans  le  développement  de  i^ — ^i 

à  une  fraction  simple  de  la  forme ;  et  chaque  couple 

de  racines  imaginaires  simples  conjuguées,  à  une  fraction 
simple  de  la  forme 

ou 


(cT  — a)'H-p-  x^-^px-\-q 

Second  cas  :  l'équation  F(j:)  =  o  a  des  raunes  égales. 

1503.  Supposons  que  l'équation  F(27)=:o  ait  des  racines 
égaies,  et  soit  a  Tune  de  ces  racines;  l'expression  A  =  W{\ 

[1W9]  donnera  pour  A  une  valeur  infinie  (1088).  La  décom- 
position indiquée  précédemment  n'est  donc  plus  possible,  et 
elle  doit  être  remplacée  par  un  développement  de  forme  dif- 
férente. 

Admettons  que  a  soit  une  racine  multiple  d'ordre  n  de 
l'équation  F(x)  =  o.  Nous  pourrons  po^er 

F(j^)  =  (x-a)»F,(x), 

et  aucun  des  facteurs  premiers  du  polynôme  Y\{x)  ne  sera 
plus  égal  à  J7  —  «. 
En  remplaçant  x  par  a  -+-  jr  —  a,  on  peut  développer,  par 
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la  formule  de  Taylor  (324),  f{x)  et  Fi(a?)  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  Taccroissement  a:  —  a. 
On  a  ainsi 

/(*)=/(a)+^/'(a)+i^'î^/'(a)+..., 

F,(x)  =  F,(a)  +  ?--- F',(a)  +  ^-^f-^r,(a)  + . . . . 

Le  degré  de  F{x)  étant  /?i,  le  degré  de  /(^)  est  au  plus 
m  —  I ,  et  celui  de  Fj  {x)  est  m  —  n. 

Divisons  /(^)  par  Fi(j?),  en  regardant  x  —  a  comme  la 
lettre  ordonnatrice.  Le  premier  terme  du  quotient  sera  la 

quantité  constante  ^        ?  que  nous  désignerons  par  Ao-  Le 

premier  reste  ne  contiendra  plus  de  terme  constant  et,  Aj 
étant  un  second  coefficient  constant,  le  second  terme  du  quo- 
tient sera  A,(^  — a).  Le  second  reste,  à  son  tour,  ne  con- 
tiendra plus  de  terme  en  a?  —  a  et,  Aj  étant  un  troisième 
coefficient  constant,  le  troisième  terme  du  quotient  sera 
Aj(^  — «)';  etc.  On  poursuivra  la  division  de  cette  manière, 
jusqu*à  ce  qu'on  arrive  à  écrire  au  quotient  un  terme  en 
{x  —  0)"-%  qui  sera  A«_t(;r  —  a)"-*.  Le  reste  correspondant 
ne  contiendra  plus  de  terme  en  (^  — a)'*"*,  de  sorte  que, 
tous  ses  termes  étant  divisibles  par  {x  —  aYy  on  pourra  le 
mettre  sous  la  forme 

{x—aYfx{^)^ 

On  écrira  alors  l'identité  qui  résulte  de  toute  division,  et  Ton 
aura 

Q H 

(  0 /W  =  Fi  (jt)  [AoH- Al  (j:— a)-+-Aî(a7  — a)* -h...-hA«_i  (x  — a)«-i]-f- (.r — rt)»/|  (x), 

F, (a:)  étant  du  degré  m^n  par  rapport  à  x^  le  produit  du 
diviseur  par  le  quotient  sera  du  degré  m  — i.  Le  dividende 
étant  au  plus  du  degré  m  —  i,  il  en  sera  de  même  du  reste  R. 
Par  conséquent,  le  polynôme  f\{x)  sera  au  plus  du  degré 
m  — /i  — I.  D'ailleurs, /i (a?)  et  Fi(^)  ne  peuvent  admettre 
aucun  facteur  premier  commun,  sans  quoi  ce  facteur  premier 
commun  appartiendrait  à  la  fois  à  f{x)  et  à  F(a?)  et,  contre 

l'hypothèse,  la  fraction  rationnelle  considérée,  ^—r»  ne  se- 

¥{x) 

rait  pas  irréductible. 
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Cela  posé,  si  Ton  divise  par  F(^)  ou  par  (a?  — a)'*Fi(d7)  les 
deux  membres  de  l'identité  (i),  il  vient  évidemment 

^    F(x)       (x  —  a)«(x -«)"-!    '    (X  — «)«-»  X  — a"^Fi(jr') 

La  racine  multiple  d'ordre  n  représentée  par  le  facteur 
multiple  (:r  —  a)**  donne  donc  lieu  à  n  fractions  simples,  dont 
les  dénominateurs  respectifs  sont  les  puissances  successives 
{x  —  a)'*,  (a?  —  «)'*"*,  (^  —  «)**"*,  ...  I  jusqu'à  a:  —  a,  et  dont 
les  numérateurs  respectifs  sont  les  coefficients  des  n  premiers 
termes  du  quotient  trouvé  en  divisant /(a?)  par  Fi(j7),  comme 
on  vient  de  l'indiquer. 

[On  remarquera  que  la  première  fraction  du  groupe  de  frac- 
tions simples  ainsi  obtenu  existe  toujours  et  est  parfaitement 

déterminée,  puisque  l'on  a  Ap  =  p  .      et  qu'aucune  des  quan- 
tités /(a)  et  F|(a)  ne  peut  être  nulle;  mais  les  autres  coefïî- 
cients  A|,  A»,  . . .,  Xn-t  peuvent  être  égaux  à  zéro.] 
Il  reste  maintenant  à  décomposer  la  fraction  irréductible 

;V     !}  dont  le  dénominateur  est  du  degré  m  —  n,  et  le  numé- 

rateur,  au  plus  du  degré  m  —  «  —  j  . 

Si  l'équation  Fi  {x)  =  o  admet  alors  une  racine  b  dont  Tordre 
<le  multiplicité  soit/>,  on  posera  encore 

et  l'on  opérera  sur /,(^)  et  sur  F,(j:)  comme  on  vient  d'opérer 
sur  f{x)  et  sur  Vi(x).  On  aura  donc 

F,  (a:)  ~"  lx^h)P        {^x  —  b)P-'  x  —  b        F,(a:)  ' 

{^ ,  \   représentant  une  fraction  irréductible,  dont  le  déno- 

lt{x) 

minaleur  sera  du  degré  m  —  n  —  p,  et  le  numérateur,  au  plus 
du  degré  ni  —  n  —  /?  —  i . 
On  continuera  de  môme,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une 

fraction  complémentaire  ^  ^      ?  dont  le  dénominateur  égalé 

à  zéro  n'admette  plus  de  racines  égales  et  qui  soit,  par  con- 
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séquent,  décomposable  par  le  procédé  indiqué  en  premier 
lieu  (1499). 

1504.  La  décomposition  qu'on  vient  d*ejfectuer  nest  pos- 
sible  que  d'une  seule  manière,  c'est  ce  qui  reste  à  établir. 

On  ne  peut  pas  affirmer  a  priori,  en  effet,  que,  si  l'on  com- 
mençait la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle  donnée 
en  considérant  la  racine  multiple  b  au  lieu  de  la  racine  mul- 
tiple a,  on  parviendrait  à  un  résultat  identique,  c'est-à-dire 
que  les  coefficients  (A)  et  (B)  correspondant  à  ces  racines 
conserveraient  les  mêmes  valeurs.  Rien  ne  prouve,  non  plus, 
qu'une  autre  marche  que  celle  que  nous  avons  suivie  ne  con- 
duirait pas,  sauf  la  forme  des  fractions  simples,  à  une  décom- 
position complètement  différente. 

Pour  lever  tous  les  doutes,  supposons  donc,  pour  un  in- 
stant, deux  décompositions  différentes  possibles,  et  admettons 
les  deux  systèmes  de  fractions  simples 

A,  Bo  B 


et 

A'o      .       a;       .       .      b;  b; 


(j?— a')"'       (jc  —  aY-'   '  •••  ^  (^_^y       (a;  — ^y 


-1 


Ces  deux  systèmes,  représentant  la  môme  fraction  rationnelle 
p,      9  doivent  être  égaux  quel  que  soit  x. 

Or,  si  Ton  multiplie  les  deux  expressions  égales  comparées 
par  (x  —  a)'*,  elles  devront  demeurer  égales;  et,  si  l'on  fait 
ensuite  ûc^=a,  la  première  se  réduira  à  Aq. 

Mais,  si  aucune  des  fractions  simples  qui  composent  la  se- 
conde expression  n'a  alors  pour  dénominateur  une  certaine 
puissance  de  a:  —  a,  cette  seconde  expression  s'annulera  pour 
07  —  a,  au  lieu  de  devenir  A©.  Il  faut  donc  nécessairement  que 
quelque  fraction  du  second  système  ait  pour  dénominateur 
une  puissance  de  a:  —  a,  c'est-à-dire  que  a',  par  exemple,  soit 
égal  à  a. 

Cela  ne  suffit  pas.  On  doit  avoir  en  même  temps  n'  =i  n.  Car, 
si  n  était  supérieur  à  n',  la  même  difficulté  se  représenterait  : 
après  la  multiplication  par  {x  —  a)*»,  le  second  système  s'éva- 
nouirait encore  pour  ^  =  a,  tandis  que  le  premier  se  rédui- 
rait toujours  à  Aq.  Si,  au  contraire,  n  était  inférieur  à  n',  le 
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premier  système  se  réduisant  à  Ao  pour  :r  =  a,  le  second  de- 
viendrait infini  pour  la  même  valeur. 

On  a  ainsi  à  la  fois  a'=  a  et  /i'—  n.  L'égalité  des  deux  sys- 
tèmes, après  leur  multiplication  par  (x  — a)'*  ou  (j?  — a')"', 
aura,  par  suite,  pour  expression, 

el,  si  Ton  fait  maintenant  a:  =  a,  il  restera 

A    —  A' 

La  première  fraction  simple  du  premier  système  fait  donc 
forcément  partie  du  second  système.  Après  avoir  supprimé  de 
part  et  d'autre  les  deux  fractions  égales,  les  restes  seront 
égaux,  et  Ton  pourra  appliquer  le  même  raisonnement  à  la 
seconde  fraction  simple  du  premier  système,  et  aihsi  de  suite. 
Les  deux  systèmes  supposés  sont,  par  conséquent,  identiques. 

Il  en  résulte  que,  de  quelque  manière  qu*on  procède,  on 
trouvera  pour  les  numérateurs  Ao»  A,,  Aj,  ...,  Bo,  Bi,  Bj,  ..., 
des  valeurs  uniques  et  identiques, 

Tranaformation  spéciale  relative  aux  racines  imaginaires 

maltiples. 

1505.  Les  raisonnements  précédents  subsistent,  que  les  ra- 
cines égales  considérées  soient  réelles  ou  imaginaires.  Mais, 
si  l'équation  F{jc)  =  o  admet  une  racine  imaginaire  multiple 
d'ordre  w,  elle  admet  aussi  la  racine  imaginaire  conjuguée  au 
même  ordre  de  multiplicité  (1034.).  Nous  allons  montrer,  en 
concordance  avec  ce  qui  a  lieu  pour  les  racines  imaginaires 
conjuguées  simples  (1501),  que  Ton  peut  alors  remplacer  les 
deux  parties  imaginaires  du  développement,  qui  répondent 
aux  deux  racines  imaginaires  conjuguées  d'ordre  n 

(a-hpO"     et    (a-PO% 
par  une  seule  partie  réelle  de  la  forme 

Mo^H-No  M|^4-N,  M„-.iJ?-hN„_, 


[(07 -«)*-+- [3*]'»       [(x-a)«-4-p*J«-«  ^  •••  '    (.r-a)«4-p« 
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En  effet,  en  réunissant  les  deux  racines  imaginaires  con- 
juguées a-h^i  et  a  — p*  dans  le  trinôme  du  second  degré 
(a:  —  a)*-+-  (3*,  posons  comme  précédemment  (1503) 

Désignons  par  Mo  et  No  deux  constantes  indéterminées,  et  for- 
mons le  polynôme 

(2)  /(x)-(Mo^H-No)F,(a:). 

On  peut  disposer  des  deux  indéterminées,  de  manière  que  ce 
polynôme  soit  exactement  divisible  par  le  trinôme  (a?--a)*-i-  (3*. 
11  sufOt  pour  cela  que  ledit  polynôme  s'annule  successivement 
quand  on  remplace  a?  par  la  racine  a  +  (Se  et  par  la  racine 
conjuguée  «  —  Pi. 

Si  nous  représentons  par  A  it  Bt  et  par  C  zh  D«  les  valeurs 
conjuguées  que  ces  substitutions  font  prendre  à  /(^)  et  à 
Fi(x),  nous  obtiendrons  les  deux  équations  de  condition 

(  A  4-  B 0  -  [Mo(a  -h  (30  -^-  No](C  h-  D*)  =  o, 
(A  --  Bi)  -  [Mo(a  -  PO  -r  No](C  —  DO  =  o. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  étant  conjugués, 
elles  reviennent  aux  deux  équations  qu'on  obtient  en  égalant 
à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  d'une  seule 
d'entre  elles,  la  première  par  exemple.  On  trouve  ainsi 

j  (PD  -aC)Mo-CNo  =  -A. 
^    ^  f  (pCH-aD)Mo-i-DNo=B. 

Ces  équations  sont  du  premier  degré  par  rapport  aux  con- 
stantes indéterminées  Mo  et  No,  et  le  dénominateur  commun 
de  leurs  formules  de  résolution  est  égal  {Alg,  élém,,  148)  à 

(PD  — aC)D-h(pC-haD)C    ou  à     P(C«-t-D«). 

Ce  dénominateur  ne  peut  donc  être  nul;  car,  si  p  était  nul, 
les  racines  considérées  cesseraient  d'être  imaginaires  et,  si 
C'  +  D*  était  nul  [c'est-à-dire  si  l'on  avait  C  =  o,  D=:o],  le 
polynôme  Fi(j?)  contiendrait  encore'(1015),  contre  l'hypo- 
Ihèse,  les  facteurs  x  —  <x  —  p«  et  j?  —  a  -+-  P  i. 

Les  équations  (3)  donneront,  par  conséquent,  pour  Mo  et 
No,  des  valeurs  finies  et  déterminées,  qui  ne  peuvent  être 
nulles;  car,  s'il  en  était  ainsi,  on  aurait  [équations  (3)]  A  =  o 
et  B=:o;/(a:)  =  o  admettrait  les  deux  racines  «4-P«  et 
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f(a:) 
a  —  ^if  et  la  fraction  rationnelle  proposée  p~ — r  ne  serait  plus 

irréductible. 

Pour  ces  valeurs  de  Mo  et  de  No,  le  polynôme  (a)  devenaDt 
exactement  divisible  par  (j?  — a)'-4-(3',  on  a,  en  appelant 
fi-r)  le  quotient, 

/(^)-(Mo.2r-hNo)F,(^)^.[(a7-a)»-+-p«]9(.r); 

et  Ton  en  déduit,  d'après  la  valeur  (i)  de  F(x), 

/(.r)  _         Mo.rH-No  o(.a7) 

Il  reste  à  décomposer  la  seconde  partie  du  second  membre. 
/(a?)  étant  au  plus  du  degré  m  — i,  ^(a;)  est  au  plus  du 
degré  m  —  3;  ¥i{x)  étant  du  degré  w  —  2/1, 

est  du  degré  m  —  a.  Par  conséquent,  la  fraction  complémen- 

taire  dont  il  s'agit  est  tout  à  fait  analogue  à  la  proposée  —^ 

r(ji-) 

Il  en  résulte  qu'en  opérant  sur  la  seconde  fraction  rationnelle 
comme  on  vient  de  le  faire  sur  la  première,  ou  obtiendra 

9(^)  _         MiJ?4-N|  ^{x) 


[(^--a)»4-3«]'»-»F,(a;)  ■    [(^_a)«H-|3s]«-»        [(«r- a)«-4-p»]'-î  F,(j-. 

On  continuera  ainsi,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  les  facteurs 
(a;— a)* +  (3*  et  qu'on  soit  arrivé  à  une  dernière  fraction 

complémentaire  de  la  forme  ^ — f  »  qu'on  développera  elle- 
même  d'après  la  nature  des  racines  de  son  dénominateur 
égalé  à  zéro. 

Résumé. 

1506.  Étant  donnéef  la  fraction  rationnelle  v^^^>  on  peut 

toujours,  en  posant  F(^)  =  o,  décomposer  son  dénominateur 
F(j?)  en  ses  facteurs  réels  (simples  ou  multiples)  du  premier 
et  du  second  degré  (1033),  de  manière  à  avoir 

F(aT)  =  (.r— a)'«(j;--6)''...(j;2_^/?j7-l-(7)'"'(x'-f-rj7-i-5)''',... 
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les  exposants  m,  n,  ...,  m',  n'y  ...    pouvant  se  réduire  à 
l'unité. 

Le  développement  de  la  fraction  rationnelle  aura  alors  pour 
expression,  d'après  ce  qui  précède, 

/(»*')    Ao  Aj  A;;,.l 


Bo         .  Bi  Brt_t 


f- 


(^--i,)«         (ar  — 6)'»-*  •         x—b 


Po^-hQo  Pi^-hQi  .    Pm'-i^-HQ,«'-i 


{x^-^-px-^-qY'^'        {x*-hpx-\-q)"^'-^       '''         x^-h  px  -h  q 
RoJ:'-+-So  Ri.r-hSi  R|,'_,^ -f- S,i'_, 


(a?* -h  r a?  H- s)"'        (^' -h  r^ -1-5)'*-*  x^-hrx-hs 


1507.  Dans  le  cas  des  racines  simples  réelles  de  ¥{x)  =  o, 
on  déterminera  les  numérateurs  des  (ractions  simples  corres- 
pondantes, en  appliquant  la  règle  démontrée  au  n"*  1&-99.  On 
pourra  suivre  la  même  règle  relativement  aux  racines  simples 
imaginaires,  quiUe  à  réunir  en  une  seule  fraction  réelle  les 
fractions  simples  qui  répondent  à  deux  racines  imaginaires 
conjuguées. 

Dans  le  cas  des  racines  réelles  multiples,  on  déterminera 
les  numérateurs  de  la  série  de  fractions  simples  qui  répond  à 
chacune  de  ces  racines,  en  effectuant  la  division  indiquée  au 
n°  1503.  Pour  les  racines  imaginaires  multiples  et  conjuguées, 
on  exécutera  les  calculs  prescrits  au  n°  1505. 

Mais  ces  calculs  sont  pénibles,  et  on  les  remplacera  avec 
grand  avantage  en  employant  la  Méthode  des  coefficients  indé- 
terminés, dont  Tusage  se  trouve  ici  parfaitement  justifié 
(25,  30).  Celte  même  méthode  convient  d'ailleurs  aussi  aux 
autres  cas. 

Lorsqu'on  veut  y  avoir  recours,  on  écrit  le  développement 

flx) 
de  4t: — r  selon  la  règle  théorique  que  nous  avons  résumée 
\  {x) 

plus  haut,  on  chasse  le  dénominateur  F(^)  et,  après  réduc- 
tion, on  égale  les  coefficients  des  mômes  puissances  de  x 
dans  les  deux  membres  de  Videntité  qu'on  doit  obtenir.  On  a 
ainsi  autant  d'équations  du  premier  degré  qu'il  existe  de 
coefficients  constants  à  déterminer,  et  il  n'y  a  plus  qu'à  les 


736  ÀLGÈBAE    StrPÉRlEU&E. 

résoudre.  L'habitude  du  calcul  suggère»  en  général,  de  nom- 
breuses simplifications. 

1508.  On  peut  préciser  comme  il  suit  cette  application  de 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Proposons-nous  de  trouver  spécialement  les  numérateurs 
des  fractions  simples  qui  répondent  à  la  racine  a  (réelle  ou 
imaginaire),  d'un  ordre  de  multiplicité  égal  à  /i.  Nous  aurons 
(1503) 

^^    F(^)  —  {x-^aY       {x  —  ay-^  a7-a"^F,(x)" 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  l'identité  (i)  par 
F(x)  =z  (^  — a)'»Fi(a:),  et  si  l'on  pose  j:  — a=:A,  d'où 
xi^a-^hy  il  vient 

f(n^h\-K     ''(^^^^-uA     F(fL±A)^ 

.        F(a-hA)       ,«^^ 
-H  A„_,   ^—j^ — l  H-  AVi(«  +  ^)- 

On  a  d'ailleurs  par  la  formule  de  Taylor  (32i),  et  en  re- 
marquant que  F  (a)  et  toutes  ses  dérivées  jusqu'à  la  (n  — !)'*"• 
sont  nulles  (1089), 

/(«  -H  A)  =/(«)  +  \na)  -H  -^i/'(«)  -H ...  -H  ,,.3';";_.)/"-'  (-)  4-.. 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (2),  on  trouve 

.    r        F" (g)        ^  ,  F''+'(«)  1 

[     1 . 2 .  ô  . . .  n  1 .  a .  3  . . .  (  «  -h  I  )  J 

+  A.  f  A  -!^>-  -H  A»  — ^-""^-^       ^  ....  .1 

L        l.'2.J.../l  1.'Î.J...(/IH-|)  J 

L    1.2.3...W         1.2.3... (/i-hi)         J 
-f- 

-  ■^'-  r  -  TXTT^  ^  ""  77^3—;?^)  ^  •  •  •]  -^  ^V.  ('-  /.v 
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Puisqu'on  est  parti  d'une  identité,  cette  dernière  égalité  a 
lieu  quel  que  soit  A.  Les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  h  dans  les  deux  membres  sont  donc  égaux,  et  l'on  a,  en 
s'arrôtant  exclusivement  aux  termes  qui  contiennent  A  à  la 
puissance  n  et  aux  puissances  supérieures, 

Yn^i(a)  ^.         F"(rt)  f(a) 

Ao ; -H  Aj    5 —    y 

I  .  >. .  3  .  .  .  (  /l  -h  I  )  I  .  '2  .  i  .  .  .  //  I 

(3)  I  F^+Ha)  .  F^(rt)  F«(^/)  f(a) 

'  Ao  —        7- 7 ; r  4-  Al — r^ ;; — r  -f-  Aj ^^   ' j 

I  .  •>. .  5  .  .  .  (  /i  -h  2  )  1 . 2  .  5  ...(//  H-  I  )  l  .  '2  . 3  .  .  .  //  I  .  2 

> 

F«^-U^)  F^^-^(a)  .  F«(g)    _      f^-^{a) 

Ao  5       ;  r  —HAj  r,        ;  T     ~A/j — 1 — ; -- 

i.a.i...(2//  —  i)  \.i.ô.,\'in — 2)  i.'2.3...//       i.2.3...(/i  —  i) 

La  première  de  ces  égalités  donnera  A©;  la  deuxième  fera 
alors  connaître  Ai;  connaissant  Ao  et  Ai,  la  troisième  déter- 
minera A,;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  /i>*°'%  qui  déterminera 
A«_i,  les  précédentes  ayant  conduit  successivement  aux 
valeurs  cie  a.qj  ^\i  -^î)  ■  *  *>  ^n—%* 

On  pourra  ensuite  opérer  de  même  pour  la  fraction  com- 
plémentaire {^  ,    {' 

1509.  Lorsque  la  racine  multiple  a  considérée  est  imagi- 
naire, les  fractions  simples  obtenues  sont  imaginaires;  mais, 
en  les  groupant  convenablement  avec  les  fractions  simples 
qui  répondent  à  la  racine  conjuguée,  on  parvient,  pour  les 
deux  racines,  au  développement  réel  dont  nous  avons  indiqué 
la  forme  précédemment  (1505). 

Pour  en  déterminer  les  constantes,  on  peut  opérer  comme 
il  suit. 

Soient  «±(3*  les  deux  racines  imaginaires  conjuguées, 
dont  l'ordre  de  multiplicité  est  n.  On  peut  poser  (  1505) 

/(j?)  _       Mo^h-Nq  M,xh-Ni 


(,)    j  F(^)~[(^-a)«4-P«]«'^[(a:-a)«4-(3'r-' 

M;>-lJ?4-N„-l  /l(^) 

■^  (a? -«)*-+- (3*"       Fi(^)' 

et  l'on  a 

F(^).=  [(^-a)'H-p»]«Fi(jr). 

De  C.  —  Coure,  IV.  47 
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^) 


Pour  trouver  les  conslanles  Mo,  No,  M|,  Ni,  ...,  M«_i,  N„-.,, 
nous  transformerons  l'identité  (i)  en  chassant  le  dénominateur 
F{jc)  et  en  isolant  le  dernier  terme  du  second  membre.  11 
viendra 

(  /(x)  -  (Mo^  +  No)F, (X)  -  (M,x  +  N0[(^-  a)*-f-  Î3«]F,(^) 

-  (M,j:h-N,)[(^  — a)'^-?*?F,(jr)— ... 

~  (M„_,^  +  N,_,)[(^-ar-  +  {3«]'-'F,(-r) 

Le  premier  membre  de  Tidentilé  (a)  doit  donc  être  divisible 
par  [(^— a)'+ P')".  Par  conséquent,  pour  ^=r:a-h{3i,  ce 
premier  membre  deviendra  nul,  et  il  en  sera  de  même  de  ses 
n  —  I  premières  dérivées  (1089). 

On  aura  ainsi  n  équations  de  condition  qui  se  partageront 
chacune  en  deux  autres,  en  égalant  à  zéro  leur  partie  réelle 
et  leur  partie  imaginaire. 

On  remarque  alors  que,  dans  la  première  équation,  tous  les 
termes  du  premier  membre,  à  partir  du  troisième,  s'annulent 
pour  07  iin  a  4-  pf,  de  sorte  que  cette  équation  ne  contient  que 
les  deux  constantes  Mo  et  No  au  premier  degré.  Comme  elle 
se  décompose  en  deux  autres  équations,  ces  deux  constantes 
seront  facilement  déterminées. 

Dans  la  seconde  équation  ou  dans  la  première  équation 
dérivée,  les  termes  du  premier  membre  ne  s'annulent  pour 
^  =  a  H-  (3 1  qu'à  partir  du  quatrième,  et  les  termes  conservés 
contiennent  M©,  N©,  M,,  Ni,  toujours  au  premier  degré.  Comme 
cette  seconde  équation  se  décompose  également  en  deux 
autres,  et  qu'on  connaît  déjà  Mo,  No,  on  trouvera  rapidement 
Ml  et  Ni.  On  poursuivra  le  calcul  de  la  môme  manière,  jusqu'à 
la  (/i  —  ï)i4™e  équation  dérivée  qui  fera  connaître  les  deux  der- 
nières constantes  M/,_i,  N„_i. 


Exemples. 

iolO.   1*  Soit  à  décomposer  Infraction  rationnelle 

/(•g)  _      ^  —  jx 
F{x)         X^  —  X  —  2 

F(.r)  =  o  donne  ici  réqualion  du  second  degré 
dont  les  racines  sont  .ri  =  a  ot  oti  =  —  r . 
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On  aura  donc  (1499) 

f(x)_      A      _^      B 


F{.r)        X  —  2        x-^i 
Pour  trouver  A  et  B,  nous  formerons  le  quotient 

f(x)  __  2  —  4^ 
¥'{x)  "~  ux  —  I  ' 

et  nous  y  remplacerons  successivement  x  par  les  racines  xi  et  j*|.  Nous 
aurons  ainsi 

A=r~--=  — 2        et        B=---j=— 2; 

d'où 

2  —  4  ■'^  2  2 


.r*  —  jc  —  2  X  —  2        .r  -h  I 

l'ïll.  2**  5oiV  «  décomposer  la  fraction  rationnelle 


F(x)       x(a^—x^) 

L'équation  F(j:)  =  o  ayant  pour  racines  ^  =  0,  x^  —  a,  x=:a, 

nous  aurons 

f(x)       A    .       B        ,       C 


F(.r)        .r        .r -H  «        x  —  n 

Pour  trouver  A,  B,  C,  nous  formerons  le  quotient 

f(x)  __         1 


F'(r)        rt«— 3x« 

et  nous  y  substituerons  successivement,  à  la  place  de  x,  les  trois  racines 
de  F(.r)  =  o.  Il  viendra  donc 


A-    '., 

2,  a* 

c'est-à-dire 

I 

1                     1 

1 

.i;(a* — 47*)       fl*.r       2«'(J:^-a)       2rt*(.r  —  a) 
1.^12.  3°  5o//  à  décomposer  la  jraction  rationnelle 

f(x)  __         X^  —  X  -h  l 

V{x)  '"  (xH-i)(x»-hi)' 

Les  racines  de  l'équation  F(x)  =  o  sont  la  racine  réelle  x  =  —  i ,  el 

les  deux  racines  imaginaires  conjuguées  x  =  -h  i  et  x  =  —  /. 

On  aura  donc 

f{x)  ABC 

-__ — -    = h    ;   -+-     :  • 

r(x)       X-+-I        X  —  i       x-{-i 
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Pour  trouver  A,  B,  C,  nous  formerons  le  quotient 

F(x;  ~  3j7»-f-2x-+-i' 

ot  nous  y  remplacerons  successivement  x  par  les  trois  racines  de 
F(.r)  =  o.  On  a  ainsi 

A  =  ->        D  —    — .  —    — ;—    r-  »        ti  — :   — 7 ; — r-  t 

2  —  l-^'Xl         1\\  —  i)  — a — 2«  2(l-+-l) 

c'est-à-dire 

/(j)  _         3  ,     __  _/ ^ 

F(j:)  ~~  i{x  -\-\)  "^  2(1  —  /)(a:  —  i)        a(i  H-  /)(j:-i-/) 

La  somme  des  deux  dernières  fractions,  qui  sont  imaginaires,  don- 
nant la  fraction  réelle 7— z »  on  a  finalement 

2(.r*-r-l) 

X*  —  .r  -h  I  3  X  -H  I 


(X-|-1)(X»-M)  2(X-|-I)  2(x«-}-l) 

On  aurait  pu  arriver  plus  rapidement  au  résultat,  en  utilisant  direc- 
tement la  transformation  spéciale  indiquée  au  n*"  1502,  c'est-à-dire  en 
posant  immédiatement 

.r* —  X  -4-  I       _        A  M.r  -f-  N 

(x-h  l)(X*-hl)  ""    XH-  I      '       J*H-I     ' 

et  en  appliquant  la  méthode  des  coefiicients  indéterminés  (1507). 
En  chassant  les  dénominateurs,  on  obtient  l'identité 

x2  — x-T-i  =  A(.r«-^  i)-h(Mx-hN)(x4-i). 

En  y  faisant  x  =  —  i,  on  trouve 

2 

En  égalant  ensuite  les  coefficients  de  x*  et  de  x  dans  les  deux  membres, 
on  a  les  doux  relations 

j  =  A-4-M,        -i  =  M-hN, 
d'où  Ton  déduit 

M-i-A=-i,         N=--,--M  =  --. 

a  2 

On  parvient  donc,  comme  cela  doit  être,  à  la  même  décomposition  que 
précédemment. 
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1513.  4**  ^^^  à  décomposer  la  fraction  rationnelle 

f(x)  _  5.r»— i33r»-4-i4.r«--5j:-f-3 
F(jr)  ~  (.r  —  i}»(jr-t-i)jc  * 

L'équatioD  F(^)  =  o  admettant  la  racine  triple  j:  =  i  et  deux  racines 
inégales  a:  =  —  i  et  j:  =  o,  nous  poserons  (1303) 

f{x)  Ao  A,       ^     A,     _     B      ^G 

F(.r)        (-r— -I)'        (x-r-i)"    '    x — I        .r-hi        x 

On  a  ici  F(j:)  =  (.r  —  i)»  Fi(x)  ou  Fi(jr)  =  a:*-H  x.  Comme  il  s'agit 
d'une  racine  triple,  on  n'a  à  poursuivre  la  division  de/(x)  par  Fi(x), 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  i,  que  jusqu'au 
troisième  terme  du  quotient.  Pour  plus  de  rapidité,  nous  remplacerons 
dans  le  calcul  x  —  i  par  X.  On  a  d'ailleurs 

f    (.r)  =  5.r* — i3j:*-|- i4-ï"* — 5.r-4-3, 
f'  (jt)  =  lox^ —  3gj:*-!-  aSx  —  5, 
/•  (.r)  =  6oj:«—  78X  -+-  a8, 

/»'(X)  =  I20, 

en  même  temps  que 

^    i.a.i       ^  ^   i.a.3.4 

F,[i  +  .r-i]  =  F,(i)  +  (^-i;^^-^(x-i)«?l^^ 
Comme  on  trouve 
/(,)_4,      /(i)-4,       ----5.       7:^3-7,       TaTsl-^' 

K,(i)=a,        F',(i)  =  3,        ^'^=1, 


\,'X 


il  reste  à  effectuer  la  division  indiquée  : 


4-+-4X-+-5X«-+-7X'H-5X*  •  !î-+-3X-4-X» 
-6X-2X»  2-X-+-3X» 


-2X^3X«-+-7X»-^5X* 

H-3X»-+-    X» 


6X«-t-8X»-f-5X* 
-9XÎ-3X* 


;<•% 


ji 


^V  ^Oi 


N?. 


I  • 
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Le  quotient  obtenu  équivaut  à  AoH-  AiXV  AjX».  On  a  donc  immé- 
diatement 

Ao='i,        Ai=  —  I,        At=3. 


^}  Le  reste  do  la  division  est  (1503) 

-(j:  — i)»-h2(.r-i)*=(a:  — i)»/i(x), 

et  il  en  résulte 


/,(X)  =  2X— 3. 

Par  suite, 

M.T)^   ax-3    ^     B       ^   C 

Fi(x)       (j:-f-i)x       x -h  i        X 

En  formant  le  quotient 

/i(-y)  __  a.r—  3 
F'i(.r)       2X-+-I 

et  en  mettant  successivement  —  i  et  o  à  la  place  do  x,  nous  aurons 

B=~=5,        C=-3. 

—  i 

Il  viendra  donc  finalement 

5.1**—  i3.r'-h  i4.r* —  5x  —  3 
(.r  —  i)'(vr-i-  i)x 

a  I  3  5  3 


—  • 


(.r  —  if       {x  —  I)*        x—v        X  -f-i        X 
Les  formules  (3)  du  n""  1508  conduiraient  au  môme  résultat. 

1514.  5*  Soit  à  décomposer  la  fraction  rationnelle 

A-^) j . 


F(.r)        x(j'-f-i)(x»-hi)* 

L*équation  F(.r)  =  o  présente  ici  doux  racines  réelles  int^galcs  (o  et 
—  i)  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées  (h- «et—*),  qui  sont 
doubles.  On  pourrait  opérer  par  voie  de  division,  comme  on  Ta  fait  dans 
Texemple  précédent,  ou  encore  suivre  la  marche  indiquée  au  n*"  150t) 
relativement  aux  racines  imaginaires  multiples.  On  peut  aussi,  moins 
régulièrement,  mais  plus  rapidement,  se  servir  directement  et  sans  al- 
goriihmo  spécial  do  la  méthode  des  coefUcients  indéterminés.  D'après  la 
formule  générale  du  n""  1506,  nous  écrirons 

-f-    -; 1 — .-    -4- 


x(x-hi)(x^-^i)^         X         XH-t  (.-l«-hl)*  X«-+-I 
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Eq  chassant  les  dénominateurs,  on  doit  avoir  identiquement 

I  =  A(.r -h  i)  (»r*-M)*-f- B  ar(j:« -M)« 

(Mo.r  -f-  No)  (a-* -f-  j:)  -+■  (MiX  -h  Nj )  (.r«  -h  i)  (a;»4-  .r). 


Si  l'on  suppose  successivement  j:  =  o  et  .r  —  - 1,  on  trouve 

A  =  I        et        B  =  -  7 . 

4 

Égalons  maintenant  les  coefficients  des  quatre  premières  puissances, 
de  X  dans  les  deux  membres,  en  admettant  qu'on  ait  ordonné  le  second 
membre  suivant  les  puissances  décroissantes  de  jt.  Il  viendra 

A  -h  B  H-  Ml  =  o,  A  +  Ml  -4-  Ni  =  o, 

"aA-i-  2B  -hMo-hMi-i-Ni  =  o,        2  A  -h  Mo -f- No  4- M i -h  Ni  =  o. 

Connaissant  A  et  B,  ces  quatre  relations  d'identité  donnent  immédiate- 
ment et  successivement 


M,  =  -:^, 

4 

et  Ton  a  fmalement 


Ni- 


Mo  =  — -, 

2 


No  =  -  -S 

2 


.r-h  I 


3x  -h  i 


.r(.r-h  i)(.-c*-^  i)*        a:        4{x-h-i)        2(.r*4-i)*        ^{x^H-i) 


Intégration  des  fractions  rationnelles. 


1515.  La  décomposilion  des  fraclioas  rationnelles  permet  de 
trouver  plus  facilement  leurs  dérivées  successives  ;  elle  permet 
aussi  d'effectuer  leur  développement  en  série.  Mais  le  but 
principal  poursuivi  par  cette  décomposition  concerne  Tinté- 
gration  des  différentielles  correspondantes. 

Nous  allons  indiquer  succinctement  les  résultats  fournis  par 
cette  intégration. 

D'après  ce  qui  précède,  on  a  seulement  quatre  cas  à  exa- 
miner, puisque  l'intégrale  d'une  somme  algébrique  de  diffé- 
rentielles est  la  somme  algébrique  de  leurs  intégrales  respec- 
tives (771). 

i*»  et  a**  Les  deux  premiers  cas  n'ont  besoin  d'aucun  dévc- 
loppemcnty  et  l'intégration  est  immédiate. 
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S'il  s'agit  de  racines  réelles  inégales,  on  a  (1499) 
/(^)  A  B 


F(j7)       jc — a       X — b       X  —  c 
el,  par  suite  (766,  775), 

•  '^  dx 


J   Y^x)  J   x  —  a      J  x  —  h      J  X 


c 
—  A /(a?  —  rt) -h  B /(.r  ~ /y) -h  C/(.r  —  c) -h 

S*il  s'agit  de  racines  réelles  multiples^  on  a  (1503) 

Zl-f).      Aq  _*^o__^ 

F(^")  ~  (X-  a)«  ■^*  •  •  "^  (.r  -b)P~^"' 
et,  par  suite  (775), 

J  I'^'')  J  {^-ay  J   (x-b)P 

_  I  Ao  !  Bo 


n  —  i{x  —  aY-^        *       /^  —  i{x—by-^ 

1516.  3*»  Considérons  maintenant  le  cas  de  deux  racines 
imaginaires  simples  conjuguées.  Il  s'agit  alors  (1502)  d'inté- 
grer une  différentielle  de  la  forme 

(^_a)«-^(3«''^- 
Posons  a:  —  a  =:  5,  d'où  X  ^-  z  -\-  (X  Qi  dx  —  dz.  Il  en  résulte 

Mais  (775) 


/ 


"A  _i_  ,'^»  2 


/ 


(M«  +  N)rfs       M«  +  N        .        5 


/ 


On  a  donc,  en  revenant  à  la  variable  Xy 

M.r-4-N       ,         M  ,r,           ,,      ^,T       M«-f-N        .        x  —  x 
7 T* — ôi^^  —      '[(-^  —  «)  -^  ?  ] -^ o arclang — = — 

(^  —  a)*  -h  P*  2     "-^  /        r  J  p  p 
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1517.  4*  Considérons  enfin  le  cas  des  racines  imaginaires 
conjuguées  multiples.  On  a  alors  (1505)  à  intégrer  une  diffé- 
rentielle de  la  forme 

Elle  revient  à  la  somme  (776) 

lA(x  —  a)dx  (Ma-+-N)^ 

^  '  ^  ÎW-ol'Y  4-"|3^  "^  Î(F=^)' 4^"^] «  * 

On  a  d'abord  (775),  pour  le  premier  terme, 

*    M  (  ^  —  a  )  û^vT  M  I 


/ 


[(x  — a)*-4-P»]'»     "       2(/i  — i)  [(a?  — a)»-H(3*J'*-* 


Pour  intégrer  le  second  terme  de  la  somme,  nous  poserons 
cette  fois,  pour  simplifier  l'écriture,  ^  —  a  =  p  3,  d'où  dx^i^dz. 
Il  viendra  ainsi 

(Ma-hN)û?ar  Ma-f-N        dz 


Tout  revient  donc  à  l'intégration  de  la  différentielle 

dz 

(s^-fTÔ^'' 

Or  on  a  identiquement 


I-+-5*— 2*  I  5* 


(5*-hi)'»  (5*-M)«  (5*H-r)'»-«        (s^'-hi)'* 

11  en  résulte 

r     dz  r      dz  C   ^'  ^^ 

^'^^         J  (T»T7y»  ^'"j  (V-^i)'*-»  -J  (^''■^"iV'' 

Mais  (775) 

(-3*-rl)«  "■  2  J   ^  (5«-hl)'» 

et 

(5»H-I)«    "~       [""   (72-l)(5«-hl)«->J  ' 
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Par  suite,  on  peut  écrire 

J   (3*4-l)«  ^  Zj  ^'^[~^  (,|_,)(5«4-i)'-«J' 

Il  vient  donc,  en  intégrant  par  parties  (78t), 

/z*dz     __  z  I  i        r       dz 

el,  en  substituant  dans  la  relation  (2)  et  en  réduisant, 

(3)  r_^^^_f ! ^VLz±  f-Jl—. 

J    (3*4- l)'*  2/1  — 2   (S«-+-1)'»-»  2/^— 2  J    (3*-hl)«~l 

La  recherche  de  la  première  intégrale  est  ainsi  ramenée  à 
celle  d'une  seconde  intégrale  toute  pareille,  où  l'exposant  /i 
est  seulement  diminué  d'une  unité.  La  même  réduction  aura 
donc  lieu  pour  celle-ci;  el,  comme  n  est  un  nombre  entier, 
on  parviendra  finalement  à  l'intégrale 


f-. 


dz 


dont  la  valeur  est  arc  tang  z.  La  question  sera  donc  complète- 
ment résolue. 

On  trouve,  en  partant  de  la  relation  (3)  et  en  remplaçant 
successivement  n  par  /z  —  1 ,  /i  —  2,  . . . ,  2, 

/dz  _       z  1  HlSzA   C        ^^ 

(V» 4-1  Y'      ~~  2/j  —  2  (52-f-T)«^  "^  Vn^^  J  (:;*-h  i)"-*  * 

/dz  z  I  2/1  —  ^    r        dz 

/</3  Z  !  2  /I  —  7       /•  C^C 

(3» -M)"-*  ~"  iTi  —6  (~;;«-hi)''-'*  "^  2"^— 6  J  (5*-+-i)'»-» ' 

•• •.. f 

/dz  z       I  i    r    dz 

En  ajoutant  ces  n  —  i  équations  membre  à  membre,  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

2/1  —  3      (2/1  — 3)  (2 /J— 5)  (2/1  —  3)(2/i  —  5)  (2/1  —  7)... 3 

2/1  —  2     (2/1  — 2)  (2/*  —  4)  (2/1  —  2)  (2/1  — 4)  (2/1 — 6)...  4 
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il  vient,  après  réduction, 
dz 


I   r     dz z 


(4) 


r       2/1  —  3,,       .       (2/1  — 3)(2n  — 5) ,  -       _ 

L  2/1  —  4  (2/1— 4)  (2 /i— 6)  ' 


^  (2/^  — 3)(2/t-5)(2/i  — 7)...3  ,^,_^   . 

(2  /l  —  4)  (2  /«  —  6)  (2  /l  —  8  ) ...  2 

(2/1  —  3)(2/^  —  5)(2/i  —  7)...  3.1 

(2/i  —  2)  (2/1  —  4)  (2/1  —  6)...  4.  2  ^"" 

En  multipliant  ce  résultat  par  — jâ,n3r~  ^^^  ci^  remplaçant  z 

par  — -^ — >  on  aura  donc  l'intégrale  de  la  seconde  partie  de 

la  somme  (i). 

Dans  les  calculs  numériques,  on  aura  soin  de  ne  pas  oublier 
la  constante  arbitraire  qui  doit  accompagner  toute  intégrale 
indéfinie  (760). 

1518.  On  peut  remarquer  que,  lorsqu'on  emploie  les  sim- 
plifications qui  font  disparaître  les  imaginaires,  l'intégrale 
d'une  différentielle  rationnelle  s'exprime  toujours  par  des 
fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circulaires. 


Exemple. 

1519.  Appliquons  ce  qui  précède  à  la  fonction  rationnelle 

Af)  =  '  _ 

que  nous  avons  décomposée  au  n°  151  i,  et  pour  laquelle  nous  avons 
trouvé 

I  __  I  r  .r  -h  I  3  X  -h  I 

j:(.r-M)(.r2-|-i)~2  ~  .r  ""  4(.r-+-i)  ~"  i{x^-\-i)^  ~^  4(a:«H-i) * 

On  aura 

dx 


I. 


.r(.r-hi)(jr2H-i)* 

dx  (*{x -\-\)d.io        /*( 3^  -h  i)  dx 

7 
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II  viendra  successivement 

J    X  '         J  4(-r-4-i)        4 

/(x-hi)dx        r    xdx  r      dx 


.ri  I         . 

-arc  tangx, 


•A  (  .r*  -4-  I  )  2    X*  -f-  I  'Jl 

c'esl-à-dire 

r  (  X  -h  I  )  rfar  X  —  I  I 

/  -T  %'      n\  =  7T— . ^  7arcUng.r; 

enfin, 

r(î.r-+-i)rf-r        rZxdx        r  dx  3,,    . 

./       .r»-H.       =j  r.-n  t/ï^-TT  =  ;/(-*+ 0-^  arc  langx. 

c'est-à-dire 

r('\x-h\)dx     3 .,  ,      ^      I 

J     4(.r>-.,)-  =  8^(^*-^0^  -arclangx. 

Par  suite,  on  a,  en  tenant  compte  des  signes  et  en  réunissant  les 
fonctions  de  même  espèce, 


/: 


dx 


x(x  -\-  f)(X*-f-  l)* 

I X  \  'S  I 

T.    *-  — ^  -h  Ix—  -  l(x-hi)  —  ô^(^*-+-  0 arctangx-h  C. 

i(.r*-hi)  4  8  't.  ^ 


Retour  à  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

1520.  Il  n'est  pas  inutile  de  montrer  que  la  décomposition 
des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  dans  ie  cas  où 
toutes  les  racines  du  dénominateur  égalé  à  zéro  sont  inégales, 
conduit  très  simplement  à  la  formule  d'interpolation  de  La- 
grange (14.76), 

Il  s'agit  de  trouver  approximativement  les  valeurs  d'une 
fonction  u  de  x,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  uq^  u^  u,,  . . ., 
Un,  qu'elle  prend  pour  n-i-i  valeurs  quelconques  oto,  or,, 
^1»  •  •  •>  ^/»  de  la  variable  x,  ou  de  trouver  la  fonction  entière 
/(j?),  de  degré  /i,  qui  peut  la  remplacer  approximativement, 
et  qui  est  alors  complètement  déterminée  par  les  n-hi  va- 
leurs 


r 


ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  749 

Posons 

(i)        F{w)  —  {a:  —  x^)  (  j?  —  ^,)  (^  —  ;r,).  .  .(x  —  Xn); 

F  (a?)  sera  de  degré  n  -h  i,  el  Ton  aura  (1040) 


vC    —    vfc'O  *^    — •   ,j(,  I  ^j(,    -«»—   ^^  _  ,J^    — .    J[^ 


a 


k  étant  Tun  des  nombres  o,  i,  2,  3,  . . .,  /i,  si  i*on  fait,  dans 
cette  identité,  x  =  x^,  le  seul  terme  qui  ne  s'annule  pas  dans 
le  second  membre  est  celui  dont  le  dénominateur  devient 
^k—  ^k'  En  simplifiant  ce  terme,  on  a  donc,  d'une  manière 
générale, 

(3)    ¥'{Xk)  =  {Xk—X^){Xk—X^),..{Xk—Xk-x){^k—^k-^ï)»"{^k—^'n)' 

D'ailleurs,  le  degré  de  F  (a:)  surpassant  d'une  unité  celui  de 
la  fonction  cherchée /(ar),  on  a,  d'après  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  et  la  détermination  des  numérateurs 
des  fractions  simples  (1499), 

/(.r)_  f(x,)         I  ^  /(.r.^  I 


V{x)       F'(x-o)  X — Xq       F'(^,)  x—x^ 


F'(Xi)  x  —  x^        '"        F'(.r„)  X  —  Xn 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  F{x)  et  en  tenant  compte 
de  la  relation  (3), 

{x  —  Xi)  (.r  —  Xi)  (,r  —  X,) . . . ( J7  —  x„) 


4-  u 


{Xq  —  Xi)  (Xç^  —  Xf)  {Xq  —  J^s)'  •  .  (  '^0  —  '^n  ) 

{x  —  Xq)  {x  —  X^)  (x  —  Xj)  ,  ,  .(X  —  Xn) 
(Xi  —  Xq  )  ( «37i  —  Xf  )  (X^  —  Xi )  .  .  .{Xi  —  Xfi  ) 


{x  ~  Xq)  (x  —  X^)  {x  -—  X^) ,  .  .(J7  — X„_,) 
(Xn        Xq)  {X„        Xi)  (X„         X^)  .  .  .  {X„        X^^i) 

On  retrouve  donc  bien  ainsi  la  formule  de  Lagrange. 

Réciproquement,  en  partant  de  cette  formule,  on  pourrait 
obtenir  celle  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 
dans  le  cas  considéré. 


7^0 
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Des  séries  récurrentes. 


1521.  Les  séries  récurrentes  ont  une  liaison  inlime  avec  les  fractions 
rationnelles.  Nous  terminerons  donc  ce  Chapitre  par  leur  étude  succincle. 

Toute  progression  par  quotient  indéfiniment  décroissante  constitue 
une  série  convergente  ayant  pour  limite  le  premier  terme  a  de  la  pro- 
gression divisé  par  l'excès  i  —  gr  de  l'unité  sur  la  raison. 

Réciproquement,  en  effectuant  la  division  de  a  par  i  —  ç,  on  retrouve 
la  série  comme  quotient  illimité  (356).  On  est  donc  naturellement  con- 
duit à  examiner  les  séries  au  point  de  vue  du  développement  par  voie 
de  division  d'une  fraction  quelconque. 

\a  fraction  t—  ne  donnera  pas  autre  chose  que  la  fraction 

a->r  bx  '  ^ 

:  car,  en  divisant  ses  deux  termes  par  a,  on  la  ramène  à  la  même 

I  —  (/ 

bx 
forme.  La  raison  de  la  progression  par  quotient  sera  ici 

Prenons  la  fraction 

a'  -\-  b'x 

a  -4-  bx  -r-  cx^ 

La  division  du  numérateur  par  le  dénominateur  montre  que  le  quotient 

est  de  la  forme 

A-+-  B.r-+-Cj7*-i-Dx'H- 


On  peut  donc  poser 
a'-^b'x 


a-\-  bx  -^  cx^ 


=  A  H-  B  j:  -+-  C.r«  H-  D  j:»  -+-... 


et  employer,  pour  déterminer  A,  B,  C,  D,  . . . ,  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés. 

En  chassant  le  dénominateur  et  en  efi'ectuant,  nous  aurons,  par  un 
calcul  régulier, 


a'-k~b'x 

—  \a  -h  Ba 

.r-hCrt 

.r«-4-Da 

.r'  -4- . .  . . 

-r-Pib 

-+-B^» 

-\  Cb 

-4-Ar 

-\-  Bc 

Hn  identifiant  les  deux  membres,  il  vient 

Aa      a , 

ha-\-  kb  —  b\        Crt -h  Bô  -h  A <  =  0, 

Da  -f  C^  -h  Bc  =  o,         

Il  on  résulte 

A=«-', 
a 

B=»- 

i 

-A^ 
> 

a 

A-^B, 
a 

D^-ÎB-^C, 
a  a 
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Donc,  à  partir  du  troisième  terme  du  développement,  chaque  coeffi- 
cient est  la  somme  des  deux  précédents  multipliés  respectivement  par 

c                 h 
et  par >  c'est-à-dire  que  chaque  terme  est  lul-môme  ia  somme 

c                   h 
des  deux  précédents  multipliés  respectivement  par jt*  et  par x. 

Ainsi,  chaque  terme  dépend  des  deux  précédents,  la  loi  ne  s'applique 
pas  aux  deux  premiers  termes,  et  le  dénominateur  de  la  fraction  est  du 
second  degré  en  x. 
Considérons  encore  la  fraction 

a!  -¥-  b'x-{-  c'x* 


a-^  ùx  -\-  cx^ -+•  dx^ 


En  la  développant  de  la  môme  façon,  on  s'assure  que  chaque  terme  du 
développement,  à  partir  du  quatrième,  est  la  somme  des  trois  précé- 
dents multipliés  respectivement  par  ■ x», jc«, -.r.  Ici,  cha- 
que terme  dépend  des  trois  précédenls,  la  loi  ne  s'applique  pas  aux 
trois  premiers  termes,  et  le  dénominateur  de  la  fraction  est  du  troisième 
degré  en  x. . .. 
D'une  manière  générale,  toute  fraction  de  la  forme 

a'-\-h'x-^  c'x^-^- ...r- h'x"^-'^ 
a-\- hx -k- cx^-\- . ,  ,->r  kx"^ 

c'est-à-dire  toute  fraction  rationnelle  [telle  que  nous  les  avons  définies 
(1198)]  engendre  un  développement  dans  lequel  chaque  terme,  à  partir 
du  (w-Hi)'^™*,  est  la  somme  des  m  précédents  multipliés  respective- 
ment par x^. .r'«-»    ..., .r*. .r.  Le  dénominateur 

'  a       '        a  a  a 

étant  du  m^^^  degré  en  .r,  la  loi  ne  s'applique  pas  aux  m  premiers 
termes. 

Â  cause  de  la  relation  constante  qui  existe  entre  un  môme  nombre  de 
termes  consécutifs  pris  n'importe  où  dans  le  développement  (sauf  la 
réserve  indiquée),  on  donne  aux  séries  ainsi  obtenues,  et  qui  sont  or- 
données suivant  les  puissances  entières  et  croissantes  de  la  variable  x, 
le  nom  de  séries  récurrentes  (*).  L'ensemble  des  quantités  par  les- 
quelles il  faut  multiplier  les  coefficients  des  termes  précédents  pour 
trouver  le  coefficient  du  terme  qu'on  cherche  constitue  Vechelle  de  re- 
lation de  la  série,  et  le  nombre  de  ces  quantités  représente,  si  l'on 
veut,  Y  ordre  de  la  série  récurrente. 


(*)  Récurrent,  qui  remonte  vers  son  origine. 


1 


n5a  ALGEBRE    SUPÉRIEURE. 

La  série  qui  répond  à  la  fraction  (i)  a  pour  échelle  de  relation  la 

suite 

k  h  c  h 

a  a  a  il 

et  elle  est  du  m"^*  ordre. 

Il  faut  remarquer  que  les  m  premiers  termes  du  développement 
échappant  à  la  relation  constante  qui  caractérise  la  série,  ces  teruie> 
peuvent  se  former  d'après  des  lois  très  diverses.  On  doit  avoir  soin,  en 
raison  de  ce  qui  précède,  de  ne  pas  étendre  ces  lois  à  toute  la  série. 

152i.  Lorsqu*on  effectue,  comme  on  vient  de  Tindiquer,  le  développe- 
ment d'une  fraction  rationnelle,  ce  développement  étant  toujours  équi- 
valent au  quotient  du  numérateur  par  le  dénominateur,  il  faut  néces- 
sairement le  compléter  par  la  fraction  qui  a  pour  numérateur  le  reste 
auquel  on  s'arrête,  et  pour  dénominateur,  le  diviseur.  On  ne  peut 
supprimer  cette  fraction  complémentaire,  que  si  l'on  a  établi  qu'elle  a 
pour  limite  zéro  quand  oh  prolonge  le  quotient  ou  la  série  indéfiniment. 
C'est  ce  qui  a  lieu  d'ailleurs  lorsqu'on  n'attribue  à  la  variable  x  que  des 
valeurs  suffisamment  petites  et,  dans  tous  les  cas,  moindres  que  l'unité. 
Le  développement  représente  alors  une  série  convergente  (352  et  suiv.). 

1523.  En  laissant  de  côté  toute  considération  relative  aux  fractions 
rationnelles,  soit  une  série 

Ao-H  AiJ*-r  Ai:c*H-  A3.r>H-. .  .-h  AnJr"-r-. . ., 

ordonnée  par  rapport  aux  puissances  entières  et  croissantes  de  la  va- 
riable x.  Pour  qu'elle  soit  récurrente  (1521),  il  faut  que,  pour  toutes 
les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite,  le  coefficient  A^  de 
X'*'  soit  une  même  fonction  linéaire  des  coefficients  précédents  ou  des 
coefficients  des  puissances  inférieures  de  j-,  pris  toujours  en  même 
nombre  quel  que  soit  n.  Si  l'on  désigne  ce  nombre  fixe  par  m,  on  devra 
donc  avoir  identiquement,  en  désignant  par  «o?  'i?  o^îi  •••)  ^m  des 
quantités  constantes, 

«oA«-m-i-  «i  A/|_/rt^î-h.  .  .-H  3t//»--l  Art_i  -+-a,;,A,,  =^  O. 

MécheUe  de  relation  de  la  série  récurrente  sera  alors 


«0 

«1 

«1 

<X/ii 

«m 

«m 

^m 


Les  deux  théorèmes  suivants  établissent  la  liaison  entre  les  séries  ré- 
currentes définies  directement  et  les  fractions  rationnelles. 

1524.  [.  Lorsqu'une  série  recurrentey  ordonnée  suivant  les  puisscuices 
entières  et  croissantes  de  la  variable  x,  est  convergente,  elle  a  pour 
limite  ou  pour  somme  une  fraction  rationnelle. 


r 
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Soit  s  la  somme  de  la  série  récurrente 

(i)  Ao-h  Aijr4-  Ajjr'-f-  Aax'-f-. .  .-h  A«.r«-h. . ., 

supposée  convergente.  La  relation  (1323) 

sera  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine 
limite,  m  étant  un  nombre  fixe. 
Posons  alors 

(  3  )       F(./)  —  ao.r"«  -h  t^x^-^  -+-  Xj.r'«~»  -h . . .  --  «/«-i^  -^  «//i, 

et  multiplions  la  série  (i)  par  le  polynôme  (3).  Chaque  produit  partiel 
[c'est-à-dire  la  série  (i)  multipliée  par  l'un  des  termes  du  polynôme 
multiplicateur]  représentera  une  série  convergente.  Le  produit  total, 
somme  de  /w  h-  i  séries  convergentes,  sera  une  série  convergente  dont 
la  somme  sera  représentée  par  le  produit  S.F(x).  Mais,  si  Ton  ordonne 
cette  dernière  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  .z-,  comme  on  a 

A„-m-+iX«-'«-^ï  X  aix'«-î  =  a,  An-m^l^«, 

ï 

A„.r«xa,/,  =a/nA«x«, 

on  voit  que  le  coefficient  de  x^  sera  précisément  le  premier  membre  do 
la  relation  (2).  Ce  premier  membre  étant  nul  par  hypothèse  pour  toutes 
les  valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite,  il  s'ensuit  que  la 
série  dont  la  somme  est  S.F(j;)  est  composée  d'un  nombre  fini  de  termes. 
Elle  équivaut  donc  à  un  polynôme  /(.r),  et  l'on  a 

S. F(x)  =  /(./•), 
c'osl-à-dire 

s  -  ns-v 

1323.  II.  Réciproquement,  lorsqu'on  peut  développer  une  jraciion  ra- 
tionnelle en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières 
et  croissantes  de  la  variable  .r,  cette  série  convergente  est  récurrente. 

Admettons  qu'on  puisse  développer  la  fraction  rationnelle  ^j-A  en 

une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  et  qui 
soit  convergente  pour  des  valeurs  convenables  de  cette  variable.  On 
aura 

fCr) 
(1;  K(~\  "  '^^"^  •■^»"^"  -i- Aj.'-2   H  AaX»—.  ..-r- A«x"-^ 

De  g.  —  Cours.  IV.  ',8 
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Posons,  en  même  temps, 

(1)  F(.r)  =  aoJT'"  -h  aiX"*-'  -+-. .  .-h  x^-i^-^  ^m- 

Le  produit  de  la  série  (1)  par  le  polynôme  (a)  sera  (i5â4)  une  série 
convergente  ayant  pour  somme  le  produit 

|:;j>F(x)=/(x). 

La  nouvelle  série  convergente  ainsi  obtenue  aura  donc  un  nombre  fini 
de  termes,  et  le  coefficient  de  .r»  dans  le  produit  considéré  devra,  pour 
toutes  les  valeurs  de  n  surpassant  une  certaine  limite,  se  réduire  à  zéro. 
On  aura  donc,  pour  toutes  ces  valeurs  de  n  (1524), 

et  la  série  (i)  est  alors  récurrente  (1523). 

f{x) 
1526.  Cherchons  à  développer  la  fraction  rationnelle  Ç—:  suivant 

les  puissances  croissantes  de  la  variable  .r. 
Soit 

F(x)  —  (07  — rt)«(.r  — ^)P 


On  aura  (1503) 

/(.r)  _Yi         A  Y        B 


k  =  n  l=:p 

FV)  ^2d(x-  rt)*  "^  ^  (.r  —  by 


On  voit  qu'on  a  à  développer  en  série  par  la  formule  du  binôme  une 
suite  de  fractions  simples  de  la  forme 


Or,  on  peut  écrire 


A        _      k(—\Y      _  A(--0*  /   _  x\-* 
^,r-a)'^'-  ^^^/_xy  '       a*       V       «/ 

Et,  pour  qu'on  puisse  appliquer  la  formule  du  binôme  et  obtenir  une 
série  convergente,  il  faut  (691)  que  le  module  de  x  soit  moindre  que 

celui  de  a  ou  que  le  module  de  ~  soit  moindre  que  l'unité.  On  a  alors. 

comme  développement  de  la  fraction  sim{)l6  dont  il  s'agit, 

A(— 0*r         L^        A(A:-M).r*        lc(k -h  i)  (k -h  ^)  x^  1 
—  I  I  -I-  ^  — 1 _ _  -\ _ -t- .  . .  I  . 

Les  autres  fractions  simples  se  d^^veloppcronl  également  en  séries  con- 
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vergentes,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  restera  inférieur 
à  celui  de  la  racine  de  F(x)  =  o  qui  a  le  plus  petit  module;  et,  on  ajou- 

tant  toutes  ces  séries  convergentes,  on  aura  le  développement  de  i^ — - 

en  série  convergente  et,  par  conséquent,  récurrente  (1525). 
f^  terme  général  de  la  série  sera 

Si  toutes  les  racines  de  F(x)  =  o  étaient  inégales,  il  deviendrait  (1199) 

xm    ^  ''^     ' 


2 


1527.  Si  le  module  de  x  est,  au  contraire,  plus  grand  que  celui  do  a 

X 

ou  si  le  module  de  -  est  supérieur  à  Tunité,  on  remarque  que  celui  de 


a 


a 


-  est  inférieur  à  l'unité,  et  Ton  écrit 


(^-'')'       xk 


A  -   ^  /    _fV*. 


Le  développement  de  la  fraction  simple  considérée  devient  alors  possible 
en  série  convergente,  et  Ton  a  pour  ce  développement 

AT   _i_x-î       k{k-h\)  fl«       k{k-^\)(k-^i)  g»    ,        1 
.r*  L  •'^  '  •  ^       ^^  1.2.3  x'  ~^'  " y 

de  sorte  qu'il  a  lieu  suivant  les  puissances  décroisantes  de  la  variable  .r. 
Les  autres  fractions  simples  se  développeront  également  en  séries 
convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  va- 
riable, pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  restera  supérieur  à 
celui  de  la  racine  de  F(.r)  =  o  qui  a  le  plus  grand  module;  et,  en  ajou- 

f{x) 
tant  toutes  ces  séries,  on  aura  le  développement  do  ^j-^>.  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable. 
Cette  série  n'en  reste  pas  moins  récurrente  (  1525).  Pour  le  voir,  il  suf- 
fira de  remplacer  x  par  -  • 

1528.  11  est  clair  que,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  telle  que  son  mo- 
dule soit  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  modules  des 

/V.r) 
racines  de  F(x)  =  o,  le  développement  do  la  fraction  rationnelle  ^j-- 

se  composera  de  deux  séries  convergentes,  Tune  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes,  l'autre  suivant  les  puissances  décroissantes  de 
la  variable. 


7^6  algèbue  supérieurf. 

i529.  On  peut  réunir  en  un  seul  énoncé  tous  les  résultats  précédents. 

Toute  fraction  rationnelle  -.,,  "■  peut  être  développée  en  série  con- 

r{x)  '^  '^'^ 

vergente  et,  par  conséquent,  récurrente^  ordonnée  suivatit  les  puissances 
croissantes  ou  décroissantes  de  la  variable  .r,  selon  que  le  module  de 
la  T'aleur  de  x  est  inférieur  ou  supérieur  au  plus  petit  ou  au  plus  grand 
des  modules  des  racines  de  F{x)  =  o.  Pour  toute  valeur  intermédiaire 
du  module  de  .r,  le  développement  de  la  fraction  rationnelle  est  à  Ut 
fois  ascendant  et  descendant  par  rapport  aux  puissances  de  la  î'a- 
riable. 

1530.  Lorsqu'on  sait  qu'une  série  est  récurrente,  on  peut  trouver  la 
somme  S/»  de  ses  n  premiers  termes  par  un  procédé  dû  à  Tuomas 
Simpson. 

Soit  la  série  récurrente 

Ui  -M/j  H-  //s  -f-  «4  -i-  .  .  .  -\-  Un-i    'r  Un-i  -»-  ««-i  -r-  «/,  -F 

Supposons,  px)ur  fixer  les  idées,  que  son  échelle  de  relation  soit  com- 
posée de  trois  quantités,  c'csl-à-dire  quo  chacun  de  ses  termes,  à  partir 
du  quatrième,  dépende  seulement  des  trois  précédents.  Bien  que  nous 
considérions  un  cas  particulier,  notre  raisonnement  nous  conduira  à 
une  solution  générale. 
D'après  la  définition  des  séries  récurrentes  (1323),  et  récliclle  de  re- 

a         8         Y 
lation  étant  —  ^>  —  V»  —  4>  nous  aurons 


aux 

H-P«l 

-t-Y"3 

-h  8^4  - 

o, 

OLUi 

-?«» 

H-  Y«» 

H-  0  «5   - 

o. 

•   •   •   • 

-P«» 

-*-  Y  "s 

-:   0//6  - 

-  o. 

(•) 

En  faisant  la  somme  de  ces  équations,  on  trouve  évidemment 

(2)      j  ^ 

On  en  déduit  immédiatement 

L'échelle  de  relation  contenant  trou  quantités,  la  somme  S/,  ne  dépend 
que  de  ces  quantités,  en  même  temps  que  des  trois  premiers  et  des 
trois  derniers  termes  do  la  somme  clierchéc. 
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D'une  ntânièro  générale,  si  l'échelle  de  relation  contient  m  quantités, 
la  somme  S«  ne  dépendra,  quel  que  soit  /i,  que  de  ces  quantités,  ainsi 
que  do  ses  m  premiers  et  de  ses  m  derniers  termes. 

1531.  Si  la  série  récurrente  est  supposée  convergente,  la  formule  (3) 
[1530]  permet  de  trouver  sa  limite  ou  sa  somme  totale  S.  Il  suffit  de 
se  rappeler  (362,  365)  que,  la  série  étant  convergente,  on  a  limu„=  o 
pour  w  =  00.  La  formule  (3)  deviendra  donc,  en  supposant  toujours  que 
réchclle  de  relation  contient  trois  quantités, 

^'^  ^== aH-?  +  Y4-a 

D'une  manière  générale,  si  l'échelle  do  relation  contient  m  quantités,  la 
somme  S  de  la  série  convergente  et  récurrente  ne  dépendra  que  de  ces 
quantités  et  des  m  premiers  termes  de  la  série,  suivant  la  loi  indiquée 
par  la  formule  (4). 

1532.  Si  la  série  considérée  est  ordonnée  suivant  les  puissances 
d'une  même  variable  x,  sa  somme  S  sera  une  fonction  rationnelle  de  .r. 

En  effet,  les  équations  (i)  [1530],  posées  d'après  l'échelle  de  relation, 
permettent  de  déterminer  les  quantités  a,  p,  y,  S,  ...  en  fonction  des 
termes  ui,  u^,  1^3,  u^,  ...  de  la  série.  Ces  quantités,  puisqu'il  s'agit 
d'équations  du  premier  degré,  seront  donc  des  fonctions  rationnelles 
des  termes  «i,  wj,  «3,  W4,  . . . ,  c'est-à-dire  de  la  variable  .r  ;  et  il  en  sera 
de  même  de  la  somme  S,  d'après  la  formule  (4)  généralisée. 

On  retrouve  ainsi  la  proposition  du  n"  1524. 

Soit,  par  exemple,  la  série  récurrente 

I-H.r  +  JC*-f-  3x5-+-  5j7*-|-  gx'-i-  l']jfi--\-,  . ., 

dont  réchclle  de  relation  est  (1523) 

et  qui  est  évidemment  convergente  pour  .r  suffisamment  petit.  On  aura, 
pour  sa  somme  (1531), 

3         7 

kfh-r-  -k  («J  -H  M,)  -H  («i  -»-  «j  -f-  «3) 

s ^— , 

0  0  0 

c'est-à-dire 

1  —  JC  —  X^  —  X* 
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£n  développant  cette  fraction  par  voie  de  division,  on  retombe  bien  sur 
la  série  proposée. 

1333.  Il  resterait  encore  à  montrer  comment  on  peut  essayer  de  re- 
contuiitre  si  une  série  donnée  est  récurrente.  Nous  renverrons  sur  ce 
point  délicat  aux  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour 
l'année  1772,  où  Lagrange  a  exposé,  pour  résoudre  cette  question,  une 
ingénieuse  méthode. 


r 
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CHAPITRE  VI. 


ÉTUDE  DES  POLYNOMES  HOMOGÈNES  DU  SECOND  DEGRÉ. 


Indications  préliminaires. 

ISSi".  On  entend,  en  général,  par  théorie  des  formes  algé- 
briques la  théorie  des  fonctions  homogènes  d'un  nombre 
quelconque  de  variables,  le  moi/orme  ne  signifiant  pas  autre 
chose  qu*un  polynôme  homogène. 

Le  théorème  démontré  précédemment  sous  le  nom  de 
théorème  des  fonctions  homogènes  (580,  581)  est  une  pro- 
priété très  importante  des  fonctions  homogènes  de  tous  les 
degrés. 

Les  formes  sont  linéaires,  quadratiques,  cubiques,  biqua- 
dratiques,  . . .,  suivant  qu'elles  sont  du  premier,  du  second, 

du  troisième,  du  quatrième  degré On  les  appelle  encore 

binaires,  ternaires,  quaternaires,  ...»  suivant  qu'elles  ren- 
ferment deux,  trois,  quatre  variables,  .... 

Nous  nous  occuperons  spécialement,  dans  ce  dernier  Cha- 
pitre, des  formes  quadratiques  ou  des  propriétés  des  poly- 
nômes homogènes  du  second  degré.  Ces  propriétés  sont 
utiles  dans  un  grand  nombre  de  circonstances  et,  notam- 
ment, au  point  de  vue  de  la  discussion  des  courbes  et  des 
sut*faces  du  second  ordre.  C'est  ce  qui  nous  a  engagé  à  re- 
porter leur  étude  à  la  fin  de  V Algèbre  supérieure.  Nous  ver- 
rons en  Géométrie  analytique  la  liaison  étroite  qui  existe 
entre  les  figures  planes  et  les  formes  quadratiques  ternaires, 
ainsi  qu'entre  les  figures  de  l'espace  et  les  formes  quadra- 
tiques quaternaires. 

Nous  commencerons  par  rappeler  ou  par  établir  quelques 
propriétés  des  fonctions  linéaires  homogènes,  qui  nous  se- 
ront nécessaires. 


r-vàF 


M' 


^'^ 


7G0 
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Des  systèmes  de  fonctions  linéaires  et  homogènes. 


1 

i. 


h. 

Si 

■» 


1535.  On  sail  que  toule  fonction  entière  du  premier  degré 
contenant  un  certain  nombre  de  variables  est  une  fonction 
linéaire  de  ces  variables.  Elle  est  homogène,  lorsqu'elle  ne 
renferme  pas  de  terme  constant,  et  devient  alors  unc/o/me 
linéaire. 

Lorsqu'on  remplace  les  variables,  dans  une  fonction  bomo- 
gène  de  degré  quelconque,  par  des  fonctions  linéaires  homo- 
gènes d'autres  variables,  on  dit  qu'on  exécute  une  substitu- 
tion linéaire  homogène. 

Lorsqu'on  a  plusieurs  formes  linéaires  des  variables,  toute 
forme  linéaire  obtenue  en  les  multipliant  par  des  quantités 
constantes  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles  et  en  ajoutant  les 
produits  est  une  combinaison  linéaire  de  ces  formes. 

Les  fonctions  linéaires  homogènes,  considérées  ainsi,  peu- 
vent être  linéairement  dépendantes  ou  indépendantes. 

Elles  sont  dépendantes,  lorsqu'on  peut  former  une  combi- 
naison linéaire  de  ces  fondions  qui,  pour  toutes  les  valeurs  * 
des  variables,  soit  identiquement  nulle  (17).  Elles  sont  indé- 
pendantes, dans  le  cas  contraire. 

Nous  allons  chercher  les  conditions  de  dépendance  de 
formes  linéaires  données,  suivant  le  nombre  des  variables 
qu'elles  contiennent,  comparé  à  celui  des  formes. 


1536.  Lorsque  le  nombre  des  formes  linéaires  surpasse  celui 
des  variables  qu'elles  renferment,  ces  formes  sont  nécessaire- 
ment dépendantes. 

Supposons  n  formes  /,,  /„  ...,  /«,  et  m  variables  .r,, 
j?,,  . . .,  a',„[/i  >  m]. 

Il  faut  prouver  qu'il  existe  des  valeurs  des  coefficients  >.,, 
^s)  •  •  «  ^/M  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles  à  la  fois,  et  telles 
qu'on  ait  (pour  toutes  les  valeurs  des  variables) 


(0 


~^  '^njn  \^\y  »^î«   •  •  •  >  *^m  )  ^^^  O. 


Or,  en  ordonnant  cette  équation  de  condition  par  rapport 
aux  m  variables  et  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefll- 
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cients  de  ces  variables»  on  obtient  m  équations  homogènes 
à  n  inconnues  X,,  X^,  . . .,  X„.  Comme  n  surpasse  m,  toutes  les 
inconnues  ne  peuvent  pas  ^ivQ  principales,  et  le  système  ob- 
tenu est  indéterminé  (101)  [l'indétermination  est  de  Tordre 
n^m  (91)].  Les  quantités  Xj,  X„  . . . ,  X^  pourront  donc  rece- 
voir une  infinité  de  valeurs  simultanées  différentes  de  zéro, 
par  lesquelles  l'identité  (i)  sera  satisfaite. 

1537.  Lorsque  le  nombre  des  formes  linéaires  est  égal  à 
celui  des  variables  qu'elles  renferment^  ces  formes  ne  peuvent 
être  dépendantes  que  si  leur  déterminant  est  identiquement 
nul. 

[Lorsqu'on  a  autant  de  formes  que  de  variables,  le  déter- 
minant des  formes  est  celui  des  coefficients  des  variables 
dans  ces  formes.] 

En  opérant  comme  ci-dessus  (1536),  on  a  autant  d'équa- 
tions homogènes  que  d'inconnues  (X),  et  il  suffit  de  se  re- 
porter au  n°  102.  Si  le  déterminant  des  coefficients  des 
variables  est  nul,  toutes  les  inconnues  ne  peuvent  être  prin- 
*  cipales,  et  leurs  valeurs  sont  indéterminées.  Si,  au  contraire, 
le  déterminant  des  formes  est  différent  de  zéro,  les  in- 
connues (X)  ne  peuvent  recevoir  que  la  valeur  zéro. 

1538.  Supposons,  enfin,  que  le  nombre  des  formes  linéaires 
soit  inférieur  à  celui  des  variables,  qu'il  y  ait,  par  exemple, 
//  formes  et  m  variables  [n  <:imzz:n  -4-/?]. 

On  pourra  alors,  en  regardant  p  variables  quelconques 
comme  constantes,  calculer  le  déterminant  d'ordre  n  des 
coefficients  des  n  variables  restantes  dans  les  formes  pro- 
posées. On  trouvera  autant  de  ces  déterminants  qu'on  peut 
supprimer  de  fois  (avec  changement)/?  objets  parmi  n-hp 
objets,  ou  autant  qu'il  existe  de  combinaisons  de  n-hp  ob- 
jets pris  n  à  n. 

Cela  posé,  pour  que  les  n  formes  linéaires  considérées 
soient  dépendantes,  il  faut  et  il  suffit  que  tes  déterminants 
dont  nous  venons  de  parler  soient  tous  nuls. 

En  effet,  en  opérant  comme  ci-dessus  (1530),  on  obtient  m 
équations  homogènes  contenant  n  inconnues  Xt,  X,  ...,  X„. 
Comme  n  est  inférieur  à  m,  toutes  les  inconnues  peuvent 
être  ou  non  principales,  c'est-à-dire  que  le  système  peut  être 
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déterminé  ou  indéterminé  (101).  Si  tous  les  déterminants  du 
,jièûie  ordre  dont  nous  venons  d'indiquer  la  loi  de  formation 
sant  nuls,  les  n  inconnues  resteront  toujours  indéterminées 
(102);  et  il  est  clair  que  les  valeurs  qu*on  choisira  pour  elles 
satisferont  aux  m  équations  posées  ou  à  Tidentité  (i)  [1&36]. 
//  n*en  serait  plus  ainsi  si  un  seul  des  déterminants  considérés 
n'était  pas  nul. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  «  =1  3  et  m=z5.  On  aura 

/jzzi  (2,cr, -h  a,a:,-i-  rt,x,4-  a^x^-\- a^a:^, 

/j=Z  CiJCi  ■+-  CfX'2  -h  C3XJ  -h  04X4  -h  C5J78. 

Pour  satisfaire  à  l'identité  (i)  [14-36],  il  faut  trouver,  pour 
les  quantités  >.i,  Xs,  X3,  des  valeurs  non  nulles  satisfaisant, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  variables,  aux  équations 

(1)  «i^i-^  ^iX,4-  CiX,—  O, 

(2)  a,Xi-i- ^jXj-h  CjXâ  — o,    . 

(3)  ajXi-f  ôjXî-h  csXj^:  o, 

(4)  ^4X1-+-  b^li-h  c^li^  0, 

(5)  «jX,-!-  ^sX,-h  CjXjz-o. 

Or,  si  les  dix  déterminants  du  troisième  ordre  obtenus 
pour  les  coefficients  des  inconnues  Xi,  Xi,  X,,  en  supprimant 
chaque  fois  deux  des  cinq  équations  de  condition,  sont  tous 
nuls,  les  mêmes  valeurs  de  Xj,  Xj,  Xj  pourront  satisfaire  si- 
multanément à  ces  équalions. 

Par  exemple,  si  Ton  rapproche  le  système  (i,  2,  3)  et  le 
système  (1,2,  4),  qni  ne  diffèrent  que  par  une  équation,  les 
déterminants  des  deux  systèmes  étant  nuls,  on  aura,  pour  le 
premier  système  comme  pour  le  second  (Alg.  élém,,  191) 

Xi  _     ^i<7j — Cibt  X»  <7|^j — ^l^î 

X3       aibi — biUf  X3       aib^ — b^a^ 

de  sorle  que,  si  l'on  choisit  de  part  et  d'autre  la  même  valeur 
pourX),  les  valeurs  de  Xi  et  de  X,  seront  aussi  communes;  etc. 
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Propriétés  fondamentales  des  polynômes  homogènes 

du  second  degré. 

1539.  Lorsqu'un  polynôme  homogène  du  second  degré  ren- 
ferme n  variables  et  est  complet,  le  nombre  de  ses  termes  est 

n{n  -4-  i) 


En  effet,  il  doit  renfermer  alors  {Alg.  élém,,  224.)  la  somme 
des  carrés  de  tous  ses  termes  et  la  double  somme  de  leurs 

produits  deux  à  deux,  c'est-à-dire  n  carrés  et  — ^ pro- 
duits des  variables  (221). 

1540.  On  représente  souvent  les  n  variables  de  la  forme 
quadratique  par  JCi,  a;,,  . . .,  a^n;  le  coefiîcient  d'un  carré  tel 
que  xf,  par  a/,/;  le  coefficient  d'un  produit  tel  que  a:/a?y,  par 
2a,j  ou  2  «y,/,  indijféremment. 

Toute  forme  quadratique /ou  tout  polynôme  homogène  du 
second  degré  à  n  variables  aura  alors  pour  expression 


f=^ai^iX}-\'  'i^atjXiXj 


(en  faisant  varier  /et y  de  i  à  /i)  ou,  plus  simplement, 

1=1  ;  =  1 

en  convenant  de  former  tous  les  arrangements  deux  à  deux 
avec  répétition  (232)  des  variables  J7,,  x^^  . . .,  j7„,  et  en  te- 
nant compte  de  l'identité  atj^zajj^  de  sorte  qu'on  aura 

atjXiXj-^  ajjXjXi^zz  laijXiXj. 

On  trouve  de  cette  manière,  dans  le  cas  de  deux  variables,  en 
faisant  varier  i  et  y  de  i  à  2, 

/=  fli.i^î  -h  2ai,îX,^, -h  aj.î^i  ; 

et,  dans  celui  de  trois  variables,  en  faisant  varier  i  et  j  de  1 
à  3, 


^(H  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

On  écrit  plus  rapidement,  surtout  en  Géométrie  analytique, 
dans  le  cas  de  deux  variables  et  dans  celui  de  trois  variables, 

/=  Ax»-h  A>--4- A'x;*-f- 2B73 -+- 2B'a:;: -f- aB'xj. 

15^1.  Considérons  la  fonction  que  nous  venons  de  définir 

(i)  /(  J7i,  JTj,  cTs,  .  . . ,  a:,,), 

et  désignons  par  X,,  Xj,  X,,  . . .,  X„  «  nouvelles  variables.  Si 
Ton  pose  alors  [les  quantités  (a)  étant  des  constantes  arbi- 
traires] les  relations  linéaires 


(0 


•^1    —  ^1,1  Xj  4-  Otj^j  \j  -h  .  .  .  -+-  CLx^n  X/i, 
tTj  ^~-  a,^i  Xj  -i-  «j^ji  Xj  -h  ...  -h  CLi^n  X^, 

• > 

Xn'=^  ^/ï,|  X|  -I-  ÛC/i^jX:  -h  ...  -1-  Ot/i,ri  X^, 


et  si  Ton  transporte  ces  valeurs  dans/,  on  opère  (1535)  une 
substitution  linéaire  bomogène.  L'expression  (i)  devient  une 
fonction  F  des  nouvelles  variables,  qui  contient  celles-ci  «le 
la  même  manière  que  /  contient  les  variables  primitives. 
Cette  fonction  F  est  la  transformée  de  /  par  substitution  li- 
néaire. Le  déterminant  des  coefficients  de  la  substitution  li- 
néaire représentée  par  les  équations  (2),  c'est-à-dire  le  déter- 
minant 

^1,1  ^Itt  •    •    •  OCl,;, 


•/I,l  «/ï,t 


a 


n,n 


est  le  module  de  la  substitution. 

Les  coefficients  A/j  de  F  sont  évidemment  des  fonctions 
entières  des  coefficients  de  /  et  des  constantes  ««j  de  la 
substitution  linéaire,  et  l'on  peut  poser 


t~n  j=n 


¥  =  ^^Aij\i\j. 


i=\   ;=1 


expression  où  l'on  doit  supposer  encore  A|j=i  Ay,,. 

Si  le  déterminant  ou  le  module  de  la  substitution  linéaire 
n'est  pas  nul,  on  peut  (82  et  suiv.)  i*ésoudre  les  équations  (2) 
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par  rapport  aux  nouvelles  variables  (X)  qui  sont  ainsi  des 
fonctions  linéaires  homogènes  des  variables  primitives  {x). 
Dans  ce  cas,  les  fondions/ et  F  pourront  se  déduire  indiffé- 
remment Tune  de  Taulre  par  une  substitution  linéaire.  Nous 
allons  démontrer  à  ce  sujet  une  importante  relation. 

iok'l.  Notre  raisonnement  étant  général,  considérons  seu- 
lement, pour  simplifier,  trois  variables  x,  y,  z,  et  posons 

/  j:  -^  a  \  ~\-  b  Y  -f-  c  Z, 

(  z  =3  ^gX  -f-  6j  Y    -  CjZ. 

Nous  passerons  ainsi  de  la  fonction  /(^r,/,  5)  à  la  fonction 
F(X,  Y,  Z),  et  le  module  M  de  la  substitution  sera 


(■0  M  — 


abc 
ai     bi     Cl 
a^     b^     Cl 


M  n'étant  pas  nul,  X,  Y,  Z  seront,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
voir  (1541),  des  fonctions  linéaires  homogènes  de  j?,  /,  z 
comme  Xy  r,  z  sont  des  fonctions  linéaires  homogènes  de 
X,  Y,  Z. 

Désignons  maintenant  par  U,  V,  T  trois  fonctions  des  mômes 
variables  Xy  y,  z\  ces  fonctions  seront  alors  des  fonctions  de 
fonctions  par  rapport  à  X,  Y,  Z.  On  aura  d'abord  (655) 

d\}  zzi  -Y-  dx  4-  -j—  a  >•  4-  -7-  dz. 
dx  dy    ^         dz 

Si  l'on  divise  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  û?X,  le 

premier  membre  devient  la  dérivée  partielle  de  U  par  rap- 

dx      dy     dz 
port  à  X  (327,  566);  dans  le  second  membre,  ^'  ^'  ^ 

sont  les  dérivées  partielles  de  x^  7,  z  par  rapport  à  X,  dé- 
rivées partielles  dont  les  valeurs  sont  ûr,  «i,  a„  d'après  les 
équations  (i).  On  aura  donc 

D'après  cela,  on  obtient,  pour  les  dérivées  partielles  des 
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trois  fonctions  U,  V,  T  par  rapport  à  X,  Y,  Z, 


Ui-aU;  +  «,U;  +  a.U;, 

vk-«v:,-haiV;,+  a,v;, 

uv=6u:,4-6,u;,+  6,u:, 

v'ï-6v:,+  6,v;,+  *,v;. 

ui    cu;+c.u;,+c,ui, 

v'z-cv:,H-c,v;+c,v;. 

T'x-aT;,+  a,Ty4-a,T;, 

T!,-£»T;h- 

6,T;.+  6,Ti, 

Tz-cT,  +  c,Ty  +  c,T,, 

Il  en  résulte,  d'après  la  mulliplicalion  des  déterminants 

(70,71), 


Uk 

U'v 

Uk 

rt     ai 

a, 

v. 

u; 

u; 

Vk 

VV 

Vk 

b     61 

b. 

• 

Vx 

Vr 

v; 

Tx 

TV 

Tk 

C       Cl 

Cl 

T^ 

t; 

t; 

Le  déterminant  formé  par  les  dérivées  partielles  des  trois 
fonctions  U,  V,  T,  prises  par  rapport  aux  nouvelles  variables 
X,  Y,  Z,  est  donc  égal  au  produit  du  déterminant  formé  par 
les  dérivées  partielles  des  mêmes  fonctions,  prises  par  rapport 
aux  variables  primitives  jc,  y,  z,  par  le  module  de  la  substi- 
tution. 

Discriminant  d'une  forme  quadratique. 

154.3.  Considérons  toujours  la  fonction  homogène  du  se- 
cond degré 

La  demi-dérivée  partielle  de  la  fonction  par  rapport  à  Xi  a 
pour  expression  (1540) 


\^ 


C'est  donc  une  fonction  linéaire  homogène  qu'on  peut  repré 
senter  par 


En  opérant  de  même  pour  chaque  variable,  on  obtient /i  fonc- 
tions linéaires  homogènes.  Le  déterminant  des  coefficients 
de  ces  n  formes  linéaires  est  ce  qu'on  appelle  le  discriminant 


^ 
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(lu  polynôme  ou  de  la  fonction  /.  D'une  manière  générale, 
rexpression  du  discriminant  d'un  polynôme  homogène  du  se- 
cond degré  de  n  variables  est  donc 


«1,1 

«l.ï 

«1,3         ■ 

•  •        «I,/l 

«2,1 

«î,» 

«ï,3         • 

«ï,n 

«3,1 

•     •     • 

«3,S 

«3,3         • 

•          «3,« 

««,1 

«/,.» 

««.S        • 

«/t,/i 

En  vertu  de  la  condition  aij^=zajj  (1540),  on  voit  que  le  dis- 
criminant est  un  déterminant  symétrique  (61). 

i^kk.  Dans  le  cas  de  deux  variables,  on  a  (327),  en  prenant 
les  notations  les  plus  simples  (1540), 

/;  —  ikx  -\-  2B7,     /;  =  2Bj:  -h  2Cj, 

Le  discriminant  est  alors 


A    B 
B    C 


:-  AC  -  B* 


D'après  les  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre,  on 
peut  donc  encore  le  mettre  sous  la  forme  (54) 


4 


Dans  le  cas  de  trois  variables,  on  a  également 

f{x,  7,  z)  —  Aa:»-{- A>»-H  A^^'-h  2B75  -h  2B'J72 

/;  — 2A,r  -h2B"'/-}-2B'r, 
fyZ^L'iWx  -^ik!y  4-2B5, 
/;ii=2B'^ -f-2B7  ^ik'z. 

/;,=2A,     /;.,^2B%     /;.=  -2B^ 


2B''JJ. 
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Le  discriminant  est  alors  (61  ) 


A      B'    B' 
B'    A'     B 
B'     B      A' 


==AA'A'-h2BB'B''-AB'-A'B'*-A'B''*. 


D'après  les  valeurs  des  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
on  peut  donc  encore  le  mettre  sous  la  forme 

X*       Jr,y     Jx^t 

/"*  /*"  /" 

g      Jx,y     Jy^       Jy,z 

1545.  On  pourrait  aussi,  pour  obtenir  le  discriminant  d'une 
fonction  homogène  du  second  degré  désignée  par/,  avoir  re- 
cours au  théorème  des  fonctions  homogènes  {SSO^  581).  En 
supposant  trois  variables  j?,  7,  3,  on  a  immédiatement,  d'après 
ce  théorème, 

Comme  les  dérivées  secondes  sont  constantes,  on  peut  prendre 
pour  discriminant 

'  Jx*        J.r,Y     Jx,z    i 

I  *  I 

ftt  rf  ff 

,  Jy^x      Jy*        /y,s      ' 

;  fz,jr     fz,y      Jz*      I 

Ce  déterminant  est  symétrique,  en  vertu  de  la  relation  fon- 
damentale (652) 

y'"      _  /"' 
y,x     -    /j'O  * 

Le  discriminant  ainsi  trouvé  est  identique  au  précédent  (1544), 
sauf  un  facteur  numérique,  parce  qu'on  a  considéré  les  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  au  lieu  de  considérer  leurs 
moitiés.  Ce  facteur  numérique  disparaissant  en  général  dans 
les  applications,  on  peut  conserver  le  dernier  résultat. 

1546.  Lorsque  deux  fonctions  homogènes  du  second  degré 
peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre  par  une  substitution  li- 
néaire (1541),  le  discriminant  de  l'une  est  égal  au  produit 
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du  discriminant  de  L'autre  par  le  carré  du  module  de  la  sub- 
stitution. 

Le  raisonnemenl  étant  général»  nous  rappliquerons,  pour 
simplifier,  au  cas  de  trois  variables.  Soit  donc  la  forme  qua- 
dratique 


(») 


/(•3?,  V,  s), 


à  laquelle  nous  ferons  subir  la  substitution  linéaire 


(2) 


X  — 

» 

X 

+ 

? 

Y 

+ 

7 

z. 

y  — 

«1 

X 

-t- 

?. 

Y 

-H 

7i 

z, 

tt  — 

«1 

,x 

+ 

?. 

Y 

+ 

71 

,z, 

c'est-à-dire  dont  nous  déterminerons  (1541)  la  transformée 


(3) 


F(X,Y,Z). 


Désignons  par  A  el  par  A'  les  discriminants  des  deux  Tonc- 
tions/el  F. 
On  a 


(4) 


F(X,Y,Z)=/(j;,j,=), 


Fx 

-a/'; 

+«./; 

+ «1/., 

Fï 

■|i/x 

+  13./^ 

+ p./« 

F'z 

=7rx 

+7./; 

-+-7i/=- 

et  il  en  résulte,  diaprés  les  indications  données  au  n*^  1542, 


(^•i) 


Les  trois  dérivées  partielles  Fk,  F'y,  Fi  peuvent,  par  suite, 
t>lre  regardées  comme  des  fonctions  linéaires  de  ^,  r,  ^,  et 
ces  variables  sont  elles-mêmes,  d'après  les  relations  (2),  des 
fonctions  linéaires  de  X,  Y,  Z.  On  peut  donc  appliquer  à  ces 
trois  dérivées  partielles  la  proposition  du  n°  1542,  et  écrire, 
en  représentant  par  M  le  module  de  la  substitution  exprimée 
par  les  relations  (2), 


(6) 


De  C. 


Fx«      ^\,\ 

Fi.z 

Fi.r 

n.r 

Fx., 

F\,x     F\« 

Fy.z 

-M 

Fi^ 

Fi.. 

F-ï., 

Fz,x     Fi.  Y 

Fl. 

Fz^ 

F°z.. 

Fz.= 

—  Cours,  IV. 
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On  a  d'ailleurs,  d'après  les  relations  (5), 


F'i.a-  —  y /u  î  -f-  yi  /j,.v  H-  yî/5,.r 


On  voit  ainsi  que  le  second  déterminant  du  second  membre 
de  la  relation  (6)  est  le  produit  du  module  de  substitution  M 
par  le  discriminant  (15i!k5) 

y,x      Jy*        Jy,z 

'     /""  f"  f        I 

!  Jz.x     Jz,y      Jz*       I 

On  a  donc  Qnalemenl,  à  la  place  de  la  relation  (6). 

A-  M»A; 
ce  qui  justifie  Ténoncé. 

Invariant. 

15W.  Soit /une  forme  quadratique  contenant  n  variables. 
Supposons  qu'on  la  soumette  à  une  substitution  linéaire  de 
module  M,  et  qu'on  obtienne  une  transformée  F.  Désignons 
par  cp  une  certaine  fonction  des  coefficients  de  /,  et  soit  ^  la 
fonction  analogue  ou  semblable  des  coefficients  F.  Si  Ton  a 

on  dit  que  la  fonction  9  est  un  invariant  de  la  fonction  /. 
L'invariant  est  absolu,  si  l'on  a  M''—  i  ou  />  =  o. 
Celte  définition  peut  s'étendre  à  un  ensemble  de  fonctions. 

15V8.  Si  l'on  considère  maintenant  des  formes  quadra- 
tiques, il  résulte  du  tbéorème  fondamental  du  n"  16W  que  les 
discriminants  sont  des  invariants,  en  raison  de  la  relation 

A':^M*A. 

Les  invariants  jouent  un  nMe  important  dans  la  théorie  des 
lignes  et  des  surfaces  du  second  degré. 
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Décomposition  d'une  forme  quadratique  en  carrés, 

méthode  directe. 

15  W.  Toute  fonction  homogène  du  second  degré  contenant 
n  variables  est  la  somme  des  carrés  de  n  formes  linéaires  {ou 
d'un  nombre  moindre). 

Pour  parvenir  à  cette  décomposition,  nous  emploierons 
d'abord  une  mélliode  fondée  sur  le  groupement  des  termes, 
à  laquelle  on  donne  souvent  le  nom  de  méthode  par  réduc- 
tion . 

Soit  /(^^i,  0:5,  . . .,  ^„)  la  fornje  quadratique  considérée.  Il 
y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

I*»  Supposons  que  la  fonction  f  renferme  au  moins  le  carré 
de  l'une  des  variables,  x^  par  exemple.  On  pourra  alors,  en 
l'ordonnant  par  rapport  à  ^i,  la  mettre  sous  la  forme 

>.  est  une  constante;  fji  est  une  fonction  linéaire  des  n  —  i  au- 
tres variables  ^j,  œ^,  ...,  Xf^;  v  esl  une  fonction  homogène 
du  second  degré  des  mômes  variables. 
On  a  alors 

/_-  lx\-\-  2|ULj:-,-i- V-     xr{}}x]-^  '>.[i\xy-A-  Xv) 


-  V  — 


On  a  ainsi  fait  apparaître  un  premier  carré,  qui  est  celui 
d'une  forme  linéaire  pouvant  renfermer  les  n  variables;  et  la 

a* 
partie  complémentaire,  v  —  ^  '  représente  nn^  fonction  homo- 
gène du  second  degré  qui  ne  contient  plus  que  //  —  i  variables. 
(Elle  peut  en  contenir  moins  à  cause  des  réductions  pos- 
sibles.) 

2®  Supposons  que  la  fonction  f  ne  renferme  le  carré  d'au» 
cune  variable,  mais  qu'elle  renferme,  par  exemple,  le  produit 
des  deux  variables  x^  et  ^r,.  En  l'ordonnant  par  rapport  à  ces 
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deux  variables,  on  pourra  la  mellre  sous  la  forme 

1  est  une  constante;  fx  et  v  sont  des  fonctions  linéaires  des 
n  —  2  variables  autres  que  x^  et  j?,;  p  est  une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  de  ces  «  —  a  variables. 
On  a,  évidemment, 


Mais,  en  vertu  de  l'identité, 


A-B\» 


--(^^)'- (-;--}. 


on  a  aussi 


jpj —  «jCj — 


Par  suite, 

On  fait  cette  fois  apparaître  deux  carrés,  et  ces  carrés  sont 
ceux  de  deux  formes  linéaires  pouvant  renfermer  les  n  va- 
riables; mais,  en  même  temps,  la  partie  complémentaire, 

p  —  ^>  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  qui  ren- 
ferme, au  plus,  les  n  —  2  variables  autres  que  j-,  et  jtj. 

Ainsi,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut  toujours  mettre  en 
évidence,  dans  la  fonction  /,  un  ou  deux  carrés  de  formes 
linéaires  qui  peuvent  renfermer  les  n  variables.  Dans  l'hypo- 
thèse d'un  seul  carré,  il  reste  à  considérer  une  fonction  homo- 
gène du  second  degré  contenant  au  plus/i  — i  variables;  dans 
rhypothèse  de  deux  carrés,  il  reste  à  considérer  une  fonc- 
tion homogène  du  second  degré  contenant  au  plus  n  —  2  va- 
riables. 

On  n'a  donc  qu'à  poursuivre  l'un  ou  l'autre  procédé  sur  la 
fonction  complémentaire;  et,  à  chaque  carré  mis  en  évidence. 


r 


ALGEBRE    SUPÉRIEURE.  778 

correspondra  la  disparition  d'une  nouvelle  variable  dans  la 
nouvelle  fonction  à  décomposer. 

On  voit  par  là  qu'on  obtiendra  finalement  n  carrés,  si  les 
coefficients  de  la  fonction /sont  généraux  ou  indéterminés. 
Dans  le  cas  contraire,  quelques-uns  de  ces  carrés  pourront 
manquer. 

1530.  Il  est  évident,  par  la  façon  même  dont  nous  venons 
de  procéder,  que  cette  décomposition  de  la  fonction  /  en 
n  carrés  peut  se  faire  de  plusieurs  manières,  suivant  Tordre 
dans  lequel  les  différentes  variables  interviennent.  Si  cet 
ordre  cbange,  les  résultats  obtenus  sont  distincts. 

On  le  vérifie  directement  en  appliquant  à  la  question  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés.  Dès  que  n  est  plus 
grand  que  i,  le  nombre  des  coefficients  indéterminés  surpasse 
celui  des  équations  de  condition,  et  il  y  a  une  infinité  de  so- 
lutions ou  une  infinité  de  décompositions  en  n  carrés. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  un 
exemple  de  la  méthode  directe  qu'on  vient  d'exposer  (ISW). 


Application. 

1551.  Soit  la  fonction  homogène  du  second  degré  à  trois 
varia  blés  y  dont  les  coefficients  sont  supposés  indéterminés  y  et 
quon  veut  décomposer  en  une  somme  de  trois  carrés. 

On  a 

/(x,  V,  z)—:Kx^-^  A'^*H- A'^'-h  2BJ-5  -^  iW  xz  -\-  lY^"  xy. 

En  ordonnant  par  rapport  à  Xy  il  vient 

/  -  :  A.r*-f-  2(B'5  -h  Wy)x  h-  A'/* -h  A''^» h-  2B/3 

=  i  [  A«a:«  -h  2(B's  -f-  Wy)kx  -h  A( A'j'-h  A''^'^-  2B75)] 

A. 

=1  i  ;  [AxH-(B'54-BV)]'4-A(A>«-+- A's'-h  aB/s)-(B'5  -f-  VyY  \. 

Il  en  résulte 

I,.  „,        ^,   .^      ACAV-i-A'^'-^aB/^)  — (B'5  4-BV)« 


.■%■ 
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On  a  donc  un  premier  carré,  et  il  reste  à  décomposer  la 
fonction 

On  a,  en  développant, 

AA^-^-^AA"j'-4-  2\nyz  —  B"5«-  i\i'Wyz-W^ 
/.-  -  — •  ^       -^  ^ 

ou,  (Ml  ordonnant  par  rapport  à/, 


/,!-  --  [(AA'-ir*)7«-t-  2(AB-  B'B')/^-+-  (AA'-B'*)-M 

A 

-  A(ÀT4'-  ïr^  f^'^-^'-  "  ^''^-^  -^  ('^^  "  B'B')3? 

'    a|.^'^'^       "    ^"'  AA'~B"«     ^J- 

On  trouve  ainsi  un  second  carré,  et  il  n'y  a  plus  à  considérer 
que  la  fonction 

I   (VV      B ')  (  AA  -    W^)  -  (  AB  -  WWy    , 
*^'~  A  AV-B^*  ^' 

qui  devient,  en  développant  et  en  simplifiant, 

\V  VmBB  B'^—  VB«- A  B^»—  V^B"'    , 
/»  -  —       ÂÂ       B*  ^* 

En  réunissant  tous  ces  résultats  et  en  posant 


v  "  «' 


.       A  VA'  t-  ^  BB'  B'  -  AB*-  A'  B'     A'IT»  _ 


A(AA -^  B"*)      '  '  AA'      B'» 

V^H-B'^^BV      "^^     (AA'-B'^)k-}-(AB-B'B'')3^Y,     z-^'l, 

on  a  Onalement 

On  peut  remarquer  que  X  est  la  demi-dérivéc  partielle 
~  fxi  ^^  Q"^  ^  ^^^  ^^  demi-dérivée  partielle  -/,'^.  multipliée 

par  A.  On  peut  aussi  remarquer  que  y  est  le  discriminant  A 
de  la  fonction/ (15iV)  divisé  par  A  A'— B'^*,  c'est-à-dire  divisé 
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par  le  miaeur  de  première  classe  el  de  second  ordre  (W) 
qu'on  obtient  en  supprimant,  dans  le  discriminant  A,  la  der- 
nière colonne  et  la  dernière  ligne. 


Des  décompositions  irréductibles. 

1552.  11  résulte  de  ce  qui  précède  (154.9)  qu'une  forme  qua- 
dratique contenant  n  variables  est  toujours  décomposable  en 
une  somme  de  n  carrés  de  formes  linéaires  ou  en  un  nombre 
moindre  au  moins  égal  à  i.  Mais,  une  fois  cette  première  dé- 
composition obtenue,  on  peut  indiquer  d'autres  décomposi- 
tions renfermant  un  nombre  quelconque  de  carrés. 

En  effet,  supposons  qu'on  ait  décomposé  la  forme  quadra- 
tique /  6e  n  variables  en  une  somme  de  carrés  de  formes 
linéaires  représentée  par  In  et  renfermant  au  moins  un  carré. 
Désignons  par  1^  la  somme  des  carrés  de  p  formes  linéaires 
des  mômes  variables,  ces  formes  étant  choisies  arbitraire- 
ment et  p  étant  quelconque. 

On  a  identiquement 

/=  2,-4- (2,-2,). 

Or,  I1  —  I2  est  une  forme  quadratique  des  n  variables  consi- 
dérées qu'on  pourra  toujours,  par  la  méthode  directe  de 
jj:roupement  des  termes  (1549),  décomposer  en  un  nombre 
de  carrés,  égal  ou  inférieur  à  n,  mais  au  moins  égal  à  i.  Par 
suite,  la  forme  quadratique  /  se  trouvera  décomposée  ém  un 
nombre  de  carrés,  supérieur  a  p,  ei  p  est  quelconque. 

1553.  Parmi  toutes  ces  décompositions  possibles  en  nombre 
infini,  il  est  naturel  de  chercher  à  distinguer  celles  qui  ren- 
ferment le  plus  petit  nombre  de  carrés.  Elles  ont  pour  carac- 
tère commun  de  ne  pouvoir  être  remplacées  par  une  autre 
décomposition  contenant  un  nombre  moindre  de  carrés.  On 
dit  alors  qu'elles  constituent  une  décomposition  en  une  somme 
fie  carrés  irréductible. 

Nous  allons  montrer  que  la  décomposition  en  carrés  est 
réductible  ou  irréductible,  suivant  que  les  formes  linéaires 
élevées  au  carré  dans  cette  décomposition  sont  elles-mêmes 
dépendantes  ou  indépendantes  (1535). 
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155&.  Loî'squ*  une  forme  quadratique  f y  de  n  variables  a^^* 
Xj,  . . . ,  a?„,  est  décomposée  en  p  carrés  de  formes  linéaires 
dépendantes,  on  peut  la  décomposer  en  un  nombre  moindi^ 
de  carrés  déformes  linéaires. 

Supposons  que  (9)  représente  une  forme  linéaire  des  va- 
riables» y  compris  le  facteur  numérique  que  cette  forme  peut 
admettre,  et  qu'on  ait 

(i)  /rzz9J-f-9»-h...^-a)*. 

Les  formes  linéaires  (9)  étant  dépendantes,  on  a  (1535),  les. 
coefficients  (X)  n'étant  pas  tous  nuls, 

Admettons  que  "kp  soit  différent  de  zéro.  On  déduit  de  la 
relation  (a) 

A,9, -hX,(p,-i-. .  .-H  Xp-.,9p_, 

Op~ ^ , 

'p 

et  ridenlité  (i)  devient 

{\  bis)  l  Çkx^x-^-  ).t9t  -4- ...  4"  Xp-i  9p  -t\' 


/ Al  9,  +  7,9, -4- . . .  -f-  Ap-1  9p  -A ■ 


Si  Ton  regarde  alors  /  comme  une  forme  quadratique  des 
nouvelles  variables  9,,  9,,  ... ,  9^-1,  on  pourra,  en  employant 
la  méthode  de  groupement  des  termes  (ISW),  la  décomposer 
en  une  somme  de  /?  —  i  carrés  au  plus  de  formes  linéaires 
des  variables  91,  91,  . . .,  9^,-1,  ou  des  variables  primitives  j?,, 
xj,  . . ,,  a7„.  Par  suite,  la  décomposition  (i)  pouvant  être  rem- 
placée par  une  autre  décomposition,  contenant  un  nombre 
moindre  de  carrés,  n'est  pas  irréductible  (1553). 

1555.  Lorsqu'une  forme  quadratique  f,  de  n  variables  .r,, 
*r„  . . . ,  j?,i,  est  décomposée  en  p  carrés  de  formes  linéaires 
indépendantes,  cette  décomposition  est  irréductible. 

Les  formes  linéaires  étant  indépendantes,  le  nombre  n  des 
variables  ne  peut  pas  être  inférieur  au  nombre  p  de  ces 
formes  (1536);  mais  il  peut  être  égal  ou  supérieur  (1537, 
1538).  On  a  donc  deux  cas  à  distinguer  : 
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Soit  d'abord  n=:p. 

il  faut  prouver  qu'il  n'existe  aucune  décomposition  conte- 
nant moins  de  p  carrés  et  reproduisant  /.  Représentons  les 
formes  linéaires  de  la  première  décomposition  par  (9),  et 
les  formes  linéaires  d'une  seconde  décomposition  réduite 
(regardée  comme  possible)  par  {^),  en  admettant  que  ces 
symboles  comprennent  les  facteurs  numériques  qui  peuvent 
affecter  les  formes  linéaires  correspondantes.  Il  s'agit  de 
montrer  que  l'identité 

(  I )  9Î  -H  ?î  +  ...-+-  <pî  ="•  +î  +  ^î  ^-  •••  -^  Vp~i 

est  impossible. 

En  prenant  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de 
celte  identité  par  rapport  aux  variables  ^1,  j?„  . . . ,  j^p  [/>  =  /i], 
et  en  les  égalant  à  zéro,  on  obtient  un  système  de  p  équa- 
tions linéaires  et  bomogènes  (dont  on  peut  diviser  les  deux 
membres  par  2).  En  considérant  alors  les  formes  (9)  comme 
nouvelles  variables,  le  déterminant  de  ce  système  est  celui 
des  coefficients  des  variables  primitives  dans  ces  mêmes 
formes,  et  il  ne  peut  être  nul  puisque  les  formes  (9)  sont 
indépendantes  (1537).  Le  système  des  variables  (9)  n'ad- 
mettra donc  pas  d'autres  solutions  (101)  que 

Mais,  si  l'on  revient  dans  ce  système  aux  variables  primitives, 
le  déterminant  reste  le  même,  et  l'on  n'a  pas  d'autres  solu- 
tions pour  ces  variables  que 

D'autre  part,  si  l'on  opère  de  la  même  manière  relativement 
au  second  membre  de  l'identité  (i),  on  obtient  un  système 
d'équations 

4'i  =  0,  ^2=0,  ...,  v};p_,  — o, 

dont  les  solutions  devraient  être  identiques  aux  précédentes. 
Or,  ici,  le  nombre  des  variables  surpasse  celui  des  équations. 
Par  conséquent,  ce  second  système  est  indéterminé  (101)  et 
admet  une  infinité  de  solutions  autres  que  zéro  pour  les  va- 
nauies  <37|,  m/j,  ■  ■  *  >  **'p* 

Lorsque  l'on  a  n^=p,  l'identité  (i)  ne  peut  donc  pas 
exister. 
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Soit  maintenant  n  >  p. 

En  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  du  premier  membre 
de  ridentité  (i)  par  rapport  à  ^1,  or,,  . . .,  x^y  et  en  prenant 
pour  nouvelles  variables  les  formes  (9),  on  obtient  n  équa- 
tions contenant  p  variables,  les  coefficients  de  ces  variables 
étant  les  coefficients  des  variables  primitives  dans  ces  mêmes 
formes  (9). 

Ces  formes  étant  indépendantes  par  hypothèse,  les  déter- 
minants du  ^»«'»»>«  ordre,  obtenus  en  supprimant  de  toutes  les 
manières  possibles  n  —  p  équations  sur  les  n  équations  con- 
sidérées, ne  seront  pas  tous  nuls  (1538).  Il  n'y  aura  donc  pas 
indétermination,  et  le  système  des  variables  (9)  n'admettm 
pas  d'autres  solutions  (101)  que 

9\  —  Oy         9î  — ^>         ■••»         9p~^' 

Mais,  si  Ton  revient  dans  ce  système  aux  variables  pri- 
mitives ,r,,  .r,,  ...,  Xny  on  a  n  inconnues  et/?  équations, 
de  sorte  qu'il  y  a  pour  ces  inconnues  indétermination  do 
l'ordre  n  —p. 

En  raisonnant  de  même  par  rapport  au  second  membre  de 
l'identité  (i),  on  arrive  au  système 


^1   ~o,  'l^j-o,  ....  ^p_,=iO, 

dont  les  solutions,  par  rapport  aux  variables  primitives,  de- 
vraient être  identiques  aux  précédentes.  Or,  ces  solutions 
seront  bien  indéterminées,  mais  Tordre  de  leur  indétermi- 
nation sera  /t  —  />  -h  r . 

Il  s'ensuit  que  l'identité  (i)  ne  peut  pas  avoir  lieu,  el  que 
la  décomposition  de  la  forme  quadratique  /  est  irréductible 
dans  ce  second  cas  comme  dans  le  premier. 

1556.  La  méthode  directe  par  réduction  (1549)  conduit  à 
une  décomposition  irréductible. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  d'établir  que  les  formes  linéaires, 
que  celte  méthode  met  en  évidence,  sont  indépendantes(1555). 

Or,  quand  une  forme  quadratique/,  de  n  variables,  con- 
tient au  moins  le  carré^de  l'une  d'elles,  ^,  par  exemple,  on 
sait  que  l'on  peut  mettre  en  évidence  un  premier  carré  d'une 
forme  linéaire  contenant  les  n  variables,  augmenté  d'une 


i 
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autre  forme  quadratique  ne  contenant  plus  ^,.  Il  y  a  donc  né- 
cessairement indépendance  entre  la  première  forme  linéaire 
et  celles  qu'on  peut  déduire  par  le  même  procédé  de  la  se- 
conde forme  quadratique,  de  sorte  que  la  décomposition  de  / 
ainsi  poursuivie  sera  bien  irréductible. 

Si  la  forme  quadratique  /  ne  contient  le  carré  d'aucune 
des  variables  qui  y  entrent,  elle  renferme  le  produit  de  deux 
d'entre  elles,  a:,  et  x^  par  exemple.  On  peut  alors  mettre  en 
évidence,  par  une  première  opération,  deux  carrés  de  formes 
linéaires  contenant  les  n  variables,  tandis  que  la  partie  com- 
plémentaire est  une  seconde  forme  quadratique  qui  ne  ren- 
ferme plus  xi  et  xj.  Il  y  a  donc  nécessairement  indépendance 
entre  les  deux  premières  formes  linéaires  et  celles  qu'on  peut 
déduire  de  la  seconde  forme  quadratique  en  appliquant  le 
même  procédé,  de  sorte  que  la  décomposition  de /ainsi  con- 
linuée  sera  bien  encore  irréductible.  On  peul  aller  plus  loin 
et  montrer  que  les  deux  premières  formes  linéaires  obtenues 
sont  elles-mêmes  indépendantes,  c'est-à-dire  qu'on  ne  peul 
pas  avoir  (1535),  en  désignant  par  a  et  (3  deux  constantes  dif- 
férentes de  zéro  et  en  se  reportant  au  n°  154.9, 

En  effet,  cette  identité  exige  que  les  coefficients  de  j?i  et  de 
r,  soient  nuls  ou  qu'on  ait  a-i-[3r=ro  et  a~j3  — o,  ce  qui 
entraîne  a  =  o  et  p  =:  o. 


Décomposition  d'une  forme  quadratique  en  carrés,  par  l'emploi 

d'une  substitution  linéaire. 

1557.  Soit  une  forme  quadratique  /  de  n  variables,  à 
laquelle  nous  ferons  subir  une  substitution  linéaire  (1535). 
Admettons  que  cette  substitution  ait  produit  la  décomposi- 
tion de  la  forme  /  en  n  carrés,  tels  que 

(Ai.o-^'i-^-  A,,o^2-i-  Aa.O-^a^-  ■  •  •  H-  An^fi^n)^- 

(Le  premier  indice  répond  dans  chaque  terme  à  la  variable 
associée  et  le  second,  au  rang  du  carré  dans  la  décomposition 
obtenue.) 

11  y  a  identité  entre  la  fonction  /  et  la  fonction  trans- 
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formée  F,  de  sorte  qu'on  peut  poser  symboliquement  (1540) 

,  i  =  n    j  =  n 

)  1  =  1    7  =  1 

0  =  1 

Il  y  a,  en  général  (1550,  1552),  une  Infmité  de  systèmes  de 
valeurs  des  indéterminées  (A),  qui  rendent  identiques  les 
deux  membres  de  la  relation  (i).  Choisissons  Tun  d'eux,  et 
posons  pour  ce  système  les  équations 

Xj  -  -  Ai,i  J^\  H-  Aj,i  x^-\- .  .  •  -{-  A;,^i  J™,|, 
,  X*  =  Ai,5  J"i  4- Aj^j  J^j-f- .  .  . -h  A„^j  ^/i, 
1   » 

\„  '='■  A|^„ Xi  -h  Aj^n  J^j  -h  ...  -h  Afl^n  J?/|. 

Si  le  déterminant  D  des  coefficients  des  variables  Xi,  x„  . . . , 
^,1,  dans  les  équations  (2),  n'est  pas  nul,  on  pourra  tirer  de 
ces  équations  des  valeurs  finies  et  déterminées  (82)  pour  ces 
mêmes  variables,  et  l'on  aura  (80) 

ij7,  zz:  a,  ,  \^  -+-  aj^t  Xj  4- .  .  .  h  ac„^i  X«, 
• » 

(^ette  substitution  linéaire  transformera  alors  la  forme  qua- 
drati(|ue/en  une  somme  de  n  carrés,  et  l'on  aura 

y  --"  X|  -t-  X,  -h  X3  -r  .  .  .  -i-  X;,. 

Nous  avons  trouvé  précédemment  (15W)),  pour  l'expression 
de  la  demi-dérivée  partielle  de/  par  rapport  à  j-/, 


A^  =  n 


c'est-à-dire 


*=i 
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Comme  on  a  aussi 


^  =  n 


f=^^(^u^^i  -H  A.%,^^i 4- . . .  +  A/,e^«-4- . . .  -H  An,^a:„y, 


6=:l 

on  peut  en  déduire  également  (564),  en  prenant  les  demi- 
dérivées  partielles  des  deux  membres  par  rapport  à  Xf, 

6=1 

En  comparant  les  valeurs  (4)  cl  (5),  on  trouve  [le  coefli- 
cient  de  a-j^  dans  la  relation  (5)  étant  Aa.b] 


^'/.A-^^Aa-Jj  A/,Q, 


6=1 


pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i  et  X .  On  a  donc 


(6) 


^/,*  -=  A/,1  Ajt,i  -h  A|,,  A;i.,,4-. . .  4-  Ai,,t  Aa-,/î. 


Mais  le  discriminant  A  de  la  forme  /  est  précisément  (154^) 
le  déterminant 


^1,1       ^i,i      ^1,3 

^J,l         ^J.î         ^î,3 


a 


1.'* 


a 


t,n 


«/i,l       ^«,8      « 


«,3         •  •  •         ^/I,/l 


tandis  qu'on  a,  pour  le  déterminant  D  des  équations  (2),  en 
prenant  les  colonnes  pour  les  lignes  et  inversement, 


D 


Am 


A,., 

Aj,2 


Al, 3 

Aj,3 


A/j,l        A«,2        A;,^; 


Aj.n 

Aj.» 

•  ■   •  • 

A/i,« 


Or,  d'après  la  relation  (6)  et  l'expression  du  carré  d'un  déter- 
minant (73),  on  a  évidemment 


(7) 


A=D«. 


Ainsi,  le  discriminant  de  la  forme  quadratique  est  égal  au 
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carré  du  délcrminant  des  équations  (2)  [par  lesquelles  on 
repasserait  de  la  transformée  F  à  la  fonction  donnée/]. 

D'ailleurs,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
substitution  linéaire  qui  transforme  /  en  une  somme  de  /* 
carrés  puisse  être  effectuée,  c'est  que  le  déterminant  D  soit 
différent  de  zéro  ou,  ce  qui  revient  au  même  d'après  la  rela- 
tion (7),  que  le  discriminant  ou  Tinvariant  A  de  la  forme  qua- 
dratique/soit  différent  de  zéro. 

En  résumé,  tant  que  le  discriminanL  de  la  forme  quadra- 
tique considérée  n'est  pas  nul,  on  peut  la  décomposer  par  une 
substitution  linéaire  en  une  somme  formée  d'autant  de  carrés 
que  la  forme  contient  de  variables.  C'est  ce  qui  devient  im- 
possible, lorsque  le  discriminant  de  la  forme  est  nul, 

Nous  allons  préciser  davantage  ce  résultat  important. 

Conditions  relatives  an  nombre  des  carrés  de  la  décomposition, 
lorsque  ce  nombre  est  moindre  que  celui  des  variables  de  la 
forme  quadratique. 

1558.  Pour  qu'une  forme  quadratique  f  de  n  variables 
puisse  se  décomposer,  d'une  manière  irréductible,  en  moins 
de  n  carrés,  il  faut  et  il  suffit  que  son  discriminant  A  soit 
nul. 

Supposons  p  <  w,  et  soit 

Les  formes  linéaires  Xi,  Xj,  . . .,  \p  sont  nécessairement  in- 
dépendantes, sans  quoi  la  décomposition  ne  serait  pas  irré- 
ductible (1554).  D'ailleurs  (101),  le  système  obtenu  en  égalant 
à  zéro  ces  formes  linéaires  admet  une  solution  011  les  valeurs 
des  inconnues  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

D'autre  part,  il  est  clair  que  les  demi-dérivées  partielles  de 

/,  telles  que  -/J.,,  sont  des  formes  linéaires  des  (X).  La  solu- 
tion indiquée  annulera  donc  les  demi-dérivées  partielles  par 
dos  valeurs  des  variables  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles.  Il  en 
résulte  que  le  déterminant  des  demi-dérivées  partielles  ou  le 
discriminant  de/ (1543)  est  nul  (102). 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  la  décomposition  contient»  d'une 
manière  irréductible,  moins  de  carrés  qu'il  n'y  a  de  variables,, 
le  discriminant  A  est  nul. 
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Inversement,  supposons  A  =i  o  et  admettons  pour  un  in- 
stant qu'on  ait 

Il  y  aura  entre  les  demi-dérivées  partielles  de  la  forme  qua- 
dratique /  (dont  le  discriminant  A  est  le  déterminant),  ou 
entre  ces  dérivées  partielles  elles-mêmes,  certaines  relations 
linéaires  et  homogènes  (105),  et  au  moins  une,  de  la  forme 
[tous  les  (X)  n'étant  pas  nuls] 

(O  Xi/r.-4-X,A-^----^^«/x»=^o. 

Ces  dérivées  partielles  étant  toujours  des  formes  linéaires 
des  (X),  telles  que 

(  '^  )  fxi  =  «1, 1 X 1  -h  a/,2 X2  -h . . .  -h  «1 ,«  X„ , 

si  on  les  remplace  par  leurs  valeurs  dans  la  relation  (2),  il 
vient  évidemment,  en  ordonnant  par  rapport  aux  (X), 


(  '}.  Ifis) 


(X|Otl,l    4-  ^2^2,1  +  •  •  -"^  ^/»^/l,l  )Xl 

•4-  (Xiai,2  +  ^î^J,!  -l-  .  .  .-4-  ^^n<^-n,t)^i 
~~i~  ...■•.....•••••••••••••••••'••  • 

~f~  (^l  ^l,n  "+■  ^2^1,1»  H--  •  •  -t-  t^n^n^n)  X/,  =  O. 


Si  tous  les  coefficients  des  (X)  ne  sont  pas  nuls,  la  relation 
(2  bis)  prouve  que  Tune  de  ces  formes  linéaires  peut  s'ex- 
primer en  fonction  des  autres.  Si  tous  les  coefficients  des  (X) 
sont  nuls  dans  cette  relation,  le  déterminant  des  coefficients 
(a)  des  Çk)  est  forcément  nul  (104);  ce  qui  entraîne  encore 
certaines  relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  (X)  dont 
les  (a)  sont  les  coefficients  dans  les  équations  analogues  à 
l'équation  (3)  [91],  et  la  même  conclusion  suhsiste. 

La  forme  quadratique  /  ne  renfermera  alors  au  plus,  par 
l'élimination  de  l'une  d'elles,  que  n  —  i  variahles  (X).  La  mé- 
thode de  réduction  (154-9)  ne  pourra  donc  ramener /à  plus 
lie  n  —  I  carrés  de  formes  linéaires  de  ces  mêmes  variahlos 
qui,  par  substitution,  deviendront  /i  — 1  carrés  de  formes 
linéaires  des  variables  primitives  x,,  o^,,  . . .,  .r„. 

Le  théorème  est  donc  établi. 


r84  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

1559.  Pour  qu'une  forme  quadratique  f  de  n  variables  se 
décompose,  d'une  manière  irréductible,  en  une  somme  de 
p  carrés  déformes  linéaires  de  ces  variables  (p  <.  n),  il  faut 
et  il  suffit  que,  son  discriminant  A  étant  nul,  les  mineurs  de 
ce  déterminant,  d'ordre  p  -\-i  ou  de  classe  n  — />  —  i,  soient 
tous  nuls,  sans  que  la  même  condition  soit  remplie  par  les 
mineurs  d'ordre  p  ou  de  classe  n  —  p  (44). 

Supposons  qif on  ait 

(i)  /=  XJ -4- X»  ■+-...  +-XJ. 

On  a,  à  la  fois  (154-3),  les  n  variables  étant  a?,,  ^,.  . . .,  .r,, 

<2)  ■:fxi—(^i,\^\-r-ai^iJOj,  +  .  .  .-h  ai^n^ny 

(3)  X,=  aija:-|-4-  «1,2^^2 -^- .  --H  <Xi^n^n' 

En  appliquant  alors  le  théorème  des  fonctions  composées 
<567)  à  l'équation  (r),  il  vient 

<4)  "/«•.—  ^'^^fXi-h  a,,,XjH-. .  .H-  ocp^iXp, 

Le  discriminant  À  étant  le  déterminant  des  coefficients  des 
demi-dérivées  partielles  (1543),  considérons  Vun  quelconque 
de  ses  mineurs  d'ordre  /?  -t- 1.  On  peut  admettre  que,  par  des 
changements  permis,  on  ait  amené  ce  mineur  à  occuper  les 
p  -4- 1  premières  colonnes  de  A,  en  faisant  concorder  les 
indices  des  variables  avec  les  rangs  des  colonnes.  On  fera 
ainsi  intervenir  les  coefficients  des/?-hi  variables  Xj,  jc,,  ..., 
Xp^x*  Annulons  les  /i  —  p  —i  autres.  Les  relations  telles  que 
(2)  et  (3)  contiendront  alors  seulement  les  />4-i  premières 
variables,  et  leurs  premiers  membres  deviendront,  si  Fou 
veut,  9;  et  X;  pour  Xp^^  ~  Xp^^-^. . .  —  x„  —  o. 

Mais  les  équations  Xi  —  o  (/i=::  i,  2,  3,  ...,/?),  contenant 
p-\-\  variables  et  étant  en  nombre />,  admettront  une  solution 
où  toutes  les  valeurs  des  inconnues  ne  seront  pas  nulles  (101). 
Pour  celte  solution,  tous  les  9;  [équations  (4)  et  (2)]  s'annu- 
leront, de  sorte  que  le  déterminant  des  coefficients  des  va- 
riables conservées  [équation  (2)]  x,,  j^„  . . .,  Xp^^^  sera  lui- 
même  égal  à  zéro,  puisque  toutes  ces  variables  ne  sont  pas 
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nulles  (101).  Ce  déterminant  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que 
le  mineur  d'ordre  p  -h  i  considéré  dans  le  discriminant  A. 

Le  môme  raisonnement  pouvant  ôtre  répété  pour  tous  les 
mineurs  d'ordre  /?H-i,  ces  mineurs  sont  tous  nuls,  et  il  en  est 
nécessairement  de  môme  des  mineurs  d'ordre  /?-h3,  /?-^3, ..., 
jusqu'au  discriminant  A  lui-même. 

Ainsi,  la  décomposition  irréductible  de  la  forme /de  n  va- 
riables en  p  carrés  entraine  la  nullité  de  tous  les  mineurs 
d'ordre  /?  -i-  i  de  son  discriminant  A. 

Supposons  maintenant,  réciproquement,  que  tous  les  mi- 
neurs d'ordre  /?  +  i  du  discriminant  A  soient  nuls,  sans  que 
tous  les  mineurs  d'ordre  p  remplissent  la  môme  condition  : 
on  pourra  alors  décomposer,  d'une  manière  irréductible,  la 
forme  quadratique/ en />  carrés. 

Prenons  Y  un  quelconque  des  mineurs  d'ordre  p  qui  ne  sont 
pas  nuls.  On  peut  admettre,  comme  précédemment,  qu'on  Ta 
amené,  par  des  changements  convenables,  à  occuper  les  p  pre- 
mières lignes  et  les  colonnes  [3i,  p,, ...,  (3^,  du  discriminant  A. 
Ce  mineur  sera  alors  exprimé  de  la  manière  suivante,  et  l'on 
aura,  par  hypothèse. 


(•>) 


«?. 

a^p 

«?■ 

. .     a?^p 

«  •   . 

flp' 

•  •  •            •    • 

«            •  •  • 

o. 


On  a  en  môme  temps,  en  bordant  ce  déterminant  comme  il 
est  indiqué, 


(«) 


«' 


!i. 


a[ 


3. 


«?; 


a^'- 


a 


% 


a»; 


a\v 


rf-i.. 


J  J'y 

-r 


1=0. 


£n  effet,  si  l'on  décompose  ce  dernier  déterminant  en  raison 
des  n  éléments  polynômes  de  la  dernière  colonne  (56),  on  ob- 

Db  C.  —  Court,  IV. 
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tient  n  déteraiiaanls  de  la  forme  (nous 'écrivons  seulement 
[voir  équation  (a)]  a\y  a\y  . .  .^  au  lieu  de  a^^u  <^k,u  •  •  •) 


a 


3. 


(6^«) 


?. 


a\ 


4' 

1  «?u 


a 


a 


1 


""lu 


a^/» 

«f 

a% 

«i 

m     9    • 

air 

< 

"l'.h 

^/if/l    1 

•a?A» 


et  tous  ces  déterminants  sont  nuls  :  les  uns,  identiquement, 
si  Ton  donne  à  A-  les  valeurs  Pi,  {3,,  ...,  (3p,  puisqu'ils  ont  alors 
deux  colonnes  identiques  (47);  les  autres,  comme  mineurs 
d'ordre  z'  +  i,  si  Ton  donne  à  k  les  autres  valeurs  entières 
entre  i  et  n,  y  compris  ces  deux  limites. 

Il  résulte  de  la  nullité  du  déterminant  (6),  qu'il  existe  (lOi) 
une  relation  linéaire  homogène  entre  les  demi-dérivées  par- 
tielles qui  y  entrent,  de  sorte  qu'on  pourra  obtenir  -/r,^^  en 

fonction  des  autres  demi-dérivées  partielles  7/I.,,  7/!-,,  .  •  -  • 

T  fxf-  Le  coefficient  de  -/.r^^i,  dans  cette  relation  est  précisé- 

ment  le  mineur  d'ordre/?  considéré  spécialement  [relation  (5)]. 
Comme  ce  qu'on  vient  de  dire  s'applique  pour 

on  voit  qu'on  pourra  obtenir  les  n  —  p  demi-dérivées  par- 
tielles y/V»'  7 /«•/•*'  ■  •  •'  r.f'^ny  en  fonction  des  p  premières 

Cela  posé,  on  peut  écrire,  en  remplaçant  [équation  (1)]  / 
par  (3/  et  en  mettant  cet  indice  en  exposant, 

(îP. 

et  Ton  a,  évidemment. 


(D 
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D'ailleurs,  en  bordant  le  déterminant  (5)  comme  ci-dessus, 
après  avoir  échangé  les  lignes  et  les  colonnes,  on  a 


19) 


«?■ 

aÇ» 

«?,' 

GP. 

«?• 

s 

•     -î' 

GP. 

«   •   • 

•    •    •                      • 

•    •                   ■  •  ■ 

•    •     • 

G?, 

'-K. 

'-r..    . 

..    -ir.. 

o 

~  o. 


£n  effet,  dans  la  dernière  colonne,  les  (G^«)  se  décomposent 
en  p  termes  de  la  forme  a^'o-j^,  et  9  se  décompose  en  p  termes 

de  la  forme  -fn-^k*  Le  déterminant  (9)  se  décompose  donc 
lui-même  en  p  déterminants  de  la  forme 


(c\bis) 


1 

(7?- 


a?^v 


a 


a 


ah 


•    •    • 


I 
2 


yj|     .../•»« 


-l' 

al 

„3, 

-?•• 

or^ 

]fxy 

't'/,y 


et  tous  ces  déterminants  s'évanouissent  comme  ayant  deux 
colonnes  identiques,  quand  on  fait  varier  k  depuis  1  jusqu'à />. 

Remplaçons  maintenant  dans  le  déterminant  (9),  dont  nous 
venons  de  démontrer  la  nullité,  les  (GPO  et  9  par  leurs  valeurs 
déduites  des  relations  (7)  et  (8). 

9  comprendra  n—p-{-i  termes,  et  il  en  sera  de  même  des 
(GP.)-  On  pourra  donc  décomposer  le  déterminant  (9)  [qui 
est  nul]  en  n  —p  h-  i  autres  déterminants.  Le  premier  de  ces 
déterminants  sera 


(10) 


«?■ 

«»^' 

«3. 

a^'. 

•    •   • 

•  ■  • 

-/•' 
a^'' 

-r 

a 


a 


P. 


?. 


ar? 


^  /•»>  / 
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Les  n—p  (léterminanls  qui  le  suivent  sont  évidemment  (54) 
de  la  forme 


«?» 


a 


\ 


P. 


a 


a^F 


s. 


a> 


a% 


I 


I 


-  f 


p 


^t 


a 


Cl 


/7r' 


*^p-^h 


et  chacun  d'eux  est  nui,  d'après  le  calcul  développé  précé- 
demment relativement  au  déterminant  (6),  dont  ces  n—p 
déterminants  ne  diffèrent  que  par  l'échange  des  lignes  et  des 
colonnes.  Il  en  résulte  que  le  premier  déterminant  (lo)  doit 
être  nul  lui-même,  et  Ton  obtiendra  ainsi  /  comme  fonction 

quadratique  de  -/;,,  -/;„  . . .,  -/.;^  et  de  -/;^  ,  -/iji  »  •  -. 

Mais  nous  avons  vu,  à  la  An  de  la  première  partie  de  cette  dé- 
monstration, qu'on  peut  obtenir  -/;,„,,  -/rw»,  ...,  -f'x^  ei, 

n  fortiori,    '  /'    ,    -  /'    -  /;  „  ,  en  fonction  de  -  /;,, 

11  faut  donc  en  conclure  que,  toute  réduction  faite, /est  une 
forme  quadratique  qui  ne  contient  que  ces  dernières  formes 
linéaires  qui  sont  en  nombre/?,  c'est-à-dire  que  sa  décompo- 
sition irréductible  comporte  seulement  p  carrés  :  c'est  ce  qu'il 
s'agissait  de  prouver  (  *). 


Conditions  pour  qn'une  forme  qnadratiqne  se  réduise  à  un  carré 
parfait  ou  à  un  produit  de  deu^  formes  linéaires. 

1500.  Pour  (]ue  la  forme  quadratique  soit  un  carré  parfait 
(sauf  un  coefficient  numérique),  il  faut  que  sa  décomposition 
irréductible  ne  renferme  qu'un  carré.  Il  suffit  donc,  pour 


(')  Voira  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Bieulbr  sur  les  Équations  linéaires 
(  youvelles  Annales  de  Mathématiques,  i*  série,  t.  XX,  i88o),  et  les  JVotes 
autographiécs  du  Cours  de  Mathématiques  spéciales  de  M.  Poujade,  au 
lycée  de  Lyon,  année  1881-1882. 
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irouverles  conditions  nécessaires,  de  faire />  =  i  dans  l'énoncé 
du  théorème  précédent  (1559). 

Par  conséquent,  pour  qu  une  forme  quadratique  soit  carré 
parfaitj  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
de  son  discriminant  soient  nuls,  sans  que  cette  condition  soit 
remplie  par  les  mineurs  du  premier  ordre  ou  par  les  éléments 
mêmes  du  discriminant. 

1561.  Reprenons,  par  exemple,  la  forme  quadratique  à  trois 
variables  (1551) 

/(•^•,  r»  -)  -  A^^-f-  A'.v«-4-  AV-f-  2B7C  H-  2B'^s  -f-  2B''xj. 
Le  discriminant  est  ici 


1^ 


A      B"    BM 

B''    A'     B    I  -  AA'A%-2BB'B''-AB«-A'B'*-A'B"*. 

B'     B      A'  j 


Pour  que  la  forme  soit  un  carré  parfait,  tous  les  mineurs 
du  second  ordre  de  A  doivent  être  nuls,  et  Ton  doit  avoir 


A' 

B 

B' 

B 

B' 

A' 

B 

A' 

r..  0, 

B' 

A' 

-   0, 

B' 

B 

B' 

B' 

A 

B' 

A 

B' 

B 

A' 

—    0, 

B' 

A" 

^0, 

iB' 

B 

B' 

B' 

A 

B' 

• 

A 

B' 

A' 

B 

-     0, 

B" 

B 

—  0, 

B" 

A' 

—  o, 


o, 


=:0. 


Il  est  facile  de  voir  que  ces  conditions  se  réduisent  à  trois. 
Trois  d'entre  elles  se  reproduisant  deux  fois,  on  n'a  en  réalité 
à  considérer  que  les  six  conditions 

(0 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 


A' A' 

-B», 

A  A' 

r--.  B", 

AA' 

B", 

A'B' 

-  BB', 

A'  B' 

-  BB', 

AB 

-B'B» 

79<^  ALGÈBRE    SUPÉRIEURK. 

Les  mineurs  du  premier  ordre  ue  devant  pas  être  tous 
nuls,  supposons  A  différent  de  zéro,  et  considérons  les  éga- 
lités (îî),  (3),  (6),  où  entre  A. 

En  combinant  les  égalités  (3)  et  (6)  par  division,  on  a 

A  B  '     B'  B"^         ^"  B  ~  ÎF     '  ^'^^***^*  ^  -^  )]  • 

on  combinant  (2)  et  (6),  on  a 

^\"         B'3  V       B' 

AB    "^B'B'  ^"  B    '    IV^     r^&»*»^^(4)]î 

enfin,  on  combinant  (2)  et  (3),  on  a 

\A"       B'^        \'*  I         V     ...     ...  ^  ... 

Los  six  conditions  précédentes  se  réduisent  donc  aux  trois 
suivantes  : 


A 

B' 

<>» 

A 

B' 

^   0, 

A 

B' 

1 

:r:  O 

B^ 

A' 

T 

W 

A"  i 

> 

B' 

B 

c*est-à-dire  à  la  nullité  des  trois  mineurs  distincts  du  second 
ordre,  où  entre  le  mineur  du  premier  ordre  A,  supposé  diffé- 
rent de  zéro. 

Si  Ton  revient  au  discriminant  A,  on  tire  facilement  des 
conditions  trouvées,  mises  sous  la  forme 

AA':    B"-,         VA'iiiB'*,         VB  — B'B% 

les  deux  suites  de  rapports 


V 

B'       B' 

B' 

V         B 

ir 

A          B  ' 

B' 

B        A 

Largue  la  forme  quadratique  de  trois  variables  est  un  carré 
parfaity  deux  lignes  quelconques  de  son  discriminant  A  ont 
donc  leurs  éléments  proportionnels  [ce  qui  assure  à  la  fois  la 
nullité  du  discriminant  (55)  et  celle  des  trois  mineurs  du 
second  ordre  indiqués].  Cette  propriété,  comme  il  serait 
facile  de  l'établir,  est  générale  et  s'étend  à  une  forme  de 
n  variables. 

£nfin,  si  nous  nous  reportons  à  la  décomposition  en  trois 
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carrés  de  la  môme  fonction  f{xy  y^  z)^  telle  que  nous  l'avons 
effectuée  précédemment  (1551),  nous  avons  obtenu  d'abord 

et  Ton  vérifie  immédiatement  que  la  forme  complémentaire 
/i  s'annule  d'elle-même  lorsque  les  conditions  que  nous 
venons  de  trouver  sont  satisfaites.  /  se  réduit  donc  bien  alors 
à  un  carré  parfait,  sauf  un  coefficient  numérique. 

1562.  Cherchons  encore  les  conditions  pour  qu'une  forme 
quadratique  se  réduise  à  un  produit  de  deux  formes  linéaires 
ou,  d'après  ce  qui  précède  (1549),  à  la  somme  de  deux 
carrés. 

En  faisant/;  — 2  dans  l'énoncé  du  théorème  fondamental 
(1559),  on  voit  que  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  du 
discriminant  de  la  forme  doivent  être  nuls,  sans  que  la  même 
condition  soit  remplie  par  les  mineurs  du  second  ordre. 

Si  l'on  considère  la  forme  quadratique  à  trois  variables,  il 
faut  donc  que  son  discriminant  A  soit  nul,  et  que  les  mineurs 
du  second  ordre  ne  soient  pas  tous  nuls. 

Or,  quand  on  la  décompose  d'une  manière  générale  en 
trois  carrés  (1551),  on  a 

/(x,j,c)r=aX»4-PY^+77A 

la  valeur  du  coefficient  y  étant 

A 


^       AA  —  B"2 

Si  le  mineur  du  second  ordre 

!  A      B" 
I  B'    A' 

csl  supposé,  en  particulier,  différent  de  zéro,  la  condition 
A  r  -  o  entraîne  y  =  o,  et  l'on  a 
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Loi  d'inertie  des  signes  des  formes  qnadratiipies. 

1363.  Supposons  que  les  coefficients  des  formes  quadra- 
tiques considérées  soient  réels,  liypolhèse  que  nous  n'avons 
pas  eu  besoin  d'invoquer  jusqu'à  présent.  En  appliquant  alors 
la  méthode  de  réduction  (15^9)  à  une  pareille  forme,  il  peut 
se  faire  que,  dans  quelques-unes  des  formes  linéaires 
obtenues,  on  ait  à  mettre  \'—  i  ou  i  en  facteur.  La  forme 
quadratique  sera  alors  décomposée  en  une  somme  de  carrés 
de  formes  linéaires,  chacun  de  ces  carrés  étant  affecté  d'un 
coefficient  positif  ou  négatif. 

On  peut  alors  démontrer  le  théorème  suivant,  qu'on  dé- 
signe souvent  sous  le  nom  de  loi  d'inertie  des  formes  qua- 
dratiques à  coefficients  réels  ou  loi  de  M.  Sflcester. 

156^.  Une  forme  quadratique,  à  coefficients  réels,  dont  le 
discriminant  n'est  pas  nul,  ayant  été  transformée,  de  deux 
manières  différentes  et  quelconques,  en  une  somme  de  carrés 
de  formes  linéaires  indépendantes  ou  distinctes,  à  coefficients 
réels,  et  ces  carrés  étant  affectés  de  coefficients  numériques 
également  réels,  il  y  aura  toujours^  dans  chaque  decomposi- 
tion  obtenue,  le  même  nombre  de  carrés  à  coefficients  positifs 
et  le  même  nombre  de  carrés  à  coefficients  négatifs. 

Les  deux  décompositions  étant  iiTéductibles  par  hypothèse 
(15S5),  elles  présenteront  un  même  nombre  de  carrés  (1553). 

Cela  posé,  puisque  les  formes  linéaires  qui  entrent  dans 
les  deux  décompositions  sont  indépendantes,  leur  nombre 
est  égal  ou  inférieur  à  celui  des  variables  de  la  forme  qua- 
dratique (1537,  1538). 

Soit  d'abord  autant  de  formes  linéaires  que  de  variables. 
Le  raisonnement  étant  général,  supposons-en  trois  seule- 
ment. 

L'une  des  décompositions  étant  X}-i-  \J — XJ,  il  est  im- 
possible que  l'autre  décomposition  se  présente, />a/*  exemple, 
sous  la  forme  Vf  —  V*  — VJ. 

Posons,  en  effet, 

(I)  x;-hx;-xî^vî~v«-v*. 
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On  en  déduit,  en  transposanl  les  carrés  précédés  du  signe  —, 

Il  est  facile  de  voir  que  celle  idenlilé  esl  impossible. 

Égalons  séparément  à  zéro  les  formes  linéaires  du  second 
membre.  Nous  obtiendrons  le  syslème 

où  rindélermination  des  inconnues  esl  du  premier  ordre, 
puisque  le  nombre  des  variables  esl  supérieur  d'une  unité  à 
celui  des  équalions.  Mais  ces  solutions  indéterminées  de- 
vraient annuler  aussi  le  premier  membre  de  Tidentiié  (2), 
c'est-à-dire  satisfaire,  puisqu'il  s'agit  d'une  somme  absolue 
de  quatre  carrés,  au  système 

Xi  =  o,  Xj— o,  Vj— o,  Va— o, 

et,  par  suite,  au  système 

Xi:i=:0,  Xjr:0,  X3—  O. 

Ce  dernier  système  serait  donc  lui-même  indéterminé. 
C'est  ce  qui  esl  impossible,  puisque,  les  formes  linéaires  con- 
sidérées étant  indépendantes,  leur  déterminant  ne  peut  pas 
être  égal  à  zéro  (1537,  102).  L'identité  (i)  elle-même  ne 
peut  donc  avoir  lieu. 

Soit  maintenant  moins  de  formes  linéaires  que  de  va- 
riables. Le  raisonnement  étant  général,  supposons  trois 
formes  linéaires  et  cinq  variables. 

Reprenons  les  identités  (i)  et  (2),  et  le  système  indéterminé 

Xj=  o,         Vj-  :  o. 

L'indétermination  des  inconnues  sera  cette  fois  du  troi- 
sième ordre,  puisque  le  nombre  des  variables  surpasse  de 
trois  unités  celui  des  équations.  Mais  ces  solutions  indéter- 
minées devraient  encore,  comme  précédemment,  satisfaire  au 
système 

Xi  =  0,  Xjrrro,  Xj^iO, 

qui  est  bien  indéterminé,  mais  où  l'indétermination  des  in- 
connues est  seulement  du  deuxième  ordre;  car  tous  les  dé- 
terminants formés  en  supprimant  dans  les  trois  équations 
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deux  des  cinq  variables  de  toutes  les  manières  possibles,  ne 
peuvent  être  égaux  à  zéro  (1538).  On  arrive  donc  encore  à 
une  conclusion  inadmissible,  IMdentité  (i)  ne  peut  avoir  lieu, 
ot  le  nombre  des  carrés  affectés  de  coefficients  positifs  ou 
négatifs  est  nécessairement  le  môme  dans  les  deux  décom- 
positions de  la  forme  quadratique. 

1565.  Nous  terminerons  ici  la  tbéorie  des  polynômes  ho- 
mogènes du  second  degré,  et  TAlgèbre  supérieure  telle  que 
nous  avons  voulu  la  présenter.  La  discussion  de  quelques 
équations  importantes,  que  la  considération  des  propriétés 
des  formes  quadratiques  permet  de  simplifier  et  d*élucider, 
trouvera  mieux  sa  place  en  Géométrie  analytique. 
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QUESTIONS    PROPOSÉES 
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SECONDE  PARTIE. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


SIR 
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SECONDE  PARTIE. 


LIVRE  SIXIEME. 

ÉTUDE   DES   QUANTITÉS   IMAGINAIRES. 


!iJl.  2  ôlant  Tune  des  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité,  vé- 
rifier la  formule 

( rt  H-  /;  -r  r )  (>/  H-  /^  a  -h  r  2-  )  C a  -h  />  a-  ^  ra )  —  a^-i-  h^-i-  c^  —  abc. 
33^.  Résoudre  les  équations 

ou  ramener  à  la  forme  a  h-  bi  les  expressions 

//,     \/i,     \/i, 

:^3.  n  étant  un  nombre  impair  premier  avec  3,  démontrer  que  l'ex- 
pression 

s'annule  pour 

—  I  -h  //j 


.1'  = 


'X 


[On  a  recours  à  la  formule  de  Moivre,  en  se  rappelant  que,  p  étant 
un  entier  quelconque,  tout  nombre  impair  plus  grand  que  3  est  de  la 
forme  6pzti,\ 
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33 i.  Calculer  la  valeur  des  deux  puissances 

335.  De  combien  de  manières  le  produit  do  //  sommes  de  deux 
carrés  peut-il  être  représenté  par  une  somme  de  deux  carrés? 

336.  L'équation  x^-h pjc^-î-q  =  o  ayant  ses  quatre  racines  imagi- 
naires, décomposer  directement  le  trinôme  jc^-r- px^-r-q  on  deux  fac- 
teurs réels  du  second  degré. 

337.  X  étant  une  quantité  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  calculer 
l'expression 

en  fonction  de  .?■  h 

JC 

[On  applique  la  formule  de  Moivre.] 

338.  Lorsque  les  modules  des  termes  d'une  série  à  termes  imagi- 
naires forment  une  série  convergente,  on  peut  intervertir  arbitraire- 
ment Tordre  des  termes  de  la  première  série  sans  qu'elle  cesse  d'être 
convergente  (891,  390). 

339.  Montrer  que  la  série  à  termes  imaginaires 

cos  -  -h  ;  sm       h-  -  (  cos'i  -  h-  i  sm  2  -  )  h-  -  (  cos  3  -  -h  /  sm  3  -  |  -«-  . 
1  1/       ').  \  -2  ij       \\  y.  a/ 

est  convergente,  bien  que  la  série  des  modules  de  ses  termes  soit  diver- 
gente (892). 

340.  Le  théorème  du  n*  893  relatif  à  la  multiplication  de  deux  séries 
peut  être  en  défaut,  lorsque  les  modules  des  termes  des  deux  séries 
considérées,  supposées  convergentes,  ne  forment  pas  eux-mêmes  deux 
séries  convergentes. 

Prendre  pour  exemple  les  deux  séries  égales  et  convergentes  (exer- 
cice 138) 

Il  II  .1 

I        I         I         I  .i.   *    _ 

yj'\        v-^        V  î        V^  yf^ 

En  formant  leur  produit  ou  le  carré  de  l'une  d'elles  d'après  la  règle 
du  n*"  893,  on  obtient  la  série 
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Former  lo  torme  général  de  celle  série,  et  démonlrer  qu'elle  est 
divergente . 

341.  Si,  dans  la  série 

oq  -h-  ai  .1-  -h  ûfî.c*  -f- . . .  H-  «rt-r'»  -+-  ... 

(OÙ  X  reçoit  une  valeur  imaginaire),  les  coefficients  a^^  ai,  rzt,  ..., 
anj  • . .  diminuent  et  tendent  vers  zéro,  de  manière  que  chacun  d'eux 
soit  moindre  que  lo  précédent,  la  série  est  convergente  pour  toute  va- 
leur de  .r  dont  le  module  est  l'unité  (en  exceptant  la  valeur  .r  =  i  pour 
laquelle  il  y  a  doute). 
[Ce  théorème  renferme  comme  cas  particulier  celui  du  n"  394.  J 

342.  Trouver  l'expression  de  la  fonction  j  définie  par  l'équation 

tangr  =  cosa  tangx. 

/  a  \  /  a  \ 

/  (  I  -f-  tanij:*  -  e-^^'  j  —  /  (  i  -f-  tang*  -  e*"  ) 

R(fp.     r  =  .r  -j- —. -'  • 

(.1.  Bertrand,  Traité  de  Calcul  différentiel .  ) 

343.  P  et  Q  étant  des  constantes  qui  dépendent  des  quantités  a  et  h, 
on  peut,  de  l'équation 

a  sin  r 


tangj  = 


■ï^ 


cosr  -r 


1' 


déduire  la  relation 

ri     -Pg    W)(i-f.Qg-.ri) 

(i-hPgrOd-hQff^O 
344.  Chercher  l'expression  de  l'intégrale  y  dz  le  long  du  cercle 

[En  appelant  0  l'angle  du  rayon  décrivant  avec  l'axe  0.r,  on  a 

.r  —  R  cosB,       j  =  K  sin 6, 
et  l'on  trouve 

fdz  =  -h^i  f    gô'rfe  =  o.] 

-r^,  le  long  du  cercle  x»-»-j»=R«,   et 

indiquer  pourquoi  le  théorème  du  n°  938  se  trouve  alors  en  défaut. 
[En  employant,   comme  dans  l'exemple   précédent,    les   relations 
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jr  =  R  cosO,  j  =  R  sin6,  on  trouve,  au  lieu  de  la  valeur  zéro, 

UZ 

=  l 

0 


j  —  =  i  I      rfO  —  aTTi.] 


--'.y  le  long  du  cercle  .r*-hj-— R^,  et 

indiquer  pourquoi  le  théorème  du  n"  958  se  trouve  encore  en  défaut. 

[En  employant  toujours  la  môme  transformation,  on  trouve,  au  lieu 
de  la  valeur  zéro, 

-^  =  ,VS   /  (  cos  -  -f-  i  sin  -  jrfO  =  -  4  /S.] 

(J.  Bertrand,  Traite  de  Calcul  intégral.) 


SUR  l'algèbre  supérieure.  Soi 


LIVRE  SEPTIÈME. 

THÉORIE   DES   ÉQUATIONS, 


PREMIERS  PRINCIPES. 


347.  Vérifier,  en  considérant  Téqualion 

z^ —  22*-+-  z  —  2  =  0 

dont  on  peut  immédiatement  trouver  les  racines,  le  procédé  de  résolu- 
tion  fondé  sur  la  construction  des  poinis-racûies  (1016). 

348.  Résoudre  l'équation  générale  du  troisième  degré,  connaissant  la 
somme  ou  le  produit  de  deux  racines,  et  indiquer  la  relation  qui  existe 
alors  entre  les  coefficients  de  Téquation. 

349.  Résoudre  Téquation  générale  du  troisième  degré,  dans  le  cas  où 
Tune  des  racines  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  autres,  et 
déterminer  la  relation  qui  lie  alors  les  coefficients  de  Téquation. 

350.  Résoudre  l'équation  du  quatrième  degré,  dans  le  cas  où  ses  ra- 
cines forment  une  proportion  dont  la  raison  est  donnée,  et  déterminer 
la  relation  qui  lie  alors  les  coefficients  de  l'équation. 

351.  Résoudre  l'équation  du  quatrième  degré,  connaissant  la  somme 
ou  le  produit  de  deux  racines,  et  indiquer  la  relation  qui  existe  alors 
entre  les  coefficients  de  l'équation. 

352.  Résoudre  l'équation 

X*  -r-  X*  —  25a:*  H-  4 1 J^  -^  66  =  o, 

sachant  que  l'une  de  ses  racines  est  égale  à  3  -i-  ^V'^* 

353.  Résoudre  l'équation 

j:<  — j;'—  8x*-f-2ar'-+-  21  j:*  —  gx —  54  =■  o, 

sachant  que  l'une  de  ses  racines  est  égale  h^-^i. 

De  C.  —  Cours.  IV.  5i 


8o2  QUESTIONS    PROPOSÉES 

354.  Déterminer  les  racines  communes  aux  deux  équations 

2.r*-  gx* — 6j:^--  lyx  —  6  =  0, 
X* —  4"^* —  9.r*-i-  7x'-i-  gx  -^-2  —  0. 

355.  Former  une  équation  du  troisième  degré,  connaissant  la  somme 
des  premières  puissances,  la  somme  des  carrés  et  la  somme  des  cubes 
des  racines. 

356.  Former  une  équation  du  quatrième  degré,  connaissant  les 
sommes  respectives  des  premières,  des  secondes,  des  troisièmes  et  des 
quatrièmes  puissances  des  racines. 

357.  Étant  donnée  une  équation  algébrique,  trouver  la  somme  des 
premières  puissances  et  la  somme  des  carrés  des  inverses  de  ses 
racines. 

358.  Étant  donnée  une  équation  algébrique,  former  Téquation  dont 
les  racines  sont  les  carrés  des  racines  de  la  proposée. 

Appliquer  le  résultat  obtenu  à  Téquation  complète  du  troisième 
degré. 

359.  Faire  disparaître  le  troisième  terme  de  l'équation 

x'  -f-  px*  -h  g  X  -~  r  —  o. 

360.  Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de 

l'équation 

Aox*-4-  Aix'-+-  Al X» -f-  A j X  H-  A4  —  o, 

pour  qu'une  même  transformation  fasse  disparaître  à  la  fois  le  second  et 
le  quatrième  terme  de  l'équation. 

361 .  Chercher  si  l'équation 

x'^ —  2X-4-  I  =  o 

peut  admettre  des  racines  égales. 

362.  Appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à  l'équation 

/(x)  =  X® —  6x^ —  4"^'-^  9-^'-^  I2X-4-  4  =  0. 
fiép,    (x  — 2)«(x-hi)*=/(x). 

363.  Appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à  l'équation 

/(x)  =  x'— iix«-h4^-r'—  5ox*—  59x«-f-î53x»— 108  =  o. 
Rép.     (x  -f.  i)«  (x  —  2)«  (x  —  3 )»  =/(x). 


SUR  l'algèbre  supérieure.  8o3 

364.  Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de  Té- 

q  nation 

x*-f-  ax^-\-  b.v^-{-  cx-hd  =  Oj 

pour  que  cette  équation  ait  une  racine  double. 

363.  Déterminer  les  coefficients  de  l'équation 

X*  -+-  ax^  -h  ft  jr  -H  I  =  o, 

de  manière  que  cette  équation  admette  une  racine  triple  ou  deux  racines 
doubles. 

366.  Si  'a  est  racine  multiple  d'ordre  m  de  Téquation  algébrique 
/(x)  =  o,  a  est  en  même  temps  racine  multiple  d'ordre  m  —  i  de  l'é- 
quation obtenue  en  multipliant  respectivement  les  termes  de/(jr),  sup> 
posée  sans  lacune,  par  les  termes  consécutifs  d'une  progression  par  dif- 
férence. 

367.  Montrer  que,  si  Téquation 

a  une  racine  double,  cette  racine  appartient  à  Téquation  du  second  degré 

x«—  ^xH-- ^=0. 

5  r  3  /'        1 5 

368.  Indiquer  la  marche  à  suivre  pour  trouver  deux  racines  d'une 
équation  algébrique,  lorsqu'on  connaît' leur  produit. 

Appliquer  cette  marche  à  Tcquation 

3j:*  —  igx^^-  gj;* —  iç^x  -i-  6  =  o, 
sachant  qu'elle  admet  deux  racines  dont  le  produit  est  égal  à  2. 

369.  Trouver  les  racines  de  l'équation 

x'»-f- Aij:"»-*-h  AiX'«-*-h...-4-  A/«  =  o, 

sachant  que  ces  racines  forment  une  progression  par  différence. 

[Les  racines  de  l'équation  proposée  peuvent  être  représentées  par  a, 
a-hb,  a 4- 2^,  . ..,  ^i-h(/n  —i)^,  et  il  faut  trouver  a  et  b* 

En  exprimant  la  somme  des  racines  et  la  somme  de  leurs  carrés  en 
fonction  des  coefficients  Ai  et  As,  on  parvient  aux  formules 

^—  Al  =  ma  H h, 

{m  —  ijAî — •2wAj= 9 

11 

qui  font  connaître  a  ei  b,] 


8o4  QUESTIONS    PROPOSÉES 

370.  Sachant  que  les  racines  de  Téqualion 

sont  en  progression  par  quotient,  les  exprimer  en  fonction  de  a  et  de  Ar. 
Calculer  les  constantes  /?  et  9  en  fonction  des  mêmes  quantités. 

[On  représentera  les  quatre  racines  par  ^j  -^»  «p,  ap'.  —  On  doit 

trouver/?  =  ç.] 

371.  Résoudre  les  équations 

x' —  7x*-f-  36  —  o, 
.r'  —  3 x*  —  lox  H-  24  =  o, 

sachant  que  la  première  a  une  racine  qui  est  le  triple  d'une  racine  de  la 
seconde. 

372.  Résoudre  les  équations 

5i.r«-hx* —  i3x*H-  i3x*—  X  —  2  =  0. 
6.r* —  II x*  —  33x'-4-  33.r*-f-  iix  ~  6  =  o, 

en  les  ramenant  à  la  forme  générale  des  équations  réciproques  (1072). 

373.  Transformer  en  équation  réciproque  l'équation 

-f-  AmX'w-h  A|„_ia.r"«-*-h  A,„   ja^x'w-^-f-... 

-4- Aafl"*-*a:*-^  k^a"^-^ x  -\- a**^  =  o. 

[U  suffit  de  poser x  —  zyja,\ 

374.  Si  réquation  algébrique  /(x)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales,  Téquation  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  seconde  dérivée  de  Tin- 

verse  7-7-  de  son  premier  membre  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 

375.  Lorsqu'une  équation  réciproque  /(z)  =  o  a  des  racines  multi- 
ples, sa  transformée  en  u  =  z  +  -  admet  des  racines  multiples  du  même 
ordre  de  multiplicité. 

376.  Chercher  les  fonctions  symétriques  simples  (1040)  des  racines 

de  l'équation 

xi,  —  .r*  —  7  JT*  -f-  X  -H  6  =  o. 

Rép,    Si=i,  Si=i5,  83=19, 

S*=99>        S5  =  2ii,        Se=795,         ..., 
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377.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients 
d'une  équation  algébrique  de  degré  m,/(x)  =  o,  pour  que  deux  de  ses 
racines  satisfassent  simultanément  à  Téquation  du  premier  degré  à  deux 
inconnues  ay-^bz^ic^  et  déterminer  ces  racines  lorsque  les  relations 
nécessaires  existent.  —  Discussion. 

378.  Étant  donnée  une  équation  algébrique  f{x)  ~o^  former  Téqua- 
tion  dont  les  racines  sont  les  racines  carrées  des  racines  de  Téquation 
proposée,  prises  avec  un  seul  signe.  —  Même  question,  en  supposant  les 
racines  carrées  prises  avec  leur  double  signe. 

379.  Étant  donnée  une  équation  algébrique  de  degré  m,  f{x)  =  o, 
trouver  les  relations  qui  doivent  lier  ses  coefficients  pour  que  ses  ra- 
cines soient  en  progression  par  quotient. 

[On  commencera  par  chercher  la  condition  pour  que  deux  des  racines 
de  la  proposée  soient  telles,  que  Tune  d'elles  soit  q  fois  plus  grande  que 
Tautre.  On  généralisera  ensuite,  en  remarquant  que,  si  toutes  les  ra- 
cines sont  en  progression  par  quotient  de  raison  «/,  il  y  a  m  •—  i  couples 
de  racines  satisfaisant  à  la  môme  condition.] 

380.  Ayant  vérifié  qu'une  équation  algébrique  de  degré  m,  f(x)  =  o, 
a  ses  racines  en  progression  par  quotient,  les  déterminer. 

On  distinguera  deux  cas,  suivant  que  la  raison  est  ou  non  donnée. 

38i .  Déterminer  le  coefficient  M  de  manière  que  Téquation 

2j:* — i5x'-i-Mj:» —  3oar-f-  8  =  o 

ait  ses  racines  en  progression  par  quotient,  et  résoudre  ensuite  cette 

équation. 

Rép.    M  =  35. 

382.  Sachant  que  le  volume  d'un  segment  sphérique  à  une  base,  de 
hauteur  h^  est  exprimé  par  une  fonction  de  h  qui  est  du  troisième  degré, 
retrouver  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  la  formule  con- 
nue (  G(fom.,  596). 

383.  Chercher  les  n  —  i  conditions  nécessaires  pour  que  les  n  équa- 
tions obtenues  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  de  la  fonction  entière 

j:'«-i-Aiar'»-»-i-AiX'«-*-f-...-f- A»x'»-'»-f-. ..-+-  Am, 

depuis  celle  d'ordre  m  —  n  jusqu'à  celle  d'ordre  m  — i,  aient  une  ra- 
cine commune. 

En  conclure  la  forme  générale  des  fonctions  entières  qui  jouissent  de 
cette  propriété,  et  résoudre  l'équation  dont  une  pareille  fonction  est  le 
premier  membre,  en  supposant  n  =  m  —  t. 


8o6  QUESTIONS    PROPOSÉES 

Les  n  —  I  conditions  nécessaires  sont 

A    _  m{m    '\"\  /Al  y  _  m(/??  —  i)(m  — a)/Aty 

*  i.a       \m/'  '"~  i.a.3  \m  ) 

\){m^~_7.),,.{m  —n  -^  i)  /Ai\«  1 
i.'jt.3...//  V'W/      J 


384.  La  recherche  des  racines  complexes  de  toute  équation  algébrique 
à  coefficients  réels  'peut  se  ramener  à  celle  des  diviseurs  du  premier 
membre  do  la  forme  x*+/>x  -h  ^,  à  la  condition  de  rejeter  ceux  où  la 

quantité  7  —  -7-  ne  serait  pas  un  carré, 
4 

38o.  Pour  obtenir  la  somme  des  valeurs  prises  par  une  fonction  en- 
tière 9(x),  lorsqu'on  y  remplace  successivement  x  par  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation  algébrique /(x)  =  o,  il  suffit  d'effectuer  la  division 

OÙ  le  dividende  et  le  diviseur  sont  supposés  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  do  x,  jusqu'à  ce  qu'on  écrive  au  quotient  un  terme 
indépendant  do  x.  Le  coefficient  du  premier  terme  du  reste  correspon- 
dant est  la  somme  demandée. 


SUR  l'algèbre  supérieure.  807 


LIVRE  HUITIÈME. 

THÉORIE   DES   ÉQUATIONS 

(suite). 

DE  L'ÉLIMINATIGN. 


SSfy.  Appliquer  la  méthode  d'élimination  par  les  fonctions  symétriques 

au  système 

(j  —  i),V'  -+-  i.r   -  5k  -+-  3  —  g, 

[L'équation  finale  en^  est 

■a5/*  -  -  7oj3  -  -  ixCijri  -î-  4 14 1  —  'i\^  =  o.] 

387.  Vérifier  que,  si  l'on  traite  l'exemple  précédent  par  la  méthode 
(lu  plus  grand  commun  diviseur,  l'équation  finale  en  x  renferme  des 
solutions  étrangères. 

388.  Éliminer  x  entre  les  deux  équations 

x^  -f-  3jj:'  -r-  (  Sj^s  — y  -f-  I  )  x  +^*  —  j  *  -+-  2J  =  o, 
.r*  4-  ijrx  -\-jr^ — y  —  o. 

[  L'équation  finale  en  j^  est 

7»— j  =  o.] 

389.  Ëh'miner  x  entre  les  deux  équations 

.r3 -h  ^xx^-h  2j(j  —  2) x  -^7»    -4=0, 
x^  -h  2jrx  -h  2/* —  5j  -f-  2  =  o. 

[  L'équation  finale  en  jr  est 

jri^yji  ^lCyjr  —  12.  =  0.] 


8o8  QUESTIONS    PROPOSÉES 

390.  Éliminer  x  entre  les  deux  équalions 

0' —  2)  j:'~  2.r -^  5j  —  2—0, 
j-jr«  —  5x  -i-  4jr  --  o. 

[L*équation  finale  en  j  est 

J*  -4-  12  }'  H-  87^'-  —  200^    -T-  100  —  o .  ] 

391 .  Éliminer  x  entre  les  deux  équations 

(j  — i).r*-i- j(j-H  i)j:-i-  3j* — I  —  o. 

[L'équation  finale  on  j  est 

j»-    1  =  0.] 

39â.  Chercher  s'il  existe  des  solutions  pour  les  deux  équations 

^•.r'  —  (  >•»  —  3 r  —  \^ X  -^ y  —  Qy 
,r*  —  r»  -+-  3  =  o. 

393.  Former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  sommes  deux  à  deux 
des  carrés  des  racines  de  Téquation 

.r'-  -  ^x*-+-  qx  -j-  r  =  o. 

394.  Deux  racines  quelconques  d'une  équation  algébrique/ (x)  =0 
étant  désignées  par  x^  et  xs,  et  p  et  q  étant  deux  constantes  données, 
former  l'équation  qui  a  pour  racines  toutes  les  combinaisons  représen- 
tées par  l'expression 

p{Xi-f  Xf)  -+-  ÇXiX{. 

395.  Éliminer  l'angle  a  entre  les  deux  équations 

A  sina  -4-  B  cosa  —  C, 
A'  sin  a  —  B'  cosa  =  C. 

396.  Trouver  l'équation  finale  qui  répond  à  l'équation  irrationnelle 

I  -{-  /x  H-  \/x  =  O. 

397.  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  d'une 
équation  complète  du  troisième  degré,  pour  qu'elle  soit  l'équation  aux 
carrés  des  différences  d'une  équation  du  troisième  degré  de  la  forme 

x'-+-  ûx-4-  b  ■-  o. 

[Le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  du  second  terme  de  l'équation 
cherchée  doit  être  égal  au  produit  des  coefficients  du  premier  et  du 


> 
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troisième  terme,  en  supposant  le  coefficient  du  premier  terme  égal  à 
l'unité.] 

398.  Résoudre  d'une  manière  générale  le  système 
et  appliquer  la  solution  au  cas  particulier 

j76_|_  -)  6=:  I  16807. 

399.  Résoudre  d'une  manière  générale  le  système 

X»  -r- j^/ï  H-  3«  —  /;. 
XP  -hfP  -^  ZP  =  Cj 

et  appliquer  la  solution  au  cas  particulier 

X  -I- r  -f-  s  —  48, 

X^    I- J-î-h  2'=  14364. 

400.  Chercher  les  racines  communes  aux  deux  équations 

.r*-+-3x>— 5x»—    6ar  — 8  — o, 
.2'*-+-    x^ — gx'-i- lox  —  8  =  G, 

en  suivant  la  marche  indiquée  au  n"*  1180. 
f  Les  racines  communes  sont  ~-  4  et  a.] 

401.  Résoudre  l'équation 

a:* —  yx^~i-  i  i.r* —  yx  -f-  lo  =  o, 
sachant  quo  deux  de  ses  racines,  xi  et  x^,  sont  liées  par  la  relation 

Xi  =  IXi  -+-  1. 

402.  Calculer  (par  les  fonctions  symétriques,  par  le  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur  ou  par  la  méthode  de  Cauchy)  l'équation  aux 
carrés  des  différences  de  l'équation  du  troisième  degré 

x3-+-/?j:'-+-  qx-^  r  =  0. 
[Cette  équation  est  du  troisième  degré  et  de  la  forme 


8lO  QUESTIONS    PROPOSÉES 

On  a 

a  —  Gq  —  2/>*—  2(3^  — p^), 

h  ~  9<^*  —  6/>*9r -+-/>*  — i3ç — P"^*> 

c  =  \q^      p*q^-^  ip^r  —  iSpqr  -^  ^7''*'] 

403.  Calculer  de  même  Téquatioa  aux  carrés  des  différences  de 
féquation  du  quatrième  degré,  privée  de  son  second  terme, 

a:*-H/>.r*-.-  qjc  -+-  r  —  o. 

[Celte  équation  est  du  sixième  degré  et  de  la  forme 

z^^-T-az^  --  bz^ —  cz^-r~  dz^-i-ez  -+-/—  o. 

On  a  (en  corrigeant  deux  fautes  d'impression  qui  se  sont  glissées 
dans  VJnalj'se  des  équations  numériques)  : 

a  TT^    8/?,         b  =r-.  o.(iipi~~  ^r),         c  —  i%p^ — i6/?r    -26^*. 
d -:  lyp^ -\- y.^p^r -~  ^Spq^    -lia/**, 

/  =  i6/>*r       ip^q^ —  i2Sp^r^-h\^pq^r  —  27<y*-f-  256/^.] 

404.  Désignons  par  a,  b,  c. .,,  les  racines  de  Téquation  algébrique 
do  degré  m,  /(jc)  =  o,  et  par  a,  p,  *;, . . .  les  racines  de  l'équation  dé- 
nyéef'(x)  =  o. 

Démontrer  que  le  terme  constant  de  Téquation  aux  carrés  des  diffé- 
rences de  l'équation /(:r)  =  o  a  pour  expression 

405.  Combien  y  a-t-il  de  manières  de  résoudre  m  éqnations  à  m  in> 
connues,  on  tenant  compte  de  Tordre  des  éliminations  ? 


Irnte 


406.  Deux  racines  quelconques  d'une  équation  algébrique  du  m 
degré  peuvent  être  exprimées  rationnellement  en  fonction  dos  m  —  2 
autres  racines. 
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LIVRE  NEUVIÈME. 

THÉORIE   DES   ÉQUATIONS 

(suite). 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


•407.  Soit  l'équation  à  coefficients  réels /(.r)  =  o  et  a  un  nombre  po- 
sitif. Si  le  produit  f(x)(.r  ~-a)  présente  n  variations  de  moins  que  le 
polynôme  /(x),  l'équation  /(x)  =  o  a  au  moins  n  ou  w-hi  racines 
imaginaires,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

408.  Lorsqu'une  équation  algébrique  /(jl)  =  o  a  toutes  ses  racines 
réelles,  le  carré  du  coefficient  d'un  terme  quelconque  surpasse  ou  égale 
le  produit  des  coefficients  des  termes  entre  lesquels  le  terme  considéré 
est  placé.  Une  pareille  équation  a  donc  nécessairement  des  racines  ima- 
ginaires, quand  tous  ses  coefficients  ne  satisfont  pas  à  la  condition  in- 
diquée. 

Ce  théorème  est  connu  sous  le  nom  de  Théorème  de  De  Gua  (Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris,  1 74 1  )• 

La  réciproque  n'a  pas  lieu,  c'est-à-dire  que,  la  condition  énoncée  étant 
remplie  par  tous  les  coefficients  de  l'équation,  cette  équation  peut  ad- 
mettre des  racines  imaginaires. 

409.  Si  les  coefficients  de  trois  termes  consécutifs  d'une  équation 
algébrique,  tels  que 

satisfont  à  la  condition 

AC>-, 

l'équation  proposée  admet  au  moins  deux  racines  imaginaires. 

(OSSIAN-BONNET.) 

410.  Si  les  coefficients  de  trois  termes  consécutifs  d'une  équation 
algébrique, /(x)  =  o,  sont  en  progression  par  quotient,  cette  équation 
admet  au  moins  doux  racines  imaginaires. 
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411.  Si  les  coefficients  de  quatre  termes  consécutifs  d'une  équation 
algébrique,  f(x)  ^  o,  sont  en  progression  par  différence,  cette  équa- 
tion admet  des  racines  imaginaires. 

(Hermite,  Grand  Concours  de  184*2.) 

412.  Lorsque,  dans  une  équation  algébrique,  les  coefficients  de  quatre 
termes  consécutifs  sont  en  proportion,  les  antécédents  des  deux  rap- 
ports égaux  ayant  le  même  signe,  Téquation  proposée  a  des  racines 
imaginaires.  (Paul  Serret.) 

413.  Démontrer,  comme  application  du  théorème  de  RoUe,  que,  si 
Ton  donne 

f(x  )  = '—-  y 

1 .2 ...  «.2'* 

l'équation  /«(j?)  =  o,  formée  par  la  «***"•  dérivée  de  la  fonction  égalée 
à  zéro,  a  ses  n  racines  réelles  et  inégales,  et  comprises  entre  —  i 
et  -hi. 

41  i.  Démontrer  la  même  proposition  comme  application  du  théorème 
de  Sturm. 

415.  La  moyenne  arithmétique  de  deux  nombres  réels  et  inégaux  sur> 
passe  leur  moyenne  géométrique;  c'est  l'inverse,  lorsqu'il  s'agit  de  deux 
imaginaires  conjuguées. 

Trouver,  en  s'appuyant  sur  cette  propriété  connue,  les  conditions  de 
réalité  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

x'-h/?.r -4-  q  —  o, 

[On  devra  supposer  q  négatif,  ce  qui  est  permis.] 

416.  Trouver,  dans  cette  hypothèse,  les  mômes  conditions  de  réalité, 

en  ramenant  l'équation 

x^-v-px  -\-  q  =  o 

au  second  degré. 

417.  Chercher,  en  appliquant  les  théorèmes  généraux,  la  relation  qui 
doit  avoir  lieu  entre  les  coefficients  de  l'équation 

x'^-hpx'h  <7  =  o, 

pour  qu'elle  admette  le  plus  grand  nombre  possible  de  racines  réelles. 

'*•  (-£)"- (;ir^r>»- 

418.  Déterminer  la  nature  des  racines  d'une  équation  trinôme  quel- 
conque et,  en  particulier,  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 
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où  les  signes  sont  explicites,  mais  où  les  exposants  peuvent  être  pairs 
ou  impairs. 

4i9.  Démontrer  que,  si  Téquation  algébrique /(a:)=  o  a  toutes  ses 
racines  réelles,  il  en  est  de  môme  de  l'équation 

f{x)  --f'(x)  =  o. 

420.  L'équation  du  /i'*™"  degré,  formée  en  égalant  à  zéro  la  /i'^*  dé- 
rivée de 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  o  et  i. 

421.  Résoudre  l'équation 

422.  Les  quantités  Ai,  As, . . .,  ^i,  <zi, . . .,  et  B  étant  des  quantités 
réelles,  l'équation 

A?  Aî  A?. 


a  toutes  ses  racines  réelles. 

423.  En  appliquant  la  transformation  z-\-  -  —x  aux  deux  équations 

32«H-1  ~  o, 

démontrer,  comme  application  du  théorème  de  Sturm,  que  les  équations 
en  x  qu'on  en  déduit  ont  toutes  leurs  racines  réelles. 

424.  Démontrer  que  les  deux  équations 

5797  X*  4-  495 IX*  -i-  5892  X* -H  2876 X  -f-  6942  =  o, 
3447  J?^ -f- 1 4  56o  x»-r- 22430  x*-T- 25807  x*-4- 29 1 93  X* -r- 1  ï  596X -h  56oa  =  o 

ont  toutes  leurs  racines  imaginaires. 

[Mémoire  de  Le  Verrier  sur  la  planète  Uranus,  —  Connais^ 
sance  des  Temps  y  1849.] 

425.  Trouver  les  limites  entre  lesquelles  doit  varier  le  coefficient  a, 
pour  que  l'équation 

3x* —  4«^'  —  iax*-i-û  ■=■  o 

ait  ses  quatre  racines  réelles. 

[École  Polytechnique,  1876,  Composition  d'admissibilité.] 
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426.  L'éqaatioa  algébrique  du  z/*^*  degré 

(x  —  ai)(x  —  ai)(x  —  ati) . .  Jx  —  afa-i) 

—  b'f^ix  —  ûi)(x  —  ai)(x  —  ««)...  (X  —  atn)  =  o, 

où  b  est  positif,  où  m  est  un  entier  positif  et  où  les  différences  ai  —  a^, 
at  —  a^,  «a— û4,  . . ., «jii-i--«t/i,  sont  positives,  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  respectivement  comprises  entre  les  nombres  ai  et  at,  az  et  a^, 
a^  et  a^^  • . . ,  a^n-^i  6t  atn. 

427.  Chercher  les  racines  imaginaires  de  l'équation 

^•-+-  j:  -f-  r  ~  o. 

428.  Soient  l'équation    x*-t- 5/?x»— 3^x-h  r  =  o    et   la    quantité 

A  =--  yf^-    q. 

Démontrer  que,  si  les  trois  racines  de  l'équation  sont  réelles,  elles 
sont  respectivement  séparées  par  les  quantités 

'  p~   -iA,     — p  —  A,    — p-^-A,      -p-:-iX, 

Lorsque  l'équation  proposée  n'a  qu'une  seule  racine  réelle,  cette  ra- 
cine est  extérieure  à  Tintervalle 

(  —  p  —  2  A,       — p-    'JlA). 

429.  Déterminer  les  fonctions  de  Sturm  pour  l'équation  complète  du 
troisième  degré. 

R^p.     X  —  Ao-r^H-  AiA*-i-  AjX —  Aj, 
Xi  =  SAqJ^*- -  aAiJ: -1- Al, 
Xj=  i{X\  —  3AoAj).r-i-  (  A|At-  -9 A© A»), 
X,  =  -  4AoA?A,-m8AÎA,A,A,— 27A3A|-h  AoAfAÎ— 4AHAi. 

430.  Toute  équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  réels  ou  imagi- 
naires, dont  le  coefficient  du  premier  terme  est  égal  à  l'unité,  ne  peut 
avoir  de  racines  imaginaires  fractionnaires.  (Wantzbl.) 

431.  Déterminer  un  nombre  de  trois  chiffres,  sachant  que  le  produit 
des  trois  chiffres  est  54,  que  le  chiffre  du  milieu  est  le  sixième  de  la 
somme  des  deux  autres  et  que,  en  soustrayant  694  du  nombre  cherché, 
on  obtient  un  nombre  formé  des  mômes  chiffres  pris  en  ordre  inverse. 

Rép.    9a3. 

432.  Trouver  la  base  du  système  de  numération  dans  lequel  le 
nombre  décimal  538  est  exprimé  par  4ia3. 

Rép.    5. 

433*  D'une  manière  générale,  A  étant  un  nombre  décimal  exprimé, 
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dans  le  système  dont  la  base  inconnue  est  .r,  par  les  n  chiffres  a,  h. 
c^ u,  on  a  l'équation 

^^»-i_t-  l)x^-^-^  cjc^-^-z-  . . .  -f-  «  =  A, 

qui  n'admet  qu'une  racine  positive,  laquelle  doit  être  entière  et  supé- 
rieure aux  chiffres  a,  b^  c^  —  u. 


8f  ^  I  =125. 


434.  Résoudre  l'équation 

(0 

[L'une  des  racines  est  égale  as.] 

435'  Partager  un  triangle  par  une  droite  parallèle  à  sa  base,  de  ma- 
nière que,  si  le  triangle  tourne  autour  de  cette  base,  le  volume  en- 
gendré par  le  trapèze  ainsi  déterminé  soit  la  moitié  du  volume  total  en- 
gendré par  le  triangle  tournant. 

[U  faut  que  la  parallèle  à  la  base  passe  par  le  milieu  de  la  hauteur  du 
triangle.] 

436.  a  étant  un  entier,  appliquer  la  méthode  de  recherche  des  ra- 
cines commensurables  à  l'équation 

x' —  (2a-i-i)x^-^  a(a-\- 1)^ —  a(a  -^  i)  =  o, 
[L'une  des  racines  est  an-  i.] 

437.  a  et  6  étant  des  entiers,  appliquer  la  méthode  de  recherche  des 
racines  commensurables  à  l'équation 

x5-H3rt'x«— (Z^*-r- ^5-4-^2 --3a*) X — i^*-+-a^*H-6*-Hfz/»'H-  ab^—a^)  =  o. 
[Les  trois  racines  sont —(«H- 6).  —  (a-+-^*),  b(b -t-i)~ a. \ 

438.  Trouver  les  valeurs  entières  de  x  et  de  j  qui  satisfont  aux  deux 
équations 

Rép.    X  =  5,        J  =  7- 

439.  Résoudre  l'équation 

aox* —  3ox'-4-  i%x  —  1  =  0 

et  trouver  ses  racines,  toutes  comprises  entre  o  et  i,  avec  sept  déci- 
males exactes. 

Rep,    jri  =  0,1127016, 

j:j=  0,5, 

X3=:  0,8872983. 
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440.  Résoudre  Téquation 

70X* —  i4oj:'-t-  90.r* —  aox-i-i  =  o 

et  trouver  ses  racines,  toutes  comprises  entre  o  et  1,  avec  sept  déci- 
males exactes. 

Rép.    xi  — 0,0694318. 

xt  —  0,3300094, 
x,  =  0,6699905, 
X4=  o,93o568i. 

4 il.  Késoudre  Féquation 

232 x*  —  63ox*-T-  56ox*--  2iox*4-  3ox —  I  =  o 

et  trouver  ses  racines,  toutes  comprises  entre  o  et  i,  avec  sept  déci- 
males exactes. 

Rcp.    xi  =  0,0469100, 

xj  —  0,2307653, 
x,=  o,5, 
X4- 0,7692346, 

X5=r-.  0,9530899. 

442.  Résoudre  Féquation 

9'24x*--  'A772x*-T-  3i5ox*—  lôSox^-i-  420X* —  4^-^-^  '  =  o 

et  trouver  ses  racines,  toutes  comprises  entre  o  et  i,  avec  sept  déci- 
males exactes. 

Rcp,      X|  =  0,033765 '2, 

X,  =  0,1693953, 
Xs=  0,3806904, 
X4—  0,6193095, 
Xj  =  o, 8306046, 
xe=  0,9662347. 

443.  Résoudre  l'équation 

3432x7 — i2oiax*-hi6632x5— ii55ox«-î- 4200x3- -756x'-r  55 j, — ,_  ^ 

et  trouver  ses  racines,  toutes  comprises  entre  o  et  i,  avec  sept  déd- 

malcs  exactes. 

Rép,    xi  —  0,025446-2, 

xt  =  0,1292345, 

•^8^0,2970774, 

X4  r^.  0,5, 

X5  ~  0 ,  7029226, 
Xfi  —  0,8707656, 
x^  =  0,9745536. 
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[Les  cinq  exemples  précédents  sont  tirés  de  l'Ouvrage  de  G.vuss,  in- 
titulé :  Methodus  nova  integraUuni  valores  per  approx'unationes  inve- 
/</&/2^/.  Gœltingue,  i8ii.] 

444.  f(x)  =  0  étant  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  si 
/(o)  ety{i)  sont  des  nombres  impairs,  l'équation  proposée  n'a  aucune 
racine  entière.  (Gauss.) 

44.1.  Soit  l'équation  algébrique 

/(x)  =  Aox'«-i-  Aix'«-i  -T-  AjU7"'-2  -p. ...  -I-  A;i,  =  o. 

Celte  équation  ne  peut  avoir  aucune  racine  commensurai)lc  dans  les 
deux  cas  suivants  : 

i**  Si,  les  coofficients  extrêmes  Aq  et  A^  étant  des  nombres  impairs, 
l'un  des  résultats  fi,i)  et/(—  i)  est  aussi  impair  ; 

•i'*  Si  aucun  des  quatre  nombres  Ao,  A,«,  /(i),  /(  —  i)  n'est  divisible 
par  3.  (E.  Matiiiel.) 

4iG.  Séparer  les  racines  do  l'équation 

jc^ —  '2JC- —  '2.r  -4-1  —  0. 

447.  Étant  donnée  l'équation 

.r'"  -h  Ai.r'«-ï  -+-  \>  r"^-  «-:--...  -4-  A,,,  =  o, 

si  Ton  a 

{m  —  I)  Af  —  {m  -\-  jL)  Ai  <  o, 

celte  équation  admet  au  moins  une  couple  de  racines  imaginaires. 

448.  Soit  l'équation  algébrique /( x)  =  o.  Remplaçons  jc  par  x  ■+■//. 
et  développons /(«c  -r-  h  ).  Soient  Po  l'ensemble  des  termes  du  dévelop- 
pement de  degré  pair  en  x,  et  Pi  l'ensemble  des  termes  do  degré  im- 
pair. Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Pu  et  do  ~  »  en 

poursuivant  l'opération  jusqu'au  reste  du  premier  degré  R,  qui  est  fonc- 
tion de  /'. 

Cela  posé,  l'équation  J\jc)  =  o  ou  son  premier  membre  a  autant  do 
diviseurs  commensu râbles  du  second  degré,  qu'il  y  a  de  valeurs  com- 
mensurables  de  //  satisfaisant  à  l'équation  R  =  o.  (Prouuet.; 

44y.  Soit  l'équation  algébrique 

/(.r)  =  Ao j:'"  -h  Ai.r"*-»  -\-  Aj.r'" -*-r-  . . .  -h  j7  _^  R  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers.  Si,  abstraction  faile  du 
signe,  N  est  la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  (t  si  R  Obt  un 
nombre  positif  moindre  que 


'2  -H  4  ^ 
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réqualion  /(^')  =  o  a  nécessairemeul  une  racine  positive  iDoindre  que 
2R  o«  une  racine  négative  plus  grande  que  —  aR,  suivant  que  le  der- 
nier terme  de  son  premier  membre  est  —  R  oa  -~  R. 

i,^.  Si  réquaUon 

â  toutes  ses  racines  réelles,  les  coefGcients  de  quatre  termes  consécu- 
tifs quelconques  doivent  satisfaire  à  l'inégalité 

(  DG  —  EK)«-  \{  E»-  DF)(F«-  EG)  <  o. 

[  roir  le  théorème  énonce,  Exercice  410.]  (Catalan.) 

iol.  Trouver  Téquation  qui  a  pour  racines  les  racines  de  l'équation 
algébrique /(jr)  =  o,  élevées  à  la  w'""*  puissance. 

452.  Si  réquation  algébrique  /(j:)r=o  est  de  degré  pair  et  si  ses 
racines  se  partagent  par  couples  de  même  somme  2  S,  l'équation  dérivée 
f'(x)  =  o  admet  la  racine  S,  et  ses  autres  racines  se  partagent  par 
couples  de  môme  somme  2  S. 

Réciproquement,  si  l'équation  algébrique  f{x)  =  o,  de  degré  impair, 
admet  la  racine  S  et  si  ses  autres  racines  se  partagent  par  couples  de 
mémo  somme  2S,  les  racines  de  l'équation  dérivée  /'(x)  =  o  se  par- 
tagent par  couples  de  môme  somme  a  S. 

En  outre,  dans  le  premier  cas,  toutes  les  équations  dérivées  f'(jc)  =  o, 
/"'(,r)=o,  /^(x)  =  o,  ...  admettent  la  racine  S;  et  il  en  est  de 
même,  dans  le  second  cas,  des  équations  dérivées/'(jr)  =  o,  /""(.r)  =  0. 
/•^M.r)  =  o 

453.  L'équation  algébrique 

/(.r)  — I-:- :   ...    -=0 

I         1.7.  1  .•>....  /< 

ne  peut  pas  avoir  plus  d'une  racine  réelle. 
11  en  est  de  môme  de  l'équation 

•^  ^    ^  '  i,>.  1 . 2 . . .  /i  ' 

lorsque  y  ost  positif,  ou  lorsqu'il  est  inférieur  â  — n. 

(SVLVESTER.) 

4o4.  Si  l'équation  algébrique  J\x)  =  o,  de  degré  /n,  n  a  que  des  ra- 
cines imaginaires  (auquel  cas  m  est  pair),  l'équation 

f(x)  -;-  af'(.v)  -i   n^f(x)  -^  . . .    -  //"'/'"(.r)  =  o 

n'a  elle-môme  que  des  racines  imaginaires.  (Hermite.) 
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i.1î).  Déterminer  les  six  racines  rationnelles  de  Téqualion 

(Abei..) 
Jiép,     jTi  =^  a^y  .rj  =  -.y 

/n-hi\^  la — Tv* 

\ri-   -1/  \'^H-l/ 

ioC.  Késoudro  rôqualion 

I  Elle  admet  les  deux  racines  imaginaires 

./  :  :  7,0293488  :*  1 ,5354515/.] 
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LIVRE  DIXIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite;. 

DE  LA  UÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS. 


437.  Résoudre  l'équation 

.1-3  4-  3 .r  =  a' -y 

sans  avoir  recours  à  la  formule  de  Cardan,  c'esl-à-dire  en  la  nieltaut 
sous  une  forme  parliculière. 

458.  Sachant  que  les  coefficients  do  l'équation 

satisfont  à  la  relation  3ac  =  ù^,  résoudre  Féquation  en  la  niellant  sous 
une  forme  particulière. 

iol).  Résoudre  l'équalioa 

.r'  -+-  <)r/jr* —  36a'  =  o. 

L'une  des  racines  est  z-    \    . 
L  V'^-^V'i  J 

iGO.  Résoudre  l'équation 

[L'une  des  racines  est  ^la.] 

461.  Résoudre  l'équation 

3.Î'' —  6.r*  —  2  =  0. 


[ 


L'une  des  racines  est  '^  -^v'^  -+-i/i 
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i()â.  Quelle  relation  doit  lier  les  coeflicienls  de  Téquation 

pour  que  ses  racines  soient  en  progression  par  quotient? 

Rép.    rp^  =  7'. 

iO.3.  Si  Von  diminue  de  //  les  racines  de  Téquation 

,r^-\-  px  -V-  7  =  0, 

i\  quelle  condition  doit  satisfaire  //  pour  que  Téquation  transformée  ait 
ses  racines  en  progression  par  quotient? 

Rcp,    27  7//'  —  9/?'  //*  —  p^=  o. 

i()t.  Quelle  relation  doit  lier  les  coefficients  de  Téquation 

r'H-  ^p.r^-»~  ^q.r  -h  r  —  o, 

pour  que  ses  racines  soient  en  proportion  harmonique  (t.  III,  364)? 

Rep,     r{3pq  —  r)  =  'xq^. 

Km.  Si  les  racines  de  l'équalion 

jc^-h p.r^-h  q.t  -+-  r  ~  o 

forment  une  proportion  harmonique,  il  en  est  de  môme  des  racines  de 
réquation 

{pq  —  /"X»'—  (p^ — 'xpq  —  3r))*-i-  {pq  —  'ir)y  —  r  =  o. 
ii^\.  Résoudre  l'équation 

.r^ — i5.c* — 33.r -i- 847  =  o. 
[il  est  une  racine  double.] 

i67.  Ix)rsque  Péquation  du  troisième  degré  privée  do  son  second 
terme  a  une  racine  de  la  forme  a-^-yfb^  a  et  h  étant  des  nombres  com- 
mensurables,  les  quantités  placées  sous  les  radicau!c  cubiques  de  la  for- 
mule de  Cardan  deviennent  dos  cubes  parfaits. 

468.  a,  h,  c  étant  les  trois  racines  de  Téqualion 

X^-h  pJC  -h^  —  Oj 

calculer  la  fonction  symétrique  des  racines 


8'>/>.  <^(J£STIOMS    FROPOSÉRS 

409.  U»s  racines  d'une  cH{Uation  du  troisième  degré,  /(.d  =  o,  étanl 
de  la  forme 

les  racines  de  l'équation  dérivée  y  (.i^)  =  o  sont  rationnelles. 
i70.  a  étant  la  seule  racine  réelle  de  l'équation 

on  peut  mettre  les  deux  autres  racines  sous  la  forme 

t71.  Lorsqu'une  équation  du  troisième  degré,  f{j.')  =  o,  et  son  équa- 
tion dérivée,  /'(.r)  ==  o,  ont  toutes  leurs  racines  rationnelles,  les  ra- 
cines a,  /;,  c  de  la  première  ont  des  expressions  de  la  forme 

n  —  m  ^-  h,         b  —  mii^  ---  //,         c  —  >.mu  -^  //, 

les  quantités  m^  /t,  u  étant  des  nombres  rationnels. 

Réciproquement,  si  les  racines  r/,  b.  c  de  Téquation  f{x)  —  o  a<l- 
metlent  des  expressions  de  cette  forme,  les  racines  de  l'équation 
/'(.r)  —  o  sont  rationnelles. 

i7â.  Soient  l'équation  complète  du  troisième  degré 

f(j')=z  x^  -h px--\-  ff.r  -:-/•  —  o, 

et  son  équation  dérivée /'(.r)  —  o. 

Lit  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  réqualion  f(.i)  --  o  peut 
(Hre  exprimée  par  la  relation 


(Dësirk  Andrk.) 
iT3.  Montrer  que  la  transformation  linéaire 

.r  -4-  rt  ,,  ,  47 '  -  br 

y  — r ,         d  ou  jr  =: ~  , 

.r     -/;  j~    i 

permet  de  ramener  l'équation  du  troisième  degré 

jt'  -^  px  -i-  <y  =  o 


à  la  forme  binôme 

a     / — l    ~~     ~ 

7 


'         \    b^-^pb 


SUR    l'aLGEBHE    SUPÉRIEUIIK.  82.) 

474.  En  appliquant  ia  méthode  de  Descartes  à  la  résolution  de  Téqua- 
tion  du  quatrième  degré  privée  de  son  second  lennc 

a:*  --  A  .r*  -f-  Bu'  -H  C  ~  o, 

nous  avons  trouvé  (  1386)  ia  résolvante  du  troisième  degré 

c»  r-2A-2    -(A5-4C)3  — B*=o. 

Montrer  que,  si  a,  ^,  y  ^^^^  ^^^  ^^^^^  racines  de  celte  résolvante,  les 
quatre  racines  de  la  proposée  ont  pour  expressions 

475.  Résoudre  l'équation 

.rv.i-4.ra_:-  i.ri    .44.,.       81     :  o. 

[Deux  des  racines  sont  —  2  et  3.] 

476.  Les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré,  f(.r)  =  o,  étant 
de  la  forme 

les  racines  do  Téquation  dérivée /'(.r)  =  o  sont  rationnelles. 

477.  Déterminer  la  hauteur  et  le  rayon  delà  base  d'un  segment  sphc- 
rique  à  une  base,  connaissant  son  aire  convexe  et  son  volume.  —  Dis- 
cussion. 

478.  Lorsqu'une  équation  algébrique,  f{x)  =  o,  à  coefficients  com- 
mensurabies,  admet  pour  racine  le  nombre  irrationnel  V^*  ^^  premier 
membre /(j:)  est  nécessairement  divisible  par  le  binôme  x''*  —  a,  étant 

entendu  qu'aucune  puissance  de  'y^,  de  degré  moindre  que  m,  n'est 
commensurable. 

479.  Soit  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers,  f{x)  ==  o, 
dont  le  premier  terme  a  pour  coefficient  l'unité.  Si  toutes  les  racines 
de  cette  équation  ont  l'unité  pour  module,  elles  se  confondent  toutes 
avec  des  racines  de  l'unité.  (L.  Kronecrbr.) 

480.  Obtenir  sous  forme  de  déterminant  l'équation  aux  différences 
ou  aux  carrés  des  différences  de  l'équation  binôme 

./."    -1  =  0. 

i81.  L'équation  du  cinquième  degré 

j?»  -T-  5p.c^  h  5p^u'  -;-  7  —  0 
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a  ses  cinq  racines  réelles,  nu  une  seule  racine  réelle  et  quatre  racines 
imaginaires,  suivant  qu^on  a 

/>"•  -T-  -      <  o         nu         /?  >  o. 
(8:2.  Résoudre  Féqualion 

.1"— //fl.r«-' ^«.r«-2 1-    _- frt3^«-3_  .._rt«  =  o. 

\  .À  I . 2 . J 

Rêp.     ./'  — YZL TZ. ( A-  =  o,  1 ,  ît n  —  i  ). 

yj'l  (  COS h  i  sin  —  )  —  I 

V      //  //  / 

iS;^  llésoudre  Téquation 

x^ —  G.r^  -+-  (t x"^'      9./-  --  3fl.r  —  b  —  o, 

I  La  résolution  peut  se  ramener  à  colle  de  deux  autres  équations,  l'une 
du  second  degré,  l'autre  du  troisième.] 

i8i.  Uésoudre  algébriquement  Téquation 


-  -  3  —  i/;i  -^    V  .1  —  -A  v';>        —3-4-  /Ô  l'r.  \l'}.  -  ly/i 
ncp.     -  I, 


•J»  'X 


fSo.  Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  de 

l'équation 

./^+ A.rï-4-B.r-i-C  =  o, 

pour  qu'elle  admette  une  racine  double  ou  une  racine  triple. 


SUR    iJ ALGÈBRE    SUPÉRIEURE.  8'25 


LIVRE  ONZIÈME. 

THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

(suite  et  fin). 

QUESTIONS  COMPLÉMENTAIKES. 


180.  Le  dernier  terme  cfune  suite  de  quantités  surpasse  le  premier 
terme  de  la  somme  de  toutes  les  différences  entre  deux  termes  consé- 
cutifs de  la  suite  (1413). 

Se  servir  de  cette  propriété  évidente  pour  retrouver  immédiatement 
la  formule  connue  (276) 

/  X     .  .  '«  -^   I    o  (//  -4-  l)//     , 

(///  -T-  l)«^*  ^  I  H SrtH ~  S„_, 

I  1.2 

(//  -+•!)/;(/? —  0  _L_  "  -^  *  c  _L_  ^< 

i.a.3  I 


M-mes 


qui  lie  les  sommes  Sj,  Sj,  . . .,  S»,  des  premières,  secondes,  . . .,  // 
puissances  des  m  premiers  nombres  entiers. 

i87.  Si  la  différence  m'*'™*  d'une  fonction /(.r)  est  constante,  la  fonc- 
tion est  une  fonction  algébrique  entière,  de  degré  /;/. 

i88.  Résoudre  l'équation 

3'*'  =  54.r-    i3:k 

[  L'équation  a  3  et  4  pour  racines  réelles.] 

i89.  Résoudre  l'équation 

4*H-  5*  =  lO. 

Rép,    X  ~  I  ,of)9743ji. 

i9<).  Résoudre  le  système 

Rép.      X=r:  2,5416,  J  =  I,7'253. 


8^6  QUESTIONS    PROPOSÉES 

491.  Étendre  aux  équations  transcendantes  le  théorème  général  du 
n*»  1027. 

11  est  entendu  que  la  fonction  transcendante /(j:)^  égalée  à  zéro,  reste 
continue  dans  Tintervallo  où  se  font  les  substitutions,  et  que  toute  ra- 
cine a  de  l'équation /(jr)  =  o  est  regardée  comme  une  racine  multiple 
d'ordre  /î,  si,  outre /(.r),  elle  annule  toutes  ses  dérivées  ju8(|u'à  la 
(//  — iV'"™". 

492.  Démontrer  que  Téquatioii 

où  Ton  a  rt  =  siu^*  et  où  Ton  suppose  i}'  <  90"^  admet  deux   racines 
égales. 
Môme  question  pour  Téquatiou 

.^,rt('-.^^cot!^r-~**^ 


•>. 


^ 


\j&s  deux  racines  égales  sont  tang  ^  pour  la  première  équation  et 
col  y  pour  la  seconde.  (V.  PciSEtx.) 

493.  Résoudre  Téquatioii 

.r  ■--  sxuji  I  --  vicos.r). 

491.  Résoudre  l'équation 

,               I       cos.r 
log.r  =  -    

Hep .     .r  —  io  r  j  î'  39''/3 . 

495.  Résoudre  Téqualion 

./  lang.i'  --  oi^. 

[Cette  équation  admet  une  iiiQnité  de  racines  réelles.  La  plus  pelilo 
des  racines  positives  est 

.r  —  rv.x"5o' jt)".  95.J 

i96.  Résoudre  Téquation 

.    ./' 
X  sui  -  ---  I . 

Hép.    vc  =  i,i8i68si. 


SUR  l'algèbre  supérieure.  8'>.7 

497.  Résoudre  l'équation 


3JZ 


Rép.     ^_i, 644  174. 
i98.  Résoudre  l'équation 


e^^  = 


.i*-H  I 


.1-  —  I 

Rép.     .V  ■-■■  1 , 1 99 678  67 . 

499.  Résoudre  Téquation 

(  î  —  3a:'  )  sin.r  ~  i-t  cosr  =  o. 

[Cette  équation,  qu'on  renconlro  dans  la  théorie  dos  vibrations  des 
corps  élastiques,  a  une  infinité  de  raciacs  réelles,  qui  sont  deux  h  deux 
égales  et  de  signes  contraires.  Les  racines  positives  sont  terminées  dans 
les  quadrants  de  rang  pair.  La  plus  petite  racine  positive  est  x  =  0. 
Poisson  (Mémoires  de  TAcadémic  des  Sciences,  t.  VIlî)  trouve,  pour  la 

seconde  racine  positive  comprise  entre  ^  et  1;,  la  valeur  2,56334  et, 

37: 
[)Our  la  troisième  racine  positive  comprise  entre  --  et  27:,  lu  valeur 

6,05973.] 

500.  Résoudre  l'équation 

(  r'"  H-  r  --»'  )  cosx  —  'À  =  o. 

(Celte  équation,  qu'on  rencontre  dans  la  mémo  théorie,  a  ses  racines 
deux  ù  deux  égales  et  de  signes  contraires  et,  à  chaque  racine  réelle  fi, 
correspond  une  racine  imaginaire  ai.  La  plus  petite  racine  positive  est 

371 

./'  =  o.  La  seconde  racine  positi\e  est  comprise  entre  — -  et  itz.  Poisson 
(loc,  cit.)  indique  pour  celte  racine  la  valeur  4,73ooo3.J 

501.  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  qu'admet  l'équation 

./•  —  A  sin.r -i-  B, 

pour  chaque  système  de  valeurs  des  coefficients  A  et  B.  et  effectuer  la 
séparation  de  ces  racines. 
Appliquer  les  résultats  obtenus  {\  l'équation 

X  —  3i4'Ji  sin.f  -H  157. 
Rép,    L'équation  ci-dessus  admet  1999  racines  réelles. 

{École  Polytechnique  y  concours  de  1857.) 

[  Voir  J.-A.  Serret  :  Note  sur  l'équation  dont  dépend  l'anomalie  excen- 
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trique  cl  sur  les  séries  qui  se  présentent  dans  la  théorie  du  mouvement 
elliptique  des  corps  célestes  {Annales  de  V  observatoire  de  Pnrh^  t.  V).] 

S02.  Trouver  les  racines  réelles  de  l'équation 

où  n.  h,  c  sont  des  nombres  positifs. 
o33.  Trouver  les  racines  réelles  et  imaginaires  de  l'équation 


rJOi.  Dans  un  cercle  de  rayon  r,  on  donne  la  corde  ia  et  l'aire  S  d'un 
segment  circulaire  moindre  qu'un  demi-cercle.  On  demande  de  calculer 
le  plus  petit  arc  2.r  qui  répond  à  la  corde  2^. 

Appliquer  le  résultat  obtenu  au  cas  où  le  segment  considéré  est  sup- 
posé équivalent  au  carré  construit  sur  sa  demi-corde. 

Rep.     -?..r=  138*» H '53" (à  1"  près). 

50o.  A- est  un  nombre  donné;  a  est  un  angle  également  donné,  com- 
pris entre  0°  et  180**;  //,  g,  G  sont  des  inconnues  auxiliaires  liées  entre 
elles  par  les  relations 

G  sin^»-  =r —  sina, 

G  cos^  —  A-  sin  a  -f  cos  a, 
Gsîn^a 


//-- 


/• 


Cela  posé,  on  demande  de  déterminer  toutes  les  racines  réelles  de 

Téquation 

//  sin^.r  —  sin(.r  —  a). 

On  donnera  à  G  le  signe  de  /.-. 

(  Concours  générai^  i858.  ) 

[L'équation  dont  il  s'agit  se  rencontre  en  Astronomie,  lorsqu'un  veut 
trouver  l'orbite  d'une  planète  à  l'aide  de  trois  observations  seulement 
(  Gauss,  T/ieoria  motus  corporum  cœlestiimi . . . ,  1 809) .  ] 

Rép.  n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif,  négatif  ou  nul,  on 
a,  pour  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée,  les  quatre 
formules  suivantes  : 

ir3V   5" -♦-//. 300% 

32"    2'28''-H/l.36o% 

i37'27'39''— //.36o% 
193"   i'I3''-^-/?.36o^ 


SUR    l'algèbre    SUI'ÉKII£UR£.  8l4^ 

506.  Partager  un  demi-cercle  en  deux  parties  équivalentes,  par  une 
corde  menée  de  Textrémité  du  diamètre  qui  lui  sort  de  base. 

(ËULER.) 

507.  Partager  l'aire  d'un  cercle  en  trois  parties  équivalentes,  par  deux 
cordes  menées  d'un  môme  point  de  sa  circonférence.        (  Euler.) 

508.  Dans  un  cercle  OA,  déterminer  l'arc  AM,de  manière  que  le  sec- 
teur OAM  soit  la  moitié  du  triangle  formé  par  le  rayon  OA,  la  tan- 
j2;ente  AT  et  la  sécante  OMT.  (Eulbr.) 

509.  Décomposer  la  fraction  rationnelle 

j:-  -  h  .1'  —  I 


x(x  -h  i)(.r  —  1)^ 
en  fractions  simples,  et  intégrer  la  différentielle  correspondante. 
riiO.  Môme  question  pour  la  fraction  rationnelle 


311.  L'échelle  de  relation  d'une  série  récurrente  étant  exprimée  [>ar 

l'équation 

otT/4  -f-  pT/i-Hi  T-  T,t+-j  --  o, 

on  a 

aT,î  -h  ^T„^-l  T«-+-  TJ+i  =  consl. 

r>12.  Ramener  la  forme  quadratique  de  n  variables, 

xf  4-  J?|  -h ...  -h  .rff  -h  (  .ri  -f-  .Vi  -H . . .  -h  -f/i  )*, 

composée  de  /^  -h-  i  carrés,  à  la  somme  de  n  carrés  de  formes  linéaires 
des  mômes  variables. 
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TABLE 

des  arcs  et  de  leurs  rapports  trigonométriques ,  exprimés  en  parties 
décimales  du  rayon  i ,  ponr  les  90  premiers  degrés. 


ARC. 

DEGRÉS. 

SIMD8. 

COSINUS. 

TANG. 

COT. 

*>i 

ouooo 

0 

0,00000 

1,00000 

0,00000 

OC 

90 

!i5?3?? 

0| 

01  ■745 
oSijoo 
05236 

1 

0, 

oi'j45 

.03590 

o5234 

0, 

99981 

0,01745 

57,2900 
28,6363 
10,0811 
14,3007 

89 

0, 

0 

3 

0, 

0, 
0| 

.99939 

99863 

0,03492 

o,o524i 

88 
87 

1 ,53589 
I, 51843 

0, 

06981 

4 

Ol 

,06976 

0, 

.997^6 

0,06993 
0,087 '19 

0 , 1 o5 1 0 

86 

i,5oon8 

0, 

08726 

5 
6 

0 

,08716 

Ol 

.99619 

1 1 ,43oi 

85 

i,483o3 

Oj 

,IOÎ72 

0 

,10453 

0, 

.99452 

9,5i436 
§,i4j35 
7,11537 

84 

1 , 46607 

Oi 

,12217 

7 

0, 

.12187 

0 

,99255 

0,12278 

83 

1,44862 

O, 

,13962 

8 

0 

.13917 

,15643 

Ol 

.99027 

0,i4oj4 

82 

1,43117 

0, 

15708 

,17453 

9 

Ol 

0, 

.9^769 

.98Î81 

0,1 5838 

6,3i37D 

81 

1,41371 

0 

10 
11 

0. 

17365 

0 

0.17633 
0,19^38 

"», 67128 

80 

1,39626 

o 

r»9»9« 

20044 

,22689 

,24434 

Ol 

,19081 

0 

,98163 

j, 14455 

79 

1,37881 
i,36i25 

0, 

12 

0 

,20^91 
,22495 

0 

,97815 

0,21256 

4,70463 
4,33i48 

78 

0, 

13 

0 

0 

•97437 

0,23087 
0,24933 

77 

1,34390 

o, 

14 

0 

,24192 

0 

,97o3o 
,96593 

4,01078 

76 

1,32655 

0, 

•jr,i79 

15 
16 

0, 

,25882 

0 

0,26795 
0,28675 

3,73205 

75 
74 

1,30899 

«>> 

27Q25 

0 

,27564 

0 

,96126 

3,48741 

1,29154 

0, 

29670 

17 

0 

»  29337 

0 

, 9563o 

o,3o573 

3,27085 

73 

1,2-409 

*)l 

3i4i5 

18 

0 

,30902 

0 

.q5io6 

0,32492 

3,07768 
2,90^21 

72 

1,2^66^ 

«1 

33i6i 

19 

0 

,32557 

0 

,94552 

0,3.4433 
0, 36397 

0, 38386 

71 

1,23918 

o, 

,34906 

20 

0, 

34202 

0 

.93969 

2,74:18 

70 
69 

1,22173 

o, 

3665 1 

21 

0 

,35837 

0 

,93358 

2 , 6o5o9 

1,20427 

Ol 

383(17 
,40142 

22 

0. 

37461 

0 

.927*8 

o,4o4o3 

1,47500 
2,35585 

68 

1,18682 

0 

■23 

0, 

39073 

0 

,92o5o 

o,4663i 
0,48773 

67 

1 , 16937 

0 

^|3633 

24 

0 

40674 

0, 

,9'355 

2,24604 

66 

i,i5ioi 
1,1 3446 

o 

•25 
•26 

0, 

42262 

0 

,90631 
,89879 

2,i445i 

65 
64 

o 

,45378 

0 

,A3837 
.45309 

.46947 
.48481 

2,o5o3o 

1,11701 

0 

47123 
,4*860 
,50614 

27 

Ol 

0] 

.89101 

0,609.13 

1,96261 

63 

1,09955 

o 

28 

0, 

o. 

,88295 

0,53171 

1,88073 

62 

1,08210 

<>1 

29 

Ol 

0 

.87462 

0,55431 

i,8o{o5 

61 

I ,06465 

o 

,52359 

30 
31 

0, 

5oooo 

0, 

866o3 

0,57735 

I ,73205 
1,66428 

60 
59 

i,oi7i9 

0 

,54105 
, 3585o 

0 

,5i5o4 

0 

,85717 

0,60086 

1,02974 

o 

32 

0 

,52902 
,54484 

0 

,848o5 

0,62487 

i,6oo33 

58 

1,01220 

0,99483 

o, 

,57505 
,59341 

33 

0, 

0, 

,8386^ 
.82904 

0,64941 
0,67451 

1,53986 

57 

0 

34 

0, 

,55qiq 

57358 

0 

1,48256 

56 

0,97738 
".95993 

0 

,6io«6 

35 

0, 

0, 

,81915 

0,70021 

1,42815 

55 

0 

,6283i 

36 

0, 

58729 
,60182 

0 

,80902 

0,72654 

1,37638 

54 

«794247 

0, 

'5^.5^7 

37 

0 

0 

.79864 

0,75355 

1,3270/1 
1,23490 

53 

0,92502 

0 

,66322 

38 

0, 

,6t566 

0, 

78801 

0.78129 
0,80978 

52 

0,00707 
0,89011 

0, 

,68067 
,69813 

39 

0. 

.62932 

0, 

!  7^604 

51 
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